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Über die Möglichkeit diophantischer Gleichungen
in relativ quadratischen Zahlenkörpern

von E. Fogels.

§ I. Der Zweck dieser Note ist, einige Sätze zu betrachten, die

die Möglichkeit einer diophantischen Gleichung dritten Grades in dem

Körper 12 mit der Möglichkeit derselben oder einer anderen Gleichung

in Q(j X) (X Zahl aus i>) vergleichen. Einige Literatur (von denen ich

4, 5, 7 und 8 nur durch das Jahrbuch über die Fortschritte der Ma-

thematik kenne) über Resultate dieser Art wird S. 282 folgen. Unter-

suchungen über die Möglichkeit diophantischer Gleichungen 3. Grades

in quadratischen Körpern habe ich auch in einem anderen Artikel

angestellt (s. 10), doch wurden dort nicht alle Fälle betrachtet und

Q war auch unnötiger Weise auf den Körper der rationalen Zahlen

beschränkt.

In den §§ 2 und 3 werden allgemeine Sätze bewiesen und einige

bekannte Resultate zur Illustrierung gegeben. Unter weiteren Voraus-

setzungen gibt § 4 zwei Sätze über mehrfache Adjunktion zu i> und

in § 5 wird die gleichzeitige Unmöglichkeit einer Gleichung in Q und

einer anderen Gleichung in quadratischen Erweiterungskörpern gezeigt.

§2. Es sei

0) /(*, v, z,. . . ) = 0

eine diophantische Gleichung dritten Grades in Q und es gebe Zahlen

2, ß, fi ... in Q, die nicht alle verschwinden und die für x,yt z, . . .

gesetzt den homogenen Teil dritten Grades von / zu Null machen.

Dann gilt der

Satz 1. Ist die Gleichung (1) in ü unmöglich, dann gibt es zu

jedem System (a, ß, y, . . . ) relativ quadratische Körper über Q in

denen (1) Lösungen hat.
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Beweis. Setzen wir

(2) X=*t + OL
U y=ß/ -h Blf Z=fj + Yl . ■ ■

wo ß
1? ylf .. . beliebige Zahlen aus 12 sind, dann wird f(xy y, z,...) =

= cp(£) =0 zu einer quadratischen Gleichung in & Dieselbe muß in

Q irreduzibel sein, denn anderfalls wären / und zugleich x, y, z, . .

in (2) Zahlen aus 12 und (1) hätte doch eine Lösung in 12. Die Zahl

t ist also quadratisch irrational in bezug auf 12; wird

t=n + j X (n, X Zahlen aus 12)

gesetzt, dann ist die Gleichung (1) in Q(] X) möglich und die Lösung

wird durch (2) gegeben.

Beispiel. Es gibt Zahlen A =f= 0 aus Q für die die Gleichung

(3) x3 +y* + 4 = 0

keine Lösung in 12 hat. Sie hat jedoch Lösungen in unendlich vielen

12(j X), wo X gewisse Zahlen aus 12 sind. Diese finden wir, indem

wir <x. =— ß = 1, *i +Bi=Y 4= 0 setzen. Durch Lösung einer quad-

ratischen Gleichung kommen wir dann auf die gesuchte Lösung von (3)

(4) x =

2
T+ 1 "i, y= \ 7 — \T%

wo

Y
8 + AA

A
-

12y

und y eine beliebige Zahl aus Q ist.

Diese Formel kann als allgemeine Lösung der Gleichung (3) auf-

gefaßt werden. Denn sie liefert auch die eventuellen „rationalen"

Lösungen, falls X gleich dem Quadrat einer Zahl aus 12 ausfällt, und

umgekehrt: hat (3) eine Lösung x
O, y0

aus 12, dann ist

_4,4 = y(y
2 + 3S2

),

wo y= *o + yo> s= x0 — yot

d h
-. x = —

m-~m:

Hieraus folgt, daß es Gleichungen (3) gibt, die in vorgeschriebe-

nen Erweiterungskörper 12 (ļ X) möglich sind. In der Tat haben wir

nur

Y
3 + AA

12y
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gleich X5 2 (5 beliebige Zahl aus 12) zu setzen, woraus sich

= -*{(t)2+3X52 )
bestimmen läßt. So wird z. B. die im Körper der rationalen Zahlen

unmögliche Gleichung 1
x

s 4- _y
3

— 14 = 0 lösbar nach Adjunktion zu

dem Körper von j 2 (8 =1, y= 2) oder j —
T (5 =4, y= 14)

5
oder j —6 (5 =

, y= — 14) usw.

Es gibt also Adjunktionen die eine unmögliche Gleichung (3) zu

einer lösbaren machen. Dies geschieht aber niemals durch die Adjunk-
tion von j/~—3, denn es gilt der

Satz 2. Hat die Gleichung (3) eine Lösung in 12 (| —3), dann

hat sie auch eine im Körper 12.

Dieser Satz kommt in demselben oder engeren Sinne bei R. Fueter

(3) und T. Mageil (4 u. 5) vor. Hier werde ich einen Beweis anführen,

der, wie ich glaube, von dem dieser Autoren verschieden sein wird.

Hat die Gleichung (3) in 12(j —3) die Lösung x = y= ßp

(oder je = ap, y = \))i wo a, ß Zahlen aus Q sind und p die komplexe
dritte Einheitswurzel bedeutet, dann hat sie auch in Q die Lösung

x = a, y = ß.

Nun setzen wir voraus, daß keine der Zahlen x, y von der eben

genannten Form ist. Dann ist z. B. x eine primitive Größe des Körpers

12(j —3) und y=ax+b, wo a, b Zahlen aus 12 sind. Es entsteht

eine Gleichung
x

s + (ax + bf + A = 0,

die entweder zweiten oder dritten Grades ist, je nachdem a = — 1 oder

a =ļr — i.

Es sei zuerst fl —1. Dann wird der Gleichung dritten Grades

durch eine quadratische Irrationalität in bezug auf 12 genügt, sie muß

also auch eine Wurzel x= x 0 aus 12 besitzen. Nun hat aber (3) auch

eine Lösung in 12

x = x
ot y = ax

0
+b.

Es sei nun a=— 1. Dann zeigt die Formel (4), daß x und y

konjugierte Zahlen des Körpers 12(j —3) sind. Wir setzen

x = a + ßl —3, y = cc — Bi/—3,

1 Vgl. z. B. T. Nagel/, „L'analyse indēterminēe de degrē superieur*, Memorial

des sciences mathetnatiques, fasc. XXXIX (1929) S. 14.

18*
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wo a, ß Zahlen aus 12 sind, die nicht beide verschwinden. Zugleich

mit x, y hat (3) auch die Lösung

A xp
2

'

j> — a + 3ß + (a-fß)l HSS
V = y? = Z—i VA

Ist a =1= 0, dann sind X, V nicht konjugierte Zahlen und es liegt
der Fall mit Y= aX+b, a =f= — 1 vor; (3) hat also nach dem vor-

herbewiesenen auch eine Lösung in 12. Ist dagegen a=0, dann haben

wir x = — y, woraus A= 0 folgt.
Da die Gleichung (3) zugleich in 12 und 12(j —3) möglich oder

unmöglich ist, es folgt hieraus, daß die kubischen Formen

x(x'2 + 3y% u(u°- — v 2)

dieselben Zahlen in 12 darstellen. Anders gesagt: das Produkt dreier

Zahlen einer arithmetischen Progression in 12 ist stets durch x(x--\-3y2 )
in 12 darstellbar, und umgekehrt. Die Darstellungen finden wir, indem

wir die Schritte des Beweises von Satz 2 wiederholen. So ist z. B.

2.3.4 = x(x2 + 3y2 ) für

18 20
x =

7> y= 2i

§ 3. Im folgenden setzen wir stets voraus, daß (1) eine diophan-
tische Gleichung dritten Grades sei, deren homogener Teil dritten

Grades nicht Null wird, wenn x, y, 2, . . . nicht gleichzeitig ver-

schwindende Werte aus 12 annehmen. Es sei dieser Teil von Null ver-

schieden für alle Zahlensysteme (x, y, z, . . . ) aus 12, wo x4= 0 ist.

Diese Bedingung wird kurz „Bedingung I" genannt.

Es ist unser Zweck, von der Unmöglichkeit einer Gleichung in 12

auf die in quadratischen Erweiterungskörpern zu schließen. Wird aber

nicht vorausgesetzt, daß alle Unbekannten wirklich in der dritten Potenz

auftreten, dann ist ein solcher Schluß nicht angängig, denn es ist

z. B. die Gleichung

(5) x*—y* — A = 0(A Zahl aus 12)

in allen Körpern 12 (j a
3
—A) (a eine beliebige Zahl aus 12) lösbar,
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wenn sie auch nicht in il möglich wäre. Ohne diese Voraussetzung

können wir nur spezielle quadratische Erweiterungskörper diskutieren,

von denen ein Beispiel durch den Satz 3 gegeben wird.

Wir setzen voraus, daß die Unbekannte x nur in der dritten Potenz

vorkommt (oder in der Potenz 3k, was natürlich auf die dritte zurück-

geführt werden kann). Dann gilt der

Satz 3. Hat die Gleichung (1) eine Lösung, wo x, y, z, . . .

Zahlen des Körpers ß(] —3) sind und x4= 0, dann hat sie auch

eine Lösung in iL

Beweis. Hat die Gleichung (1) eine Lösung (x, y, z, .. . )

in Q(ļ —3), so hat sie daselbst auch noch die Lösung (?x,y, z, . . .),

wo ļj = ļ (—1 +i —3) ist. Eine der Zahlen x, px ist eine primi-

tive Größe des Körpers Q(j —3); es sei diese z. B. x. Alle anderen

Unbekannten haben dann die Form

y=ax + a
x ,

z=bx + b
x, . .. ,

wo die Koeffizienten a, b, . . .
Zahlen aus Q bezeichnen. Nun ist

aber wegen der Bedingung I

f(x, ax
L

a
x ,

bx + b
x , . . .) = 0

eine Gleichung dritten Grades, die durch ein x zweiten Grades in

bezug auf Q befriedigt wird. Sie muß also auch eine Lösung x= x0

aus Ü besitzen. Die gesuchte Lösung von (1) wird nun durch die

Zahlen x
O,

ax
0
+ a

x,
bx

0
-f b

x , . . . gegeben.

Beispiel. Die Voraussetzungen des Satzes 3im Falle der Glei-

chung (5) sind offenbar erfüllt. Hat sie im Körper il keine Lösung, so

hat sie auch keine Lösung mit in Q(} — 3). Ist jedoch A = 3a-

(a Zahl aus Ö), dann bildet x= 0, y= aj — 3 die einzige Lösung

in Q(| 3).

Dies Ergebnis war zuerst durch Nageil (5) bekannt. Ein ähnli-

cher Satz für die Gleichung

(6) x3— Ax—y
2
= 0

und den Erweiterungskörper Ü (j/ — 1) ist in Lind (6) gegeben. Der

dortige Beweis läßt sich ein wenig kürzen, wenn man bemerkt, daß

zugleich mit (x,y) auch (—x^y —l) eine Lösung der Gleichung

(6) bildet.
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G. Billing (7) hat diese Sätze verallgemeinert, indem er zeigt, daß

die Gleichung (5) nur endlich viele Lösungen in 12 (j — 3) besitzt, falls

sie endlich viele in 12 hat. Entsprechendes wird dann auch für die

Gleichung (6) gezeigt.

Bei Billing (8) sind u. a. auch andere Sätze bewiesen, die die

Unmöglichkeit der Gleichung tj
2
= š 3

— AĶ-\-B von 12 auf gewisse

Erweiterungskörper übertragen.

§ 4. Von hier an setzen wir voraus, daß alle Unbekannten von

/wirklich in der dritten Potenz auftreten. Diese nennen wir die „Be-

dingung II".

Satz 4. Die Gleichung (1) sei homogen. Istx=y=z=. . .
=0

ihre einzige Lösung in 12, dann hat sie auch in keinem 12 (j X) (1 be-

liebige Zahl aus 12) eine andere Lösung.

Beweis. Ist (x, y, z
. . .) eine Lösung in 12 (j X) der Glei-

chung (1), so ist (x j X, y j X, z \ X, . . .) auch eine, und falls

x =1= 0 ist, kann es als eine primitive Größe des Körpers 12(| X) vor-

ausgesetzt werden. Wir setzen nun

y = ax-\- a
ly

z
— bxA- b

x, . . . (a, a
u . . .

Zahlen aus 12)

und zeigen auf dieselbe Weise wie bei Satz 3, daß (1) auch eine

Lösung in 12 hat. Diese muß mit x=y — z —

. .
.—0 übereinstimmen, •

woraus a
x
=b

t
= . . .

=0 folgt. Da / homogen ist, folgt hieraus

o=f(x, ax, bx, . . .)=ta;3/(1, a, b, . . .).

Wegen der Voraussetzung ist aber / (1, a, b, . . .) 4= 0» woher

x=y =z—
...

=0 folgt.

Durch Wiederholung des Schlusses von Satz 4 können wir zeigen,

daß x=y =z=
. . .

=0 die einzige Lösung der Gleichung (1) eben

in jedem Körper 12 (;) gibt, wo Ķ eine „konstruierbare Größe" in

bezug auf 12 bezeichnet, d. h. eine solche, die nur aus Quadratwurzeln

und Zahlen des Körpers 12 zusammengesetzt ist.

So ist z. B. die 17-te Einheitswurzel eine konstruierbare Größe in

bezug auf jedes 12.

Nennen wir zur Abkürzung 12 (;) einen konstruierbaren Körper
über 12, dann können wir den folgenden Satz aussprechen.

Satz 5. Ist die Gleichung (1) homogen undx—y—z— ...
=0

ihre einzige Lösung in 12, dann hat sie auch keine andere Lösung in

jedem konstruierbaren Körper über 12.
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Nun wollen wir von der Voraussetzung der Homogenität absehen,

die Bedingungen I und II aber beibehalten. Dann gilt der

Satz 6. Ist die Gleichung (1) im Körper 12 unmöglich, dann

hat sie auch keine Lösung in jedem konstruierbaren Körper über Q.

Zuerst zeigen wir, daß (1) unmöglich bleibt in jedem Körper

il
x

—12 (j X) (X Zahl aus 12). Da nach Satz 4 die Bedingung I auch

noch in 12ļ gilt, können wir den Satz von 12ļ auf 12., =Q
x (j

(Xj Zahl aus 12
x) übertragen usw.

Ist z. B. die Gleichung

je3 + 2y3 +Ay-fB = 0 (A, B Zahlen aus 12)

unmöglich in einem Körper 12, der die Zahl j* 2 nicht enthält, so bleibt

sie noch immer unmöglich nach Adjunktion irgendwelcher konstruier-

barer Größen zu 12.

§ 5. In diesem Abschnitt werden wir zwei Sätze aufstellen, die

sich auf Satz 6 stützen. Es sei auch bemerkt, daß keine Schwierig-

keiten vorliegen das Entsprechende für Satz 5 zu tun.

Satz 7. Die Bedingungen des Satzes 6 seien erfüllt und

ep (X, V, Z, . . .), <ļ> (X, V, Z, . . .), x {X, V, Z, . . .), . . . irgend-
welche rationale Funktionen in 12. Ist (1) im Körper 12 unmöglich

und wird von Werten von X,Y, Z, . . . abgesehen, für welche manche

der Funktionen ep, <\>, yv, . . .
oo oder unbestimmt werden, dann hat

auch die Gleichung

/(cp, Ķ x, .
. .) = 0

keine Lösung in jedem konstruierbaren Körper über 12.

Der Beweis ist klar.

Satz 8. Ist die Gleichung

(7) x*+ fW> z, .
.

.) = 0

in 12 unmöglich, dann hat auch

(8) 4 +/(?, <fc • . o=o

außer Werten von X, V, Z, . . ~ für die ep, 'Ļ, . . .
nicht definiert

sind, keine Lösung in jedem relativ quadratischen Körper über 12.

Hat aber (7) in 12 Lösungen, dann gibt es möglicherweise auch

quadratische Erweiterungskörper mit Lösungen für (8). Ein Beispiel
dieser Art wird durch die Gleichung X4

-\-Y3 —l = 0 geliefert, die

wenigstens in den Körpern 12 (f 3) und 12 (j —3) Lösungen be-

sitzt (j bzw. i --- 3, —2).
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Beweis. Hat die Gleichung (8) eine Lösung (X, V, . . .) in

dem Körper 12 (\ X) (X Zahl aus 12), so sind zwei Fälle zu unter-

scheiden, je nachdem X 2eine Zahl a aus 12 ist oder nicht.

Im ersten Falle ist eine der Zahlen ep, d», . . .
eine primitive

Größe des Körpers 12 (j X) und es folgt wie bei Satz 6 daß (7) doch

in 12 möglich ist und dort die Lösung x = 01, . . .
hat.

Im zweiten Falle muß X 2eine primitive Größe des Körpers
12 (i X) sein. Wir bezeichnen sie mit £ und setzen

ep
—

a £-f- a
ļf

<b —b\ +- b
lt .. . (a, a

lf . . .

Zahlen aus 12).

Wären a, b, . . .
nicht alle 0, dann hätten wir (nach der Be-

dingung I) eine Gleichung dritten Grades

?+f{aĶ + ūl, bt + b
lt . . .) =0,

deren eine Wurzel eine Zahl aus 12 sein müßte. Hieraus würde folgen,

daß (7) doch durch Zahlen aus 12 befriedigt werden kann.

Es ist also a=b=
. . .

=0, = a
:,

■\> = b
l , . . . und

wo v —
—/(flx,

b
lt . . .) eine Zahl aus 12 ist. Wäre diese gleich dem

Quadrat einer anderen Zahl X aus 12:

V —
12

dann hätte (7) wieder die Lösung in Ö

x=X,y = a
u

z = b
lf . . ..

4,—
v ist also kein Quadrat in 12undA"=j v ist eine Irrationalität

vierten Grades in bezug auf Q. Damit ist der Satz bewiesen.

Sind z. B. A4= 0, B4= 0 Zahlen aus 12, für die die Gleichung

x*-\-Ay
9 -ļ-B= 0 in 12 unmöglich ist, so hat auch

X4+ AY3-\- B=0

keine Lösung in jedem relativ quadratischen Körper über 12.

Endlich werden wir noch einen Satz derselben Art beweisen.

Es sei A eine Zahl aus 12, für die die Gleichung

Ax*+y*— 1 =0

außer x= 0, y=l keine andere Lösung in 12 hat. Z. B. ist es für

den Körper 12 der rationalen Zahlen bekannt-, daß diese Eigen-

2 T. Nageil. „Über die rationalen Punkte auf einigen kubischen Kurven",

Töhoku Math. Journ. 24 (1924) 48—53. Vgl. auch Fueter (3).
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schaft den positiven ganzen Zahlen, die nur die Primzahlen 3 und

p= b (mod 12) enthalten, sowie auch der Zahl —1 zukommt.

Es gehöre weiter j 3 nicht zu 12.

Unter diesen Voraussetzungen gilt der

Satz 9. Die Gleichung

(9) AK*+ K8— I=o

hat in keinem quadratischen Erweiterungskörper eine Lösung mit

X =ķ 0.

Beweis. Ist in (9) X- eine Zahl aus 12, dann ist es klar, daß

sie gleich Null sein muß. Ist dagegen X2= Ķ eine quadratische Irra-

tionalität in bezug auf 12, dann setzen wir V — al-\- b (a, b Zahlen

aus 12) und kommen auf die Gleichung

A? +(aš +bf-\=o,

die durch £= 0, al-\-b= \ befriedigt werden muß. Es ist also b= 1

und die Gleichung kann durch Ķ gekürzt werden; es bleibt dann die

Gleichung

(10) a
8š 2 +(A + 3 a

a) g+3a = 0,

die offenbar in 12 irreduzibel ist. Wird aber X 2für Ķ gesetzt, dann

muß sie reduzibel werden, denn X ist ja eine quadratische Irrationa-

lität etwa gleich a+ ] ß (a, ß Zahlen aus 12). Es folgt hieraus, das

(10) die Form

(g + = 0,
oder

(10') ?- 2 (t
2
+ ß) l + (a

2
- ß)

2
= 0

hat. Nun erhalten wir eine Beziehung zwischen den Koeffizienten

von (10) und (10'):

woraus folgt, daß

= ±a(a
2
_ß)

doch eine Zahl aus 12 ist. Damit hat sich ein Widerspruch zu der

Voraussetzung ergeben und zugleich ist auch der Satz bewiesen.
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Diofantisko vienādojumu atrisinājumi relativi

kvadrātiskos skaitļu laukos

E. Fogels.

Kopsavilkums

Šinī darbā ir meklēti diofantisku vienādojumu atrisinājumi laukā

12 (j X) (X lauka ii skaitlis), pieņemot par zināmiem to pašu (vai citu)

vienādojumu atrisinājumus laukā ii. Par tādu jautājumu esmu rakstījis

arī kādā agrākā darbā, bet tur par ii tika pieņemts racionālo skaitļu

lauks un nebij rādīta starpība starp dažiem gadijumiem kā tas darīts

tagad. Literatūra, kam sakars ar apskatīto jautājumu, dota 282. Ipp.

Ar / vienmēr apzīmējam trešās pakāpes polinomu, kura koeficienti

ir lauka ii skaitļi.

2. § apskata gadijumu, kad laukā Q ir skaitļi a, ß, y, . . . ,
kas

nav visi reizē nulles, bet likti x,y, z, . . .
vietā pārvērš / trešās pa-

kāpes homogeno daļu par 0. Tad vienādojums f=o ir vai nu atrisi-

nāms laukā ii vai arī var konstruēt relativi kvadrātiskus skaitļu laukus

attiecībā pret ii, kuros vienādojumam ir atrisinājumi (teorēma 1). Kā

piemērs apskatīts vienādojums jc
3
-f _y

3 -ļ- A= 0. Teorēma 2 pierāda

pazīstamu rezultātu, ka gadijumā, ja šis vienādojums ir iespējams laukā

ii (ļ —3), tad tas ir iespējams arī laukā 9..

3. un turpmākos §§ tiek pieņemts, ka / trešās pakāpes homogenā

daļa netop 0 nezināmo nozīmēm x =ļ= 0, y, z, . . . ,
kas ir Q skaitļi.

Ja / sa,tur x tikai trešajā, bet ne zemākās pakāpēs, un vienādojumam

/=oir atrisinājums ar x =ļ= 0 laukā Q(j —3), tad tam ir atrisinājums

arī laukā ii (teorēma 3). Te kā sekas rodas pazīstams rezultāts par

vienādojumu x
3

—y- —
A.

Ja /satur kādu nezināmozemākā pakāpē kā trešajā, tad acīm redzot

eksistē relativi kvadrātiski skaitļu lauki, kuros vienādojums f=0 ir

atrisināms. 4. un 5. §§ tiek pieņemts, ka / satur katra nezināmā trešo

pakāpi. Ja/=0 ir homogens vienādojums un x=y =
. . .

=0 ir tā

vienīgais atrisinājums laukā Q, tad teorēma 4 pierāda, ka vienādojumam

nav cita atrisinājuma arī katrā relativi kvadrātiskā laukā attiecībā pret



Q. Vispārinot šo rezultātu teorēma5 izteic, ka vienādojumam nav cita

atrisinājuma pat nevienā laukā Q (ej), kur q ir relativi konstruējams lie-

lums, t. i. tāds, kas izteikts ar kvadrātsaknēm no Ö skaitļiem. Teorēma 6

pierāda analogu rezultātu gadijumā, kad /=0 ir nehomogēns vienā-

dojums, kam laukā Q nav atrisinājuma. Teorēma 7 vispārina šo rezultātu

tā, ka x, y, . . .
vietā liek citu mainīgo X, V, . . .

racionālas funkcijas

cp, cp, . . . ,
kuru koeficienti ir Q skaitļi.

Beidzot tiek pierādītas vēl šādas teorēmas:

Teorēma 8. Ja vienādojums x- t f(y, z, . ..) = 0 nav iespējams
laukā Q, tad nevienā relativi kvadrātiskā skaitļu laukā attiecībā pret il

vienādojumam
*4 +/(<P, • .) = o

nav citu atrisinājumu kā tikai (iespējamā kārtā) tās X, V,
.

. .
nozīmes

kurām cp, cp,
• .

. nav definēti.

Teorēma 9. Ja x=o, y = 1 ir vienādojuma Ax 1
+y

3
— I=o

vienīgais atrisinājums laukā Ö, tad vienādojumam

AK* + V*— I=o

nevienā relativi kvadrātiskā laukā attiecībā pret Q nav atrisinājuma

ar X + 0.

1939. g. 29. sept.
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On Average Values of Arithmetical Functions

By E. Fogels.

Introduction.

The problem considered in this paper is that of finding the least

possible h
— h(x) such that a given arithmetical function a (n) should

keep its average order in the interval x, x -f- k, i. c. that we have

(1) 2J a W = *(x) + °<:Hx))
n x

and

(2) 2" fl (/z)~<M* + A)-rM*)>
x<n€ x + h

as x —> 00.

There are some arithmetical functions for which the error term in

(1) is of comparatively small order. Thus for the Euler's function cp(/z)
it is known that1

y, ? w = x
2 + °(* iog^)

mm 7c

■ 4P

whence we get (2) with A = logl +s x.

The method developed in this paper may be of interest only in

the case of a (n) with a large error term in (1). Examples of this kind

are given by the arithmetical functions A(/z), [i(n), A(n), . . .
defined

as follows:

X(n) = (—\y, p being the total number of prime factors of n,

when multiple factors are counted multiply; X (!)= ]!.

1 See for example Hardy and Wright (14) Chap. XVIII.



. J X (n) if n contains no square factor > 1

lO otherwise

A(n)=:
U0S Pifn=p

m

(p prime, m> 1)
' 10 otherwise.

From the best estimates of the sum (1) of these functions that we

can get with the present knowledge about the zeros of the Riemann

zeta-function- we could deduce (2) in a direct manner for no

(3) h =
x«

where 9 is a constant <1. Hoheisel however proved3 that this is true

32999
for A (n) and that the constant 9 can be taken =

33qqq' Using an-

other method Heilbronn4
got for A (n) and \i (ti) the value

U
~

250'

whereas Čudakov's results5 about the zeros of £ (s) reduced H to

4

Ingham 6 improved Hoheisel's method by making use of a convexity

theorem for integrals7 and got for A (n) the value

1 + Ac

where c is a constant for which

(5) :(I+it) = 0(*o

as t —> 00.

19
The best known value8 of c equal to gives

()-
77

+c.

2 See Čudakov (10), (11) or Titchmarsh (7).
3 Hoheisel (4).
4

Heilbronn (3).
5 Čudakov (10).
6 Ingham (1).

7 Hardy, Ingham and Pölya (12) Theorem 7.

8 See Ingham (1) Note on page 256.
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In the following paper we shall use Heilbronn's method together

with a convexity theorem of Ingham
9 and obtain in Theorem 1 the

solution given by (3), (4) for the functions

A (n), |x (n), X (*), X (n) X (n)

where a (n) is the sum of divisors of n. The result stated for A (n)

may be expressed in the form

h
IC(X + — IC(JC) - (X—* oo),

-(x) being the number of primes not exceeding x. Putting

h = x«(o<e< 1), ft =

j J^,/ =

we get

* (o< + l)*}-* (f\ >*U* + -te cy*J .

= *(* + *)-*(*) ~^>o
Isince ty +if > / for all t>> 1, y >y0 (&)\. This proves

that between consecutive &-th powers

/Ačrč is at least one prime. The best known value of H gives

»^+,

The other results of Theorem 1 expressed in a similar form state

that in the interval

x, x+ x
%

(x>x
o
) or y\ o+ if (y>y0

)

the functions X (n) and \x (n) change their signs at least once.

From the results about

n n

it follows

\{n)y(n) = o{xh), ]£ l(n) a (n) = o (xh)
*<n<.x+Ax < n< jf+A

(X * oo).

!l

Ingham (1) Theorem 2.
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To prove the last we put

= M«): JXdslTnoi£
then we obtain for

A
~~

0 (log x)

2* x(«ya(«)= 2" «p(/i)=w 2' 2 ftwi)
jr<n<x+A jc<n<*+A x<nsC*+A x</?<x-f-A

= o (jcä) +O(h 2J = 0 (xh) + 0(*a IoS *) = 0 (■**)'
x<Cn<x-\-h

since

2; p(«) = o(Ä)
x < x-|-A

by Theorem 1, and

d\n k = l

Theorems 2 and 3 give a solution of the problem stated for the

arithmetical functions

\(ri) d(n), where d(n) is the number of divisors of n;

\{ri) 2v<n)
,

v (n) being the number of different prime factors of n;

f1 if is not divisible by a A-th power of a prime (k >- 2)
g(n' —

\o\i it is.

In Theorem 2 is obtained the solution h = x
%

,

for the functions X (n) d(n) und X(n) 2V(n)
.

The best known value of

c gives

and // the Lindelöf hypothesis is true (that is to say, if (5) holds

with an arbitrary small c) then we have in (4) and (6) even

Theorem 3 is proved without making use of Čudakov's results.

Taking k = 2 we deduce that in the interval

x, x+ x> \og*x(x>x
o
) or /°,(v+l)*°(*

o =3
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there is at Least one quadratfrei number. This is an advance compared

with Landau's Handbuch (p. 606)

v-{n) = *Ļx + 0(1 "x)
n<Zx

from which we cannot get anything better than ft
0
= 2.

To prove these theorems we use a formula of Landau (Lemma 3)

for the sum

2Ja(n)
n x

of the coefficients of the Dirichlet series

n = 1

called the generating function of a(n). Generating functions for the

a(n) considered in this paper are given by the formulae

1 y>m C(2s)_ yi(n) _Z(s)_ y A(n)
~

n*
'

£(s)
~~

fķ_ n<
' "

;(s)
~ ÜT'

;(j+l);(25) 57 £(2s)C(2s +2)
y

n

S(s)C(2s +2) ns
'

C(2s)_ v X(w)2 v(';) :->(2s)_ yX(/tprf(*)
n

s
'

C2 (5)
—

~ns
*

which can be proved by the Euler product extension 10
.

In the cases considered in Theorems 1 and 3 the generating func-

tions contain a factor of the form £ -1 (.s) so that Ingham's convexity

theorem (Lemma 1) may be conveniently used. In Theorem 2, however,

it does not appear to be applicable successfully [since the generating

functions contain a factor like š~ 2 (s)] and we have first to prove a

suitable analogue to Ingham's theorem. We will do so in Lemma 2.

There are no special difficulties in extending the results to arith-

metic progressions as Heilbronn has done.

I wish to express my thanks to Mr. Ingham for drawing my atten-

tion to this problem and for his valuable suggestions and criticism.

" See for example Hardy and Wright (14) Chap. XVII.

LUR. Matemātikas un dabas zinātņu fakultātes sērija 111 19
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Preliminary Lemmas.

We shall make use of the following properties of the Riemann

zeta-function and the auxiliary functions Mx(s), Ax(s) defined by (16),

(18); C, Q,
. .

.
will always denote absolute constants and so will

be generally those implied in the symbol O.

1) There are positive numbers a< 1, a
x
< 2 and A

— A(ol) such

that for all s
—

a + it of the region

(7) 1 — A log-« t < a <2, t> t
0
> 1

(8) t(s) * 0

and we have uniformly

(9) : (5) = o(iog
a

u)

(10) 0
* \s)

(11)
:

= O(log
a O.

4

(8) and (9) are proved by Titchmarsh 11 with a=
_ -f- s

l2

,
A =A

U
Ö

g

aj = and hence by a known method13
we can show that (10), (11)

o

are true for A =
\- A

y
o

2) For c and ct
1 > 1 satisfying (5), (9) we have uniformly in a

O log
a
i T) for l <a< 1

(12) ;(a+*T)= ,

0(r
(2c-l)a +2 logoCi r) foro<a<

l

£ O (r2
7

20 ) for a< i

(13) / ļ(o + it)°-dt=\ \
{ 0(7-logr)fora=2-

11 Titchmarsh (7).

ia For a better value of a(= - -f c) see Čudakov (11).

13 See Landau (6) or Titchmarsh (8) Theorem 14.
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(12) is a consequence of the Phragmen -Lindelöf theorem14

,
(5),

(9) and the known property

: (/0 = O (/¥ log t).

For (13) see Ingham (2) formulae (4), (5) and the references

given there.

3) Let to = w (a) (a 0 a<; at) a function satisfying Lipschitz

condition \ w (a) — w (a') <
C a—a' and Z(a + //) = O (i

w log0 *)

as t—� 00. Then we have uniformly in a (a0 + 8 a•' —5, 8>0)

(14) ip+U) = o (t«,w iog ß+l o (t—>oc).

This can be proved applying Cauchy's theorem

1 {S) ~2rā J {z—sf
r

to f(s) = Z (s) where r is a circle with centre s and radius log 1 t.

4) For a>ao >o, <£ T, b < 2iz we have uniformly

(is) : {s) ±= 2" n
~s -\-

s

- 0 <r-3)-
-n T

For a proof see Hardy and Littlewood (13) Lemma 2 or Titchmarsh

(8) Theorem 19.

5) Let

(16) Mx {s)=

and 1< A &
0.

Then there exists a number B depending on k
0

only,

such that for a > -i-
we have

T

(17) j' Af
x (a + Ä/0 '2 <ft < 5 (7* f- X) log X

o

For k= 1 and a = S-Öhs 's Provec* DV higham 15 and the proof

still holds for

a >
, 1< £ < k

O.

14 See for example Titchmarsh (9) p. 180.

15 Ingham (1) p. 260.
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6) Let the arithmetical function a (n) be defined by

i. c. if v
x (n) denote the number of quadratfrei prime factors of n,

f (— 2)vi ( ") for n not divisible by a cube > 1

' \ 0 otherwise.

Further let X> 1, T>o and

(18) Ax (s)= 2J
%(n)

Then we have

(19) Ax (a + log X\ for o<a < 1,

n <X

7"

(20) J (° +*Idt< C
x
(T + Iff) log 4 A- fora>

*
•

Since a(«) <d(/z) for all /z>l and16

2" (*0 <C2x log x(x > 2),

we have for 0 < a < 1

n<X
n

n<X V J

whence (19) follows.

For a >
i the following estimate holds good

16 See for example Hardy and Wright (14) Chap. XVIII.
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i Ax (o + ny?dt<T +

0 n < x

+4 y
>(/w)a(/i)|

<r v (/z)
+ 4 V d(m)d(n)

m <n<x (mrif log — «< x
n

m<n<x (mnfī log
n

m m

Sinee 17

d 2 (n) < C3x log
8

x (x >2)
•11011 3T9111L ' ~. 7 'JlOl""' .

Z -

d{n? m

n

<C
t x\og>x(x>l)

m<n<x (mn)i log

we have

2
dH

n

n)
= Z w {f§+ļļ= fV2 "2 (»)^+

« 1

+J? 2 rf2 («)< C
5 lOg4 X.

n<X

This proves (20).

Lemma 1. Let

where Mx (s) is defined by (16). Then for X= O (T), T= O (X),

I<k < k
0

and all aof the interval <! a< 1 there holds the ine-

quality

j fx{a + kit) 3dt <BTV+w(« -a) log4 f

1

where B is a number depending on k
0 only and c is any constant

satisfying (5).

This is a consequence of Theorem 2 of Ingham (1).

Lemma 2. Let

Fx(s) = 7(s) Ax (s) -1

17 See the reference given on page 259 of Ingham (1).
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where Ax (s) is defined by (18). Then, if c is a constant for which

(5) is true,

/TBc
(1 -

a)

i Fx (a + it) |* dt < C -

x2j
- (T+X) log8 (T +X)

for
2

< a < 1, T> 1.

This lemma is a complete analogy of Theorem 2 of Ingham (1).

Therefore we shall sketch the proof only as far as it differs from that

of Ingham's theorem.

We may suppose for o> 1 we have

whence

f\FX(s)rdt= f sei < i»PrJw<p«?| 2^!2^

Let cy = 1 -f- 5, o<s<l. Then the last integral is equal to

t
/Ä'l,+B+"Ä'",+s -"

=
v, a(m) •(«)

=
v 2gj j.

2+28 AZ

»>x
1/1

n>m a- (mny+t log
AW

t ——-f 4 V
d(m) d(n)

n>X
«

2 +25
„>m; A' (/W/Z) I+s log —

-

In Ingham's paper this sum is proved to be

<c.(£ + .)s-<.
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Hence we have

T

(21) J Fx {\ +b + ti) ,a d*<C
7 ļ£ + l)- 8

.

0

By means of the inequality

!-Px| 2 <2( 4 Ax *+ l),

(5) and (20) we deduce the estimate

T

(22) f\ F*{\ +U)1 dt < C
*

T4C {T + X) logiX

o

holding down to T=o.

Now we define

<S>(s) = <S>
x As) =

(S ~JIfx (s) (t>|),
5

2
COS s—

2 T

oo

4,= J ■ + 2dt-

—oo

Using (21) and (22) we get in the same manner as in Ingham's
theorem

(23) y
o <|c9(^+i)s-»|ā+B

ļc +
2+5

for i<a<l -f 8. Since

we deduce from (23) that for T>\,
*

<<* 1

T T 1—23 c(l + B_u)

C
n

e \Fx{°+U){I dt<X
V+™z {T+X)N\ax{C9

h-\CI0 \ogAX)

i

Taking now
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we get the lemma, since

l-2a 8c(l +8-o)

Lemma 3. Let a (.v) for x> x 0 be a positive non-decreasing

function of x such that a (2 x) = O {a (x)} and for all nx0> x
0

an
= o{ct («)}.

Further suppose the series

CO

J \ t
n

s

is convergent for a> 1, and for 1 < < 2 a/zd /or some fixed I

is bounded. Then we have uniformly for 1 < yj < 2, T > 0, x > 2

1-Hn

(24) iW! "til 72-"

„ / x
r' , -xraOc) log a; , , ,\

For /= 1 and a(x;)=rlog;t the lemma is proved by Landau18
.

But

there are no difficulties in repeating the same argument and proving

(24) under the generalised conditions.

Lemma 4. Let f(s) satisfy the conditions of Lemma 3 and

%{x) = o(x*) for all e> o. Further suppose

T>t
0,

x= Ta

(a may depend on T but for T>t
0

it satisfies the inequalities 1 +£<a tf
0

for some constant £>0),

yj z= 1 + log - I T, h<x

and

l-L
A>jc « logH-5Jt. Max {log1

*, a(x)}, 5>50 > 0.

18 Landau (5) Hilfssatz 3.
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Then
fl+Ti

(25) an
- . f {(x + *)? - X*}

/(

S

S)
<te - o(h),

x<n<x +h
y —ri

as X > 00.

Putting in turn x+ h and x in (24) we get for the left hand

side of (25) the estimate

o gggj+ ± *).»Jf +

f
*UogOL_+.*>

+ *g+ A) j
= 0 (xT-' log' 7 + A:r-»a(x) log + a (a))

/ i_± i-l \
=O \x a \ogl

x
J
rx

a

v.(x)\ogx)

= o(h).

Theorem I.

Notation. In the following paragraph g(s) denote any of the

functions

i, _:<(,), mjjss $Msslļ
and

Further let A, a and t
0

be the constants of (7) and T, iļ, a, x, h be

as explained in Lemma 4. We define

a0 = 1 — A log-* T,

ļ for g(s)=\, -?(*)
ai=

1
+ log-1 7* for other cases.

L, L
lt . . .

are straight lines joining the points

L) fļ—iT, ij-f/f; Lj) a
o
+*T, Tj+iT; a

o
—iT, o

o
+iT; L\) fļ—iT, a

o
—iT;

L
2l) a-L + iT, a0+iT; L

22) <3
x
— iT, + /T; L

23) a0—iT, n
r
—iT,

respectively.

y is any number satisfying the inequalities

x < y < x +■ h.
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Lemma 5. We have for x—> oo

Ii = j{(x + h)s
—

X
s

} ds = o (h)

Ķ **...£{(x + hy — ds = o{h).

Let us consider for example the integral I
x .

On L
x

we have

(x + A)5
— x

s
= 00) and /(s) — 0(log*r) by (10), (11). Since the

length of L
x

is 0(log-*r), we have

I1= O (xT-i) =O f* = o (h).

The same argument proves /
3
= o (A).

Lemm a 6. ///r (s) 2s /Ač function of Lemma 1, w Aaw /or

a>2-\- 4c, a: —* oo

A= fy"l
f(s)fļ(s)ds = o(\).

Let us divide the path of integration into two parts

i:
2

( t t
0 ), Lļ(t\>to)

and denote the corresponding parts of J
1 by J'

v
J"

v

If T is large enough, £ (s) does not vanish in the neighbourhood

of L'
2

and hence for any of the f(s) defined above we have along L 0

f(s) = °{{
! J = 0(\og« T).

Similarly

/} (s) =5» (s) Mļ (s) -2 £ (5) Mr (s) +1= O ( [y2^)
= 0(T2 «-a°) log 4a r)i

Therefore we have

J[ = O (y
z
»~x T log51 T) — 0(r-(a- 2)( 1- a«) log 5a T)

= Oexp{ —(a — 2)A log1-* r+ 5a log log T)

= o (1).
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Dealing with we make use of Lemma I, (10), (11) and obtain

the estimate

T

f; = O (y°°-' log* T)f[fr (o0
+ tf)i2 dt=o (T<2+*c- a)<*- °4 log*+4 T).

R

Hence y," = o(l)for all a>2 + 4c. This proves the lemma.

Lemma 7. Af?-(s) be defined by (16). 77te/z we have for

a>2, x —� 00

J,= Jy'-ig(s) MT (s) ds = o(\).

L,

We have to consider different cases of g (s) separately.

1) For£(s)=l we have

\(y

n

= O (^U} log- 1 T) n
~°°

= 0 (TV-aW-°°) log 01
- 1 T)

2) In the case of g (s) = ; (2s),

* (25)
:(2s +2)

or (25)
;(s+l)

we make use of Cauchy's theorem and replace L 2 by Z.
21,

123.I
23.

If

the corresponding parts of 7
2

are 7
21,

7
2.,,

7
23 we have

J-n = 0(y-UogT)2J f(y) fc =0(y-«-*)X*^

= o log* r) = 0 (i),

and similarly y
23

= 0(l).

Obviously
T

j : (25) j2 dt <C« (2 aO jdt= 0(T log
2 r).
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Hence we get by (17)

Ju¥=o(y~*) j ļ(2s)MT (s)\dt

La

= o^r 1-
2 logt 7"j = ö(i).

3) We could deal similarly with the case of g(s) = — by

making use of (12), (14) and the known 19
mean value of

T

j + **)
*

dt=o{T\og*T).

o.■••' ■ '-

Or, if we integrate by parts

fy^Z(s)M
r(s)ds=yK^Mr^-y- 1 V pļn) log /

S

;( s)rfs

« <r

and use the approximate functional equation for £(s), (15), we get 7
2

as a sum of four terms 7
21 , . . . ,

y
24,

say
- They are

L J 0 m,n<.T X

d< r j
*

* < r

Obviously

y
21

r= o^1-** 1- 3») log*+
a
i 71 = 0(1)

y
24

= o = o(r
(2- fl)(1 - a,,)

iog ,+a T)

= 0(1).

Assuming y>eT- we get

r

J»=
{nl \og

y f( y

n
]

t

= log^2* T) äo(1>,

19 Ingham (2) Theorem A".
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and similarly

/« = 0 log T) 2Jn-J
° f i_f ,

„

= o(jH2-fIK,-°a iog
2+a n

= 0(1).

This proves the lemma.

Lemma 8. For a>2-\- 4c,x —� oo we have

i*

Let us replace the path of integration by L
2l,

L
22, and denote

by y
gl,

7
32,

y
33

the corresponding parts of J
s.

On Z.
21

we use (12), (14) and get for all defined g(s)

y
3l == o (y- 1 iog

2ai+l r) 2" [ yzTAc[x Z) (mn) zd*

m,n<T X
°i aw A oj gnfmutefl

m.n

3ļ

For a = 2-f-4<:-|-e and r>r
o

(s) we r4r. Therefore

j.
il =

(»-ao) r4^l- 3*» log^i+'rU^"-30)
2

— O (7-(2+4c-a)(l-o0 ) log
2a +2ai +171 = 0(1).

The same argument proves /
33

= o(l).

By (5) and (14) we have for t —> oo

g{\ +it)= o{t<\ogt).

Hence using (17) we get

i
T

J**=o(y LY2Mogr)( U)\*dt=o(rl+
log2 7")

= 0(1).
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This proves the lemma.

Lemma 9. For a>2 -j- 4c, x—> oo we have

Ķ=J {(a -f h)s
— ds = o (h).

it
Let us consider first the integral

J = jys~lf(s) ds.

U

Multiplying the identity (see Lemma 1)

f\ {s) = 7 (s) M\ (5) -2 : (s) M
T

(s) + 1

by

f(s)-
g

we get an expression for f(s)

f(s)=f (s) f\ (s) +2g (5) M
T

(s) -sr(s)t (s) M\ (s),

which enables us to write 7as a sum of the integrals J
lt

J
2,

7
3

con-

sidered in Lemmas 6— 8. Hence J = o(l) for the stated values of a.

Returning to /
2 we get at once

x +h

1.2 = j Jdy = o(h).

X

Theorem 1. For h defined by (3), (4) we have

A(«) = * + o(h)
x<n<x-\h

p{n) = o(h), Z Hn) = o(h)
x <n<\x-\-h x<n^Zx+h

2 Mn) *g =oW
,

v m 2f> = «(*).

x +A x<n^x-\-h

as X � 00.

Let us consider the integral of Lemma 4

/= f{(x + h)s
— xs

}
05 ds.

I

The integrand is regular in the rectangle with the sides L, L
lt

L
2,

Lg, except (possibly) for a single pole at f= 1 with residue yh.
Therefore

/ = 2xit* + A + k + A-
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Since f
u

7
2 ,

/
3

are each o(h) by Lemmas 5, 9 and since

ļ 1 for g(s) = -ļ'{s)

' I 0 for other cases,

the theorem follows by Lemma 4.

Theorem 2.

Let us denote now by g (s) any of the functions

: (2s), 7 (2s)
and let

All other symbols keep their previous meaning.

Lemma 10. We have for x—� oo

I
x
= x + hy ds = o(h)

Li

;
a

hz y|(jc -+- h)s
— x

i ds = o (h).

By the same argument as in Lemma 5 we prove

I
x O(x 7'- 1 log" r) = O (jc

1_
fl log* a) = o (A)

and /
t
=0 (A).

Lemma 11. /> (s) be the function of Lemma 2. Then we

have for a> 2 -1- Be, x—� oo

/i=f ds = o(\).
Z.,

Dividing the path of integration in the same manner as in Lemma

6 and using (19) and Lemma 2 we get the estimates for the corre-

sponding parts of J
x

y; b= O (7^2- "J"-3-) log 2+loa T)

f[=o (7*<2-Hfc-«»)(i-3o) log 8+2a
T).
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Hence y
x
= y; -{-/,= o (1) for all a > 2 -j- Be.

_

Lemma 12. For a> 2, x—� oo we have

y
2
= fys-*g(s) AT (s)ds = o(\).

L, ;m j yr] 2WOÜOT msioorü srft

The proof is about the same as that of the second case in Lemma 7.

First L 2 is replaced by L2X,
L

22,
L

23; then we use (19) and (20) and get

the estimates of the corresponding parts of J
2

as follows:

7
21

= 0(y-' log2 D £ « / )° da = O(pMi log T)
d

== O log 2 +2a 71 ==o (1),

y
tt=o(i),

y
22

= o(/ 2 )J £(sMr(s)ļ^=o(>T 2 ){ j|C(2s)]*<B J 4r(*)|«4f}>

= 0(7 1-2
log

4 r) = o(i).

Lemma 13. For a>2 -f 4c, a* —■> 00 we have

J, = (ys-l g(5 ) ( S ) Aļ (5) rfs = 0 (1).

We replace Z.
2 by L

2l,
L

2 2,
L

2?)
and use (12), (19), (20). Assuming

y>eT2 +4c
we get the following estimates of the corresponding parts

of y
3:

c
O
/

J
9l

= 0(y-*T«\ogW*iT) 2Jd{m)d{n) j da

m,n<T Oļ

= o ( v-'1 - 0") r**1-*) iog2 + 2a
i r) y

di<rn ) d^

m.n v '

= o (7-<«<-«>o-°o> iog2+2air) ( y ii!LA
X

n<T
n '

— O (TV+4c-a)(l-°°) ļ0g
4 +4a+2a1 f) = O (1),

y
93

= o (i),

i
T

y
3, = o (/ 2 r2' iog2+ 2a

> r) J4r (ax + it)f #

0

= o {rl+2c~
2 iog6+2a

' r) = o (i).
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Lemma 14. For a> 2 -f- Be, x —� oo we have

I
2
= j{(x+hy — = o(h).

To prove this we use the identity

Fļ (s) =:4
(s) A\ (5) - 2 (s) A

T (s) +1,

and Lemmas 11, 12, 13 and argue in the same manner as in Lemma 9.

Theorem 2. For h defined by (3), (6) we have

2 Hn)2^n)
= o(h), Z! Hn)d(n) = o(h)

x<n<,x+ h x<n<x+h

as x —>■ 00.

For the proof compare Theorem 1 and Lemmas 4, 10, 14.

Theorem 3.

Let us denote by f(s) the function

ns) -
;(*s)

where kis an integer, 1 <k<k
0,

and let L, L
lf . .

.be straight lines

joining the points

Qri-iT, L
x ) ļ + iT, iT; L.

2) ļ - iT, ļ +iT;

L
s) rļ — iT, ļ -iT; L

QI ) + iT,
-j

+ iT;
k

~iT, Jļj + iT;

L») I —iT;
2k~

iT-
The notation remains in other respects as in Theorem 1

Lemma 15. For a > 1, x —>� oo we have

Iļ=: j{(x + ds = o(h)

Li

4«5 1 1(JC + h)s
— A* } 20 rfs = O(Ä).

Matemātikas un dabas zinātņu fakultātes sērija 111.
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Let us divide L
x

into three parts as follows:

<o < 1)» 2
a ao)» /-is X- 3 *})

(for k = 2 the first part does not exist its length being zero).

On L
n,

L
l2

we shall consider in stead of /
x

the integral

H = Jy
s~l f(s)ds

and denote by H
lt

H
2

the parts of H corresponding to L
n ,

L
l2 .

Making use of (11), (12) we get the results

1

M, = O (j/- 1 T 2 log a+a. t)Px (y T2c-*y da = 0 {tc~

2 log"-^- 1 r) ,

.M ,ÖI «jßmnigJ SHßamoo looio 3rit ioT

H
2
= 0 (y~l T2c

log
a+a

i T)J(y f-^fdo.

2

Since c can be taken < we have

h
2
= o ioga+a

i -1 d = 0 (i).

Hence the part of /ļ corresponding to Z.
n,

112I
12

is

/; = / (rl
l
+ fi

2)dy = o(h).

X

The .remaining part of /, is obviously

/;' = (rj-a0) o(jc r-1 loga
i 7*) =O(*

"

a log a
i-

a x) = 0 (h)

[since 04
— a can be taken < I]. Hence 7

X
= 1[ — o(h).

The same argument holds for 7
3.

Lemma 16. If fr(s) is the function of Lemma 1, we have for
a> 1, a: —> 00

A=/y^/(5)/r(^)rfs= 0 (l).
/.,

Dividing L 2 into the parts

L'
2

( t < Ķ Lļ(\t\>to)
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we consider the corresponding parts J
v

J"x of J
v

On L'
2

we have

/ (s) % (ks) = C (5) M
T (ks) - = O (log 7).

Therefore

y; =o(y*~
I

\ogT) = o(\).

On Z-2 we make use of (13) and Lemma 1 and get the result

k-\
T T

.

j; =0(T~
a

k
log* T)(f\ iU |/r(l 4-klt)f*difi

= o(7*
*

log
2

T) = o(\).

This proves the lemma.

. _
3ė l . 2£ log log 7

.
, 0Lemma 17. /=or +

0 . t

—f-—V- < a < 2, a—� oo

2k — 1 2k— 1 log r

y, = |
,

y-
i ;(s)iWr (Äs)rfs = o(i).

i,

Let us replace Z.
2 by L

n ,
Z.

22 ,
Z.

23. On Z.
21

we use (12) and the

property

M
T (ko + kiT) = 0(T

Uk* log T) a 1).
The corresponding part of y

2
is

i

3

.8 nutoaiii

y
M

= O (j; 1r1 log I **! T)J(<
y r

ap-, da.

2k

Since a < 2 and c can be taken <~, a + 2c — 1 — & is less than

some negative constant —5< 0. Therefore we have

', 1_ 3
_

k+\-2c 2k —\ / 2£ \

y
2l

= o (jf
2*
r

2 2*
iog

a
i t)=o{t

2k ym a)
iog

a

ir)

= 0(1).

The same result holds for J
29 ,

the part of J
2 corresponding to Z

23.

By (13) and (17) we have for the remaining part of 7
2
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, T T 1

/» = o(/*~\( [' mt( Ļ +k it\J dt j ; (ļk
+ it) :

2

dtf
6 o

Tū 2k 2 2"\og
2 T\ =olt2k *

2k

log 7

3*—l_ 2k-\ loglogT

= oļr 2* °2* ,og T

J

Hence J.
2.2 = o(\) for the stated values of a.

Lemma 18. For x —� oo and the values of a of Lemma 17

we have

Io=J^(x-\-hy—xs ds = o(h).

From the identity fT (ks) = (ks) M
T (ks) — 1 (see Lemma 1) we

deduce

/ (s) = : (5) M
T(ks) -f(s) fT (ks).

Hence by Lemmas 16, 17 we have

J=jy-if(s)ds = J.
2
-J

1 =:o(l)

and consequently
x+h

Io = j Jdy = o(h).

x . vtjcj §niDnocj£3iico 9rfT

Theorem 3. We have

k

2 + for h= x
3*-'

log 3
x,

* {R)

as x —> 00. In particular k = 2 gives

6 ~

Z y- (n)\ = —jh-j-o(h) for h= x 5 log
3

x, x—� 00.

x<n^x+h

Since the integrand of

308



is regular in the rectangle whose sides are L
y

L
v

L
2t

L
Q, except for a

single pole at 5 = 1 with residue
,

we have

2 izih

4, /
2,

/
3 being the integrals of Lemmas 15, 18, are = o(A) for

3 k —-1
j

2k log log T
a

~2k — — \ logf '
-^ oc

-

By Lemma 4 the theorem holds for all h satisfying the inequalities

1-1 I+s
x>h > x

a

log x(B> 0, a — oo)
and hence for

h = X
3k''

log
3

A(X >■ OC ),

since we can prove that

k

a
3*~'

log3
x

finally exceeds

1-Ļ I+B

x log x, when 8< 1.

In fact we have for k > 2, T> 71, (A),

— 1 , 2k
„

fl = +2Ā^T
5

'

when 5 is put instead of

logJogJT
togT

'

'

_

1 26(26—1)5 6 . 2k(2k— l)

a 3Ä — 1 +(3* —1) (3Af— 1+265)
<

3>— 1
+

(36 — I)2
<

k ,26(26— X)a log log a: k 6k2 log log a:

<
36—1

+
(36 — l)2 log x <36— 1

+
(3k— l) 2 "Tog*-

£ , 6 log logA 6 , log log a

—36 —T J3~TJ*
'

logA- logA
'

whence

A
°

log A < A
3*"1

10g
2+5

A for A>A 0(6).
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Aritmētisko funkciju caurmēra vērtības

E. Fogels

Kopsavilkums

Šinī darbā ir apskatīta problēma: noteikt pēc iespējas mazu h= h(x)

tā, lai dotā aritmētiskā funkcija a (n) paturētu savu caurmēra vērtību

intervallā x, x-{-h
y

t. i. lai derētu sakari

(1) 2>(/0 =*(*)+<> OK*))

un

(2) £ a(n)~>l>(x + h)->l>(x),

x<n^x-{-h

ja X � 00.

Tiešā ceļā no formulas (1) var dabūt zemas kārtas h tikai tad, ja

(1) kļūdas locekļa kārta samērā ar galveno locekli ir zema. Tādus pie-

mērus dod Eulera funkcija cp («), dalītāju summa a (n), v. c.

Daudzām skaitļu teorijā svarīgām aritmētiskām funkcijām summā (1)

kļūdas loceklis, kādu var noteikt ar pašreizējām zināšanām par Rimana

Z — funkcijas saknēm, ir tik augstas kārtas, ka tiešā ceļā nav iespējams

dabūt problēmas atrisinājumu

h = x
s

,

kur 6 ir konstante <I. Tādu funkciju piemēri ir

A (n) — l P> Ja n—Pm (P pirmskaitlis, m!> 1)

I 0 pretējā gadijumā;

\(n) = (—l)p
,

kur ? ir n visu pirmreizinātāju skaits

(vairākkārtējos faktorus skaitot vairākkārtēji);

/ \
( (fl)> ja n nedalās ar kvadrātu > 1

v. (n) = {
n

v h
\

{ 0 pretēja gadījuma;

X (n) d (n), kur d (n) ir n dalītāju skaits;

X (n) 2
V("), kur v (n) ir n dažādo pirmreizinātāju skaits.



1930. g. Hoheisels pieradija, ka funkcijai A (n) problēma ir atrisi-

nāma ar

H_,
1

.

33000 '

Heilbronns 1933. g. šo rezultātu uzlaboja ar

B
-

250

un dabūja to pašu ari funkcijai \i (n). Inghams 1937. g. noteica funk-

cijai A (n) 0 vērtību

\±Ace
-2"+4r

+£
'

kur c ir konstante, ar kuru

19
ja t —�öo. Mazāka pazīstama c vērtība = dod

bet pieņemot vēl nepierādīto Lindelefa hipotēzi [ka sakaru (3) apmie-

rina katrs lai cik mazs pozitivs c], seko pat

Jāpiezīmē, ka

1

nav izdevies pierādīt pat pieņemot Rimana hipotēzi.

No pierādītā sekoja, ka starp divu pēc kārtas ejošu skaitļu pakāpēm

y\ tv+i)*,
ja

atrodas vismaz viens pirmskaitlis. Labākā pazīstamā c vērtība dod

*=iļfr\t ( 2,66).
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Tā tad piemēram starp divu pec kārtas ejošu pietiekoši lielu skaitļu kubiem

atrodas vismaz viens pirmskaitlis1
.

Inghama metode nebija tieši izlietojama citu aritmētisko funkciju

gadijumā. Šinī darbā esmu rādijis, ka lietojot Inghama konveksitates

teorēmu ir iespējams iegūt vienkāršākā ceļā to pašu H nozīmi funkcijām

A (/z), |x(/z), X(/z), l(n)°[n)

n n

[sk. teorēmu I].

Interpretējot rezultātu aritmētiski seko, ka intervallā x, x -f- h funk-

cijas X (n), |x (n) maina zirni vismaz vienreiz. Ja M (x) izteic \i (n)

[resp. X (n)] zīmju maiņu skaitu intervallā 1, x
t

tad

M(x)>x l- c
(x>xo

).

Teorēmā 2 ir atrasta B vērtība

2 +Bc^

funkcijām l(n)d(n) un X(«)2
V (">. Inghama konveksitates teorēma te

nav izlietojama, kādēļ iepriekš jāpierāda tās analogs gadijums ļLemma 2].

Teorēma 3 apskata funkciju

a
/
n

\—. \ 1> ja n nedalās ar pirmskaitļa k pakāpi (6>2)

\ 0 pretējā gadijumā

un atrod

Teorēmas specials gadijums (k = 2) izteic, ka intervallā

2

x
t
x-\~x

a log3
X, ja x >x

O,

atrodas vismaz viens skaitlis, kas nedalās ar kvadrātu > 1.

1939. g. 29. Sept.

1 E. Landaus, runājot 1912. g. Kembridžas kongresā par neatrisinātiem jautājumiem

pirmskaitļu teorijā, starp citu uzdeva šādu problēmu: Pierādīt, ka starp diviem sekojo-

šiem kvadrātiem x 2 un (*-{-l) 2 atrodas vismaz viens pirmskaitlis. Tomēr līdz šim to

nav izdevies pierādīt pat pieņemot Rimana hipotēzi.
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MATEMATIKAS UN DABAS ZINĀTŅU FAKULTATES SERIJA III, 11

Scheme for the Solution of Normal Equations

on the Calculating Machine.

S. Vasiļevskis.

The solution of Normal Equations using logarithms by the method

of least squares is inconvenient; this work is mostly done on the Cal-

culating Machine. Therefore the schemes for calculating must be altered.

The arithmometer enables us to perform multiplication and addition

simultaneously, and for this reason the scheme has to be arranged so,

that, whenever possible, all operations should be done on the machine,

and only the computed quantities left to be inserted into the scheme.

These principles are taken into account in the scheme of the Polish

engineer J. Jasnorzewski 1. The scheme dealt with here, agrees in its

bases with the afore-mentioned; there are only some supplements and

alterations made. Gauss's Method of Substitution we are applaying
for the solution of the Normal Equations2

.

The system of five unknowns

in the equations of condition of equal weights has been chosen for the

explanation of this scheme, so that no difficulties will arise with the

application of the scheme to other circumstances.

If the form of Equations of Condition is:

a{ x + biy -f CļZ + dit -f ciii + t,■ =0, (1)

1 J. Jasnorzewski. Sposöb uproszozeny algorytmu Gaussa. Krakow, 1930.

2 Of such schemes as are suitable for calculating on the arithmometer, but are

not based on Gauss's method of substitution, Cholesky's scheme may be mentioned

(Commandant Benoit. Note sur une mēthode de la rēsolution des equations normales

etc. Bulletin geodesique de l'Union gēodēsique et gēophysique internationale— Annēe

1924 — No. 2.).



the Normal Equations with their corresponding formulae for control

will be:

[aa\x 4 [ab]y 4 [ac]z 4 [ad]t 4 [ae]u 4 [al] = 0

[ba]x + [bb]y 4 + [bd]t 4 [&<?]« + \bl) = 0

[ca]jc + [cb]y 4 [cc]z 4 [cd]r 4 [ce]u 4 [c/] = 0
.

.(2)

[da]x 4 \db\y 4 + frfdjr + [de]u 4 [rf/] = 0

[ea]x 4 [<?£].y + \ec\z 4 ķd]r 4 [**]« + [el] = 0

|aa] 4 [ab] 4 [ac] 4 [arf] 4 [ae] 4 [a/] = [as]

[ba] + I**] + 4 4 [be] 4 fW] = [£s| etc.
' ' (3)

if:

Si =at 4 +Ci 4 </,- + *,• + /,• (4)

Applying Gauss's Method of Substitution, we obtain the Reduced

System of Equations:

\aa]x A- [ab]y 4 [ac]z -1- \ad]t 4 \ae]u + [a/] =0

[M. l]j/ + l|2r+[W. 1J * + 1]« + [£/. 1 J = 0

\cc .2]z+[cd .2]t + [ce.2]u + [cl.2] = 0
. .

(5)

[<to . 3] t+ [d* . 3] a + [rf/. 3] = 0

\ee .4]uA-[el.4] = 0

which enables us to find «, z, y, x. The corresponding control for-

mulae are:

[bb.\] + [bc.\] + \bd.\] + [be .
1 J + [bl .

1 ] = [bs . 1]

[cc .21 +[cd . 2] + [f* .2] + [cl .2] = [es .2]

[fIW. 3] 4 [de .3] + [dl .3] = [rfs .3] . . (6)

[<?* . 4] 4 [el
. 4] = [es . 4j

[// .5\ = \ls .b]

The coefficients of the equations (5) can be computed according

to the following formulae:
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[bb.X\ = \bb\-^][ab)

[»*.l]=[»rl-g|ļ[«l

M .2] = kd]_gJ (arf ]_ļ|^|ļ lW ..]

(7)

\eeA]
[s v

Five Systems of equations in the form of

\aa\Qn
+ [ab]Ql2

+ [ac)QiS
+ [ad]Qu

+ [ae\Qis
=1

[b a\ Qn
+ [bb] Qa

+ [be] QlB
+ [bd\ Qu

f \be\ Q,5
= 0 etc.

give the weights of the unknown quantities.

By reducing these equations in the same way as the normal

equations, we obtain :
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V55 ~

\ee.4]

[cc.2]^A [cc.2\^bb

[beA] _[bd-\] _[be_.\\
V62_

[bb. [bb.\}^b4
[bb. rp

ss

i __J
(9)

V44 ~~

[<M.3] [44 . 3]
V54

V4!_ [cc.2]^44 ķc.2J™

4
-

~

\bFĀ]
~~

[bb . 11W44
[bb . 1]

V54

_

1 [a6 ] [ac } [ad ] [ ]
0Vn ~

[aa]
~

[~a~a~]
~~

[~a~a~] ~[aa ] [ fl fl ]
51*

In order to perform all the above operations in a perspicuous

way, I have endeavoured to make up the following scheme.
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(I) is the scheme of the coefficients of equations of condition.

By simultaneous multiplication and addition of the products on the

arithmometer we fill up scheme (II), which is separated from (V) by

a stairlike thick line. (Ill) and (IV) are separated from each other in
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the same way. (HI) -v- (IV) must implicitly be written directly under

(II) but (I) may be on another page.

(II) contains the coefficients of the normal equations with the

numbers for verification. When these have been computed, schemes

(III) and (IV) are filled up, both at the same time. (Ill) contains the

coefficients of equations (5), together with control quantities of (6).

Firstly, the coefficients of the first normal equation are entered in the

upper line of (III) scheme and then the calculation of the first column

of (IV) must be done, [bb
. I], [be . I], etc. are calculated on the

machine according to formulae (7), which give the following rule:

The quantity from (II) scheme which corresponds with the re-

quired number must be turned on the machine. Then the farthest

number on the left of the required quantity is multiplied by that

above it. The number thus obtained is then written in the compartment

provided for it. When [bb .I], [be . I], . . . ,
[bs . 1] have been

found in this way, and verification performed, the second column of

(IV) is computed.

Then [cc .2], [cd . 2] etc. are found according to the formulae

(7). There is a similar rule here too: The quantity from (II) scheme

which corresponds with the required number must be turned on the

arithmometer. Then the farthest number on the left and the upper-

most are multiplied by each other. The next factors are then chosen

by one compartment nearer, until the required quantity is found.

Taking into account the aforesaid and the formulae (7), schemes

(III) and (IV) are filled up and then v, t, z, y, x can be found. Here

too there is a similar rule. First of all the corresponding number for

the unknown is turned on the machine from (IV) scheme, and then

every two numbers are multiplied by each other, taking one of them

from below in (IV) scheme and the other on the right from the

unknown quantity. The multiplication may be begun either with the

farthest (or the nearest) numbers, and the next factors are taken by

one compartment nearer (or farther).

Qör.» Q54 etc
-

are found according to formulae (9). Here, likewise,

by keeping strictly to these formulae, we shall notice a similar

lawfulness.

In order to illustrate the above let us take a numerical example
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Nr. a b e\ d e v

+ 1.000 — 31.000 + 9.61 — 2.979

— 2.439

+ 9.235 — 13.199 — 27.333 + 0.095

2

3

1
— 29 8.41 7.073 — 12.7281 — 27.684 + 20

— 28 7.84 — 2.195 6.147 — 12.464 —27.672 + 6

4
— 27 7.29 — 1.968 5.314 — 12.2261 — 27.590 - 37

5 — 26 6.76 — 1.758 4.570 — 11.923 — 27.351 — 19

6

7

— 25 6.25 — 1.563 3.906 — 11.661 — 27.068 — 45

— 24 5.76 — 1.382 3.318 — 11.358 —26.662 — 35

8 — 23 5.29 — 1.217 2.798 — 11.072 — 26.201 — 46

9 i ļ -22 4.84

4.00

— 1.065 2.343 — 10.765 - 25.647 — 40

10 — 20 — 0.800 1.600 — 10.129,

— 9.805

—
9.488i

— 7.742

— 7.394

— 6.644

— 6.264

— 24.329 — 22

11 — 19 3.61

3.24

— 0.686 1.303 — 23.578 — 14

12

13

— 18

-13

— 12

-10

— 9

— 8

—
i

— 0.583 1.050
— 22.781 — 19

1.69 — 0.220 0.286 ļ— 17.986 + 33

14 1.44 — 0.173 0.207 — 16.920 + 23

15

16

1

1

1

1

1.00

0.81

—0.100

—0.073

0.100

0.066

— 14.644

— 13.461

+ 38

+ 41

17 0.64 —0.051

— 0.034

0.041 — 5.839! — 12.209 + 81

18 0.49 0.024 — 5.474 — 10.994 + 54

19 1 — 6 0.36 —0.022 0.013 — 5.104 — 9.753 + 25

20

1

- 2

— 1

0.04 — 0.001 0.000 — 3.464

— 3.020,

— 4.425

— 3.01(1
— 6

+ 121 0.01 0.000 0.000

22

23

0

+ 7

0.00

0.49

0.000

+ 0.034

0.000 — 2.592 — 1.592 — 16

0.024 + 0.718 + 9.266 — 51

24 8 0.64 0.051 0.041 1.234 10.966 - 46

25 11

12

15

1.21 0.133 0.146

0.207

2.819 16.308 — 48

26 1.44 0.173 18.188 — 46

27 2.25 0 338 0.506 5.0851 24.179 — 21

28 16 0.410 0.655 5.68lļ
8.7471

5 7

29 21 4.41 0.926 1.945 38. + 17

+ 4030 23 5.29 1.217 2.798 10.049

31 25 1.563 3.9Ü6 11.354 49.073 + 30
32 1 31 9.61 2.979 9.235 15.482 69 306 + 5

33

34

1 33 10.89 3.594 11.859 16.944 77.287 + 14

35

1

1

34 11.56 3.930 13.363 17.708 81.561

85.965

+ 39

35

36

12.25 4.287 15.006 18.422 + 6

36
-II

1 12.96 4.666 16.796 19.169 90.591 — 3
37 1

1

39 15.21 5.932 23.134

25.600

21.4541 105.730 — 32
38 40 16.00 6.400 111.255 — 19

M-4
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_ /0.049 924

38-5
= °-038

°

I Qn
= 0.320 mx

= ± 0.0124

( =sļ
0.022

5
/w

y
= ± 0.0008

8

I Q33
= 0.144 mz

= ± 0.0056

i^44
= 0.313 m, =±0.0122

I Q
55

= 0.129 nia ±= ± 0.0050

Presented to the Faculty 19. X. 1939.
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Schēma normalnolīdzinājumu atrisināšanai ar

reizinamo mašīnu.

S. Vasiļevskis.

Kopsavilkums.

Mazāko kvadrātu metodē iegūto normalnolīdzinājumu atrisināšana

ar logaritmu palīdzību ir neērta, tāpēc pēdējā laikā šo darbu parasti

dara ar reizināmām mašīnām -aritmometriem. Tomēr atrisināšanas schē-

mas nav ievērojami mainītas, tāpēc tās nejauj pienācīgi izmantot arit-

mometra īpašības.

Normalnolīdzinājumu sastādīšanas, nezināmo un to svaru atrašanas

galvenās darbības sastāv no skaitļu reizināšanas ik pa divi un — dabūto

reizinājumu saskaitīšanas. Aritmometrs ļauj ērti aprēķināt tādu reizinā-

jumu sumu bez atsevišķo reizinājumu izrakstīšanas. Šī īpašība likta še

apskatītās schēmas pamatos. Bez tam schēmas uzdevums ir darbību

kārtību ietvert viegli redzamā un atminamā likumībā, tā darbu mecha-

nizējot un mazinot aprēķinu kļūdu varbūtību. Tas sevišķi svarīgi svaru

aprēķināšanā, kur nav vēl radīts noteikts, vispāri pieņemts rēķināšanas

veids. Mēģināts schēmu iekārtot tā, lai pēc iespējas visas darbības būtu

izdarāmas mašīnā un izrakstāmi tikai gala rezultāti.

Schēmas lietošana viegli izprotama, tai paralēli aplūkojot mazāko

kvadrātu metodē pazīstamās formulas, to starpā arī še minētās (1) līdz

(9). Schēma aizpildāma romiešu cipariem norādītā kārtībā. (III) un (IV)

aizpildāmas reizē: ik pēc rindas aizpildīšanas (III) nodalijumā aprēķina

vienas kolonnas skaitļus no (IV).

Ilustrācijai dots skaitlisks piemērs.



LATVIJAS UNIVERSITĀTES RAKSTI

ACTA UNIVERSITATIS LATVIENSIS

MATEMATIKAS UN DABAS ZINĀTŅU FAKULTATES SERIJA III 12

The Graphical and Analytical Results if Latitude

and Longitude are determined by the Method of

Equal Altitudes.

By A. Brikmanis.

I. For simultaneous determination of latitude and longitude in

geodesy the method of equal altitudes is used 1
. Using this method

the observer notices the moments, when several stars are at one and

the same altitude or zenithdistance known by measuring. If the

approximate values of latitude (cp0
) and longitude (L 0) are known, the

zenithdistances for the observed stars can be found also by calculating.

As the geographical coordinates are only approximately known, the

measured and calculated zenithdistances will not agree, but there will

be certain differences. By knowing them the errors of cp0
and L

o
— dy

and dL can be found.

The finding of do and dL can be done analytically and graphi-

cally. In this work I have compared the analytical and graphical

results, got from one and the same material of observations and I

have tried to clear up the question about the equalence of both

1 The East-African Geographical Part of France and the Geodetical Section of the

Geographical Part of the Army of France use this method in theirmeasurings in their

African colonies. Also in other states this method is used. It has also been tried

to throw light upon the equalence of this method and the methods of meridian

observations. So in the international longitude determinations arranged by the

Longitudes Committee of the International Astronomical Union in the year 1926,

three observatories have used this method; in the observatory of Dehra-Dun, Survey
of India, longitude determination has been made both with a transit-instrument and

with a prism-astrolabe.



ways of finding the results. In the literature, which was in my use,

such a comparing of analytical and graphical results, got from one

and the same material of observations, I have found in the publica-
tion of the East-African Geographical Part of France: „Rapport sur la

campagne d'astronomie geodesique executee en 1913—14 en Afrique

Occidentale Franchise. Travaux de la Section de Gēodēsie de l'Union

Geodesique et Geophysique Internationale. Tome 2. Paris 1925."

There are given the mean errors of the analytical results, obtained

from the observations got in one night, and the differences between

the analytical and graphical results. One half of all the cases are

such, that the differences, mentioned above, are greater than the

mean errors of the analytical results. So it is to be said that in one

half of all cases the analytical and graphical results do not agree.

The differences between the analytical and graphical results, obtained

from the observations in one night, I have found also in the „Journal

des Observateurs" first number of the year 1936. There the absolute

differences in the quantities dcp and cos cp .

dt are respectively 0", 12

and 0*,033. There is nothing said about the mean errors of the

analytical results.

For this work I have used the observations made by the director

of the observatory of the Latvian university doc. A. Žagger in the

years 1933 and 1934 and the observations made by myself also in the

year 1934.

11, The formula

cos z
0

as sin cp 0
sin 5 + cos cp0

cos 5 cos t
0

2

gives the calculated zenithdistances z
O,

which will not agree with the

measured ones, as the latitude and longitude are not well known — cp 0

and L
Q

are only approximate values. Let the difference between the

calculated andmeasuredzenithdistance be dZ. If the errors of cp 0
and t

0
—dz,

and dt are known, the value of can be calculated by the formula

2 £
0

is the approximate hour-angle of the observed star. By receiving the scien-

tific radio-time signals (the U. T. of their emission being known) and knowing the

longitude L, we get the correction of the clock. But if the longitude is only approxi-

mately known, the correction of the clock as well as the hour-angle of the observed

star is got only approximately. Of course errors in the hour-angle of the observed

star can arise also from other circumstances, which should be removed.
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dZ —

cos a
. dcp + sin a cos 9 .

dt 3

Let us imagine a certain number, of stars are observed, and let

all the measured zenithdistances Zi contain the constant systematical
error dz. The observations give us then the following equations

Zi +dz = (zo)i + cos a,■ .dy + sin a{ .
cos cp .dt

or

cos at . dcp + sin a{ . coscp .dt— dz + Az,- = 0 (1),

where A2, = (z0)/ — arf .

The solution of the equations by the method of least squares gives

us the three unknown quantities: dcp, coscp .dt and dz. The corres-

ponding normalequations are the followig:

[cos2
at] . d(ļ> + I sin a,■. cosa,-) . coscp .dt—| cosa,-| .

dz+ [A*/. cosa/] =0

[cose, .šina,]. dcp + [sin2a,-].coscp.a7 — [sina,-] .
flfz-f [Az t . sina,] = 0 >(2)

— ļ cos a, \ . dcp — [ sin a,- ļ .
cos cp .dt+[l .

1 ] — [Az, ]=0

111. Let us write (1) in the form

cos a, . tf*cp -1- sin a, .
cos cp .dt -f- (A zt — dz) —

0

With axes cos cp .
dt, dcp the graphical sketches of those equations

are represented by straight lines; the perpendiculars drawn from the

starting point to them are equal (Az, — dz). The positive angle, which

is formed by the perpendicular and the positive direction of the dcp

axe is {a t —180°) (the positive angle formed by the perpendicular and

the negative direction of the d cp axe is a,-).

Let us take a point that lies on one of those lines. The coordi-

nates of it correspond to the values coscp . dt and d cp of the point of

observations. So the place of observations, sketched as a point in those

3 This formula can be got by developing = sin? sinS -f cose? cos s cost

or z
— arc cos (sin % sin 5 + cos? cos 5 cos t) in the series of Taylor and breaking the

development up with the first derivatives. Using this differentialformulawe have always
to know the above limits of dtp and dt, outside of which the formula dare not be

used, if a certain precision is required. Estimating the values of the omitted terms

with the second, etc. derivatives we can judge about the precision of the formula.
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axes, is to be searched somewhere on one of those lines (position lines).
The coordinates of the crossing point of all those position lines are

then the values coscp .

dt and d cp which correspond to the point of

observations.

As dz is unknown, the position lines are not precisely defined.

The geometrical interpretation of the equations

cos«/ . dcp --}- šina,-. cos9 . dt~\~ Az, — dz = 0
. . . . (1)

is here of much help. Geometrically interpretated these equations tell

us, that a point with the coordinates coscp . dt, d cp is in the distance

dz from the straight lines

cos A/ . dcp -f sin a, .
cos cp .

dt+ A z
t\ —0.

So the common solution of the equations (1) is geometrically to be

interpretated as the finding of the coordinates of that point, which is

in equal distances from the straight lines

cos ūi .

d cp -1- sin at . cos cp .
dt -f A zt —

0.

Figure 1.
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(1) written in the form

cos a,• . dcp -f sin a,- .
cos cp .

dt -j- (A z, +&) — (dz -1- k) —
0

geometrically express the fact, that the point with coordinates coscp.dtf,

dcp is in the distance (dz -f k) from the straight lines

cos di .dcp + sin at .
cos cp .dt -f- (A z,--\- k) = 0

So the common solution of the same equations (1) is also

geometrically to be interpretated as the finding of the coordinates

of that point, which is in equal distances from the straight lines

cos a,■. dcp + sin at .
cos cp ,dt-\- (A zt +k)=0.

In accordance to the above said, the graphical finding of the

results is done as follows. The straight lines

cos at . flfcp -}- sin ūi
.

cos cp . dt+ A zt =. 0

are drawn (all Az, can be altered by a constant quantity as it has

been found necessary). Then we find the centre of the circle for

which all, or better to say, the possibly greatest number of the

drawn position lines are tangents The coordinates of this centre

are the required results.

So the graphical finding of the results is conformed to the

geometrical interpretation of the analytical finding of them. Vice

versa — if the geometrical actions in the graphical finding of the

results are expressed mathematically, we obtain the same normal-

equations which are obtained, if the results are found analytically. If a

point with coordinates must be in one and the same distance R

from the straight lines

cosa,- . dcp -ļ- sin a{ .
cos cp .dt + Az,= 0,

then this fact can be expressed mathematically by the equations

cos a,r. Ķ-f sin a,■. t] +Azt— R — 0.

The common solution of those equations gives us the required quan-

tities c, tj and also R. The normalequations for that are the following
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[cos
2

at] . Ķ + [cos ai . sin at] . rj — [cos a] .R -f- ļ A Z{ .
cos a,] = 0

[sin di .
cos ūi] č -ļ- [sin2

fl
;
ļ. Yļ — [sin a,] .

R+ [ A z, .
sin a,-] = 0 •

— ļcosfl/J? — [sin a,].rt+ [1 .
IJ./?— [A z,] = 0

which exactly agree with (2).

The finding of the centre of that circle for which the possibly

greatest number of the drawn position lines are tangents, in accord-

ance to the directives, given by the director of the observatory of

Figure 2.
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the Latvian university, is done as follows. On a transparent paper a

circle of the required size is drawn. The centre of it is marked as

a prick in the paper, caused by the sharp end of the compasses.
The circle is placed on the drawn position lines and a situation of it

is searched, in which the possibly greatest part of the position lines

are tangents to the circle. Then the place of the centre of the

mentioned circle is noted relatively to the starting point of the axes

in which the position lines are drawn. An example of such drawn

position lines is given in the figure 2.

IV. So in the principle there is no difference between the graphical
and analytical obtaining of the results. A difference can be only in

certain advantages or disadvantages in practical use.

Obtaining the results graphically, I have drawn the position lines

(A 27!) on different scales in order to clear up, what scale in practice

is to be preferred. I have drawn on the scales: l"=2mm (G. 2),

1" = 3mm (G3 ) and l"=smm (G5 ).

Obtaining the results graphically I put the transparent circle sever-

al times on the drawn position lines and several times got the coor-

dinates of its centre relatively to the starting point of the axes, in

which the position lines are drawn and took the means of them. The

agreeing of the repeatedly got coordinates of the centre of the trans-

parent circle dare not be used for judging about the mean errors of

the obtained results. Of course: in the case of better observations we

shall get better agreeing coordinates of the centre, but good agreeing

coordinates we can get also in the case of bad observations (syste-

matical errors by the situating!). As we search for the centre of that

circle to which the possibly greatest part of the position lines are

tangents we should judge of the errors of the results, noticing how

many position lines deviate from the tangential position and how

much they deviate from the tangential position (this is the principle

for calculating the errors analytically). If now the deviation from the

tangential position of each position line is not estimated — that

would really take much time and labour — for the graphically
obtained results of one night the mean errors cannot be given. Only

having more such results we have the possibility to characterise the

mean of them with a mean error.
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1.
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15.

—16.
VII

10.

—11.
VII

11.

—12.
VII

12.

—13.
VII

2.-3.
VII

6.-7.
VII

10.

—11.

VII

30.

VI—
1.

VII

1933.

1.

—2.

VIII

2.

-3.

VIII

4.

-5.

VIII

5.

-6.

VIII
1934. Date

+

032 —0
17

+

0-361
+

002]
+

003 —0-36
+

0

48

+

041
+

0-30
+

0

09

+

0-28 —045 11

±016 ±018' ±0-16 ±024 ±0-36' ±024! ±016 ±0-21 ±0-23| ±0-47; ±0
281

±0-65 "

rf?

m

+

0-30
+

0-28
+

0-0Č
+

0-5!
+

031
+

0-90
+

0-60
+

0-51
ļ+
0

82

+

0-96 —0-38 —0-18 11 cos
?

.

dt±0-11 ±0
13

±012
;

±018
,

±0-25 ±0-21 ±011 ±0-17 ±016 ±0-36 ±0
22 ±045
j

/r<\>
i

009' —020
+
0

02

+

0-48 —0-04 —016;
+

0-48!
+

0-48;
+

0

14
1

—024
+
0

60ļ

+

0-34
11

dņ'+

0-16 —043 —0-02

ļ+

0-32
-0
23

1-0-51
+

050
+

051 1+0-40, -0-45 '+0-67i "ļ+0-07 G
2
,

G
2

+

046
+

034
+

Oioj
+

0-70
+

0-45

+

074'
+

0

64

+

0-45
+

0-94
+

0-70 —032
+

0

20 cos?
.

dt
+

039
+

0-47
+

020

. +

0-54
+

0-52
+

0-97
+

0-79
+

0-45
+

0-94
+

0-87 —0-06
+

0-08
L

-+0
08

-0
08

+

0-23
:

+

0-29' 1—004 —0-47
+

0-49
+

0-41

+

0-29 -0-20
+

0-62
+

0-14 ii

d?
+

017 -013'
;+

o-33ļ
+

0-35' —010 -0-45|
+

0-22
+
0

38|

+

0-38 —0-18
+

0-50
+

0-09 ii

I

Ö
3
,

G
3

+

0-36;
+

0-38
1

ļ+0-ll '+0-44:
+

0-37

h

~

3

,+

0-93ļ
+

0-66,

1

i

_J

+

0-56i
+

0-85
+
0

80
-020 —004 11

cos?
.

cit

+

0

39

'+

0-37

,+

0-13 I+043
+

0-42

!+

0-92
+

0-65
+

0-36
+

0-82
+

0-70
L-

019
+

0-11
+

0-17; -0-09ļ
+

006
+

0-40 —0-24 —0-35
+
0

40

+

0-48
+

0-341 -0-24!
+

068
+

016

G.
,

G-

5

a

+

0-24 —0-14
+

024
+

0

35 0-28!
i

-0-43
+

029
+

065 ļ+0-40ļ
+

0

02
i

+

0-55

l

+

o'oi
+

0

30

+

0-41
+

0-11

+

0-47
+

0-24:
+

102;

+

057 1+0-55 +

0-97
+

0-77 -0-38 ±000 cos
?

.

dt
-f

0-36
+

040
+

0-06
+
0

68

+

0-31
+

1-03
+
0

58

+

079;+0-57
+

084 —0-35
+

017



From the same drawn position lines I repeated the obtaining of

the results after a day — sometimes after several days. The so ob-

tained results (G'2 ,
G'

3 ,
G'

5 ) differ from those got first. All the results:

the analytical (A) and the graphical (G._>, G'
2,

G
3 ,

G'
3 ,

G
5,

G'
5 ) I have

arranged in the table 1, where also the mean errors of the analytical
results are given.

In the table 2 I have arranged the differences G
v
—G

2,

G
v
—G

s ,
G

v
—G

h

(g,= I(Go+G3 +GS))

Table 2.

As it is to be seen the differences are of accidental character: it is

not so that using a certain scale the obtained results are systemat-

ically greater or smaller.

The differences G'
2
— G

2,

G'
3

— G
3,

G'
5
—G

5
I have arranged in

the table 3.
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Gy-Q»
Dale i

cos? . dtd? .dt dtp ' c:s? .
dt

1933.

1.— 2. VIII.

" //

—015 + 0-09 + 0 05 + 005- 013 + 0-07

2. — 3. VIII.

4.— 5. VIII.

+ 003 + 0-02 + 0-01 — 010 —0-05 + 0-08

+ 001 + 0-12 — 003 + 002 + 0-01 — 0-15

5.— 6. VIII. + 0-11 — 009 — 004 000 —0-09 + 008

1934.

-004•30.VI.— 1. VII. — 0-02 + 0-07 + 005 —002 — 003

2.— 3. VII.

6. — 7. VII.

— 0-02 —002 — 003

+ 044

— 004 + 0-06 j +0-05

— 017 + 016 — 003 + 0-02 — 012

10. — 11. VII. — 0-07 —0-10 — 007 1 -0-02 + 013 + 0-11

10. — 11. VII.

11. — 12. VII.

— 0-09 — 0T6 + 010 + 0T0 — 001 + 007

+ 0-08 + o-oi — 013 000 +0-04 000

12. — 13. VII. + 0-08 ' —0-04 — 004 + 0'04 —0-03 + 0-01

15. — 16. VII. + 002 — 001 + 0-03 1 —0-03 + 0-06 ļ +003
I I



Table 3.

These differences are characterised by the data given in the table 4.

Table 4.

Using greater scale, where the drawn position lines are more disper-

sed, it could be expected that the placing of the transparent circle can be

done more arbitrarily, and that therefore the repeatedly got results from

the same drawn position lines should give more differing results than using

a smaller scale. But as it is to be seen, greater differences are more frequent
if the scale 1" = 2 mm has been used; if a greater scale is used, greater

differences are rarer. So the free choice by the situating of the transparent

circle then does not increase proportionally to the increase of the scale

and therefore the use of a greater scale should be preferred. In the practice

it seemed to me the scale 1 "=3 mm to be the most pleasent one, for using

it the position lines are not too much dispersed and by the choice of the

right position of the transparent circle not so many difficulties arise.

In the table 5 I have given the analytical results (A), their mean

errors and the differences A — G
2 ,

A — G'2,
A — G

3,

A— GĻ A — G
6,

A — G'b for each night of observations.
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G2~ °2 G3~ G
3

G5- G
5

Date

dcp cos cp• dt
• Jill

coscp • dtrfcp rfcp coscp • dt

1933.

1. —2. VIII

2. — 3. VIII

— 027 —012

+ 0-26

—0-06 + 015

+ 001

— 0T5 + 0-07

+ 0T0+ 007 -0T2

+ 002

— 0-06

4.-5. VIII — 021 + 017 — 010 + 003 — 002

5.-6. VIII + 0-26 000 + 0-09 — 003 + 0-14 o-oo

1934.

000

+ 0-15

+ 0-23

-00330. VI— 1.VII

2.-3. VII

+ 0-03 — 020 + 0-17 + 0-02

+ 0-02 —0-27 — 0 01 —0-11 + 0-01

6. — 7. VII — 035 + 0-02 — 001 — 008 + 0-01

10. — 11. VII — 019 + 0-09 — 006 + 005 — 0-04 + 0-07

10. — 11. VII

11. — 12. VII

— 0i6 —0-18 + 0-06 — 0-01 — 0-05 + 021

— 0-05— 004 + 0-10 + 010 + 0-02 + 0-18

12. — 13. VII

15. — 16. Vll

— 023 + 001

+ 005

— 0-05 — 0-01 — 0-05 — 0-01

+ 0-07 + 0-09 I + 0-03 + 0-07 + 0-06

G
i
-G

ļ I coscp • dt d cpd cp coscp • dt cos cp• dt

r n

•oo — o-io 42«/, 42% 75% 75ū/o
17

580/
0 83%

•10 — 0-20 17 42 17 42 8

•20 — 0-30 33 17 8 8 0 8 •

•30 — 0-40 8 0 0 0 0 0



Table
5.
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A

A

—Gļ,

A—
Gļ

A

Gg
,

A

Gg

A

-G
b

,

A-G
b

Date

tfcp

coscp•
dt

d

cp

cos
cp■
dt

rfcp

cos
cp•
dt

rfcp

coscp•
dt

1

1933.
1.

—2.

VIII

-

11

11

11

"

II

II

11

— 0.1

11

—045

±0-65

-0T8

±045

—0-7

—WOK

—u
oy

—054

—0-14— 018

—0-2

-0-61

-0-46;

—035

2.-3.
VIII

4.

—5.

VIII

±028

±0-28

—0-38

±022

—03

-0-39

—0-3:

—034

ri.rtn
1

—0.1

[-0.271

—003

—0-22

—0-40;

±

0O9j

±0-47
±

0-96

±0-36
±

0-3

±0-54
+

0-2

+

001

±029

±0-27
±

016

±

0-33ļ

±0.07

—001

±012

5.

-6.

VIII

±0

30'
1

±0-23
+

0-82;

±0-16

±o-n

—010

—0-1

-01:
±

0-01

—

0-08

-004

—0.10
±

0

05

±0-03

1934.
30.
VI—1.

VII

±041

±0-21

±051

±0-17

—010

±0-1

-0-24

—006

2.

-3.

VII

6.

—7.

VII

...

0-07!

,±0
06

—0-04
±

0-0

+

—
u

—
0

—004 ±003
±

0-02

±0
48

±016
+

0-60

±011

—o-i

—001

+

—00

±

0-08.

±0T9

-036

±0-24
+

0-90
±

0-21

±

0*15

±016

±011
+

-001

±0-07

-012

1—013

10.

—11.
VII

±036±0-24ļ
+

0-35

±

0

07

±0-26

—010

-or

±0-07
+

0-13

±0-27
±0
31

±011

±004

±

0-03'

±0

25

—o-o

10.

—11.
VII

±036

+

0-55

±018

—012

±004

—015

±00

±007
+

o-oi

±

0-11

±0-1

-0-04
±

001

±

0-08

—013

11.

—12.
VII

±

0-02
r

+

0-05:

±012

±004

—01

-0.21;

—0
31

—00

—0-04

—022

±0-16

-

005

—006

—001

12.
—13.

VII

15.-
16.

VII

—0.17

±0-18
+

0-28

±013
+

±

0

26|

...01*

—01'

—004

04

—0-08
j

—0.03

—013

—0
12

+

0

32!
I

±0-16
+

0-30!

±011
+

±0-16

—004

—0-0

+

0.24

±015

±

0T5
±

0.08'

—006

I



On the whole, as it is to be seen, the results got graphically on

different scales in the limits of the mean errors agree with the analy-

tically got ones.

In some azimuths there are more, in some azimuths fewer and in

some azimuths there are no position lines at all, for the azimuthal

distribution of the observed stars is not equidistant. In the table 6

I have given for each night of observations: the number of the

observed stars, the differences (A — G)^ , (A — G)
CoScf. dt and I have

compared the number of position lines near the azimuths 0° and 180°

and near the azimuths 90° and 270°, which position lines are of the

greatest importance for the results dcp and coscp .
dt respectively.

Table 6.

The number of the observed stars seems to be of no importance.

The differences (A — G)
COSy. dt seem to be in close connection with

the azimuthal distribution of the observed stars: if there are more

position lines near the azimuth 270° — the differences are negative
and if near the azimuth 90° — the differences are positive. The same

is to be said about the differences (A — G)^ : they are negative if

more position lines are near the azimuth 180° and positive — if near

the azimuth o°. In this table the data are given for the scale
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Date
of the

observed

stars

Azimuthal distribution

of the observed stars
A-O) Azimutlial distribution

of the observed stars
cp .

1933.

1. —2. VIII

2. - 3. VIII

9

37

More near 180° (2)

,
180 (3)

Equal
More near 0 (1)

— 0-59

— 0-34

More near 270° (3)

.
270 (4)

.
90 (3)

.
270 (3)

- 0-14

— 0T8

4.
— 5. VIII 29 + 029

+ 001

+ 0T6

5. — 6. VIII 16 — 003

1934.

30.VI — 1.VII

2. — 3. VII

6. — 7. VII

48

40

39

More near 180 (5)

. 180 (2)

0 (1)

000

— 0-01

+ 0-11

,
90 (1)

.
270 (6)

.
90 (4)

— 005

— 006

— 0-03

1934.

10. —11. VII 13 0 (2)

.
180 (6)

.
180 (2)

.
180 (3)

0 (2)

+ 007
.

270 (3)

,
90 (6)

.
270 (9)

.
270 (8)

u 90 (2)

— 0-02

10. —11. VII 25 + 0 07 + 0-11

11.—12. VII 47 — 021 — 0-06

12. — 13. VII

15. —16. VII

45

38

— 009 — 0-10

— 0-06+ 0-24



I"=r3 mm. But comparing the graphical and analytical results in

the table 5 it is to be noticed, that on the whole in the different

nights in the limits of the mean errors all the graphically obtained

results are sistematically shifted in one or the other direction. So the

same can be said about the cases if other scales are used. Obtaining

the results analytically, we search the point the distances of which

from the straight lines cos a, . d?cp -f sin a,- cos cp .
dt -J- Azt•= 0 are

equal — but we find that point for which the sum of the squares of

the distances is minimum. Finding the results graphically —we also

search the point, the distances of which from the mentioned lines are

equal — but here that point is found the distances of which are pos-

sibly best equal. This „possibly best" of course for all persons will

not be the same and it varies also for one person at a time. So the

above mentioned systematical shift in one or the other direction is to

be explained as a systematical error in the graphical results.

In the table 7 I have given for each period of observations the

mean results: the analytical (A 0), the graphical (
O
G

2, O
G

2 , O
G

3 , O
G

3,

O
G

S, O
G'

5
) and their mean errors.

Table 7.

In the limits of the mean errors the graphical and analytical re-

sults are agreeing.

In the table 8 I have arranged the differences fi) —

Q
G
r

Table 8.

LUR. Matemātikas un dabas zinātņu fakultātes sērija 111
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Q
G
2' 0

G
2 0

G
3' 0

G
3 0

G
5' 0°5

Date
cos

d 9 cp.rff
d cp ļ coscp . dt dcp coscp . dt rfcp cos cp . dt

1933.

1.-6. VIII

1934.

30.VI-7.VII

n n

+0-221+0'
±0-11 ±0-.

+028 +0(

±0-24 ±0-(

+011 +0-:

±010 ±0-(

" ff
\

" "

+021 +017+0-38 +0-'

±0 18 +0 24 +0-28 ±0-:

+0-27 +017 +061 +0 1

±021 ±0-34 ±0-08 ±0-1

+ 0 07 — 0-04 +0 41 +0-<

±0 11 +0-13 ±010 ±0-(

ii n \ n \ it

+021 +0-20 +0 37 + 0-;

+ 0-17 ±0151+0-28 +0-:

+ 014 +0-05 +0-721+0-I
±031 ±0-25 ±o nļ±o-:

+ 008 +0-12 +033 +0;

±0 07 ±0 10 ±0-06 ±0-(

+ 024 +024

±019 ±014

+018+017

±0-27 ±0-32

+ 006 +008

±0 08 ±012

ff ļ //

+0-36!+0-36

±0-32ļ±0'28

+ 071 +073

±0-15 ±0-15

+ 0-31 +036

±0-061+ 0-10

1934.

10 — 16.VII

■ 0' o' 0
Date

dz I cos? .
dt d? ļ cos? . dt dz I cos? .

933. 1.—6. VIII . . .

934. 30. VI
— 7. VII

934. 10.—16. VII . .

-0 04

-010

+ 0-08

+ 0-13

n

—0 01

—
0 09

— 001

— 0-08

000

—
001

+ 0 02 ļ
+

+— 011 i + 0-01 + 004 + 0-02



The results show again that the greater scales are to be preferred.
In the practice using the scale 1" = 5 mm it seems that the position

lines are somewhat too much dispersed and there are difficulties in the

choice of the best position of the transparent circle, but just in this

case the differences are small.

Finding the results analytically to each of the equations cosö/.dcp-+-
--- sin a/cos cp .

dt + Azi —
0 a certain weight can be given according

to the errors in Az,. If results are found graphically a certain weight

to each position line can be given by drawing it more or less thickly.

Placing the transparent circle on the drawn position lines the thicker

position lines should be taken more in account than the thinner ones.

Of course there will arise systematical errors for there is a place for

a certain subjectivity.

Often two or more stars are observed in one and the same or

nearly equal azimuths. If then the reduced Az for those stars are

equal, the obtained position lines give a double or threefold line. The

taking in account of this doubleness or triplicity (graphically finding

the results) is connected with difficulties: at least there will be a cer-

tain subjectivity.

An advantage of the graphical method is the applied less labour

and the possibility to exclude observations which are connected with

rough errors in the quantities Az
t.

So as in all azimuths Azt must

not be equal, without graphically drawing the position lines, it cannot

be said, whether an observation of a certain star is to be omitted.

And so it is to be proposed also by using the analytical method to

draw the position lines in order to remove the observations connected

with rough errors.

Conclusion.

Repeatedly obtaining the results from the same drawn position

lines, differing results are got: the results of a single night differ and

the mean results of more nights as well. In the last case, using greater
scale the differences are small and it can be expected that by increasing

the number of nights these differences would disappear. All though a

certain subjectivity of the graphical finding of the results must be

ascertained. Attempt to give a certain weight to each of the observed

stars or to take in account the doubleness or triplicity of a certain
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position line would also be connected with a certain subjectivity.
Still in the limits of the mean errors the graphical results agree

with the analytical ones: the mean results of more nights agree and

the results of a single night as well. The differences between the

analytical and graphical results depend from the azimuthal distribution

of the observed stars; if the number of the nights of observations is

sufficently great and if in those nights the azimuthal distribution of

the observed stars is not the same, but in each two nights nearly

opposite, the analytical finding of the results can be replaced by the

graphical one. If the number of the nights of observations is not

great and if in those nights the azimuthal distribution of the observed

stars is nearly the same and if greater precision necessary, the results

should be found analytically, using the method of the least squares,

the rough errors of observations being excluded by the help of a

graphic.

Presented to the Faculty 19. X 1939.
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Grafiski un analitiski atrastie rezultati, nosakot vietas

ģeografiskās koordinatas pēc vienādo augstumu
metodes.

Savilkums.

Vietas ģeogrāfiskā platuma un garuma vienlaicīgai noteikšanai

ģeodēzijā lieto tā saucamo vienādo augstuma metodi. Pēc šīs metodes

novērotājs atzīmē momentus, kad vairākas zvaigznes sasniedz vienu

un to pašu zenitdistanci, kas novērotājam zināma no mērijumiem.
Tuveni zinot savas atrašanās vietas ģeogrāfisko platumu (cp0

) un ģeo-

grāfisko garumu (L 0), var novērotiem spīdekļiem zenitdistances dabūt

ari rēķināšanas ceļā. Tā kā ģeogrāfiskās koordinātas tikai tuveni zinā-

mas, tad izmērītās un izrēķinātās zenitdistances nesakrīt, bet tur ir zi-

nāmas starpības. Pēc šim starpībām tad var sarēķināt cp0
un L 0 kļūdas:

d<z> un dL dz> un dL atrašana iespējama analitiski un grafiski. Šajā
darbā salīdzināti analitiskie un grafiskie rezultāti, dabūti no viena un

tā paša novērojumu materiāla apstrādāšanas, un nolūks bijis noskaidrot

jautājumu par abu rezultātu atrašanas paņēmienu līdzvērtīgumu.

Vispirms ģeometriski interpretētas analitiskā rezultātu atrašanas

paņēmienā lietotās matemātiskās izteiksmes un konstatēts, ka grafiskais

rezultātu atrašanas paņēmiens ir pieskaņots šim interpretējumam un ka

starp abiem rezultātu atrašanas paņēmieniem principiālas starpības nav.

Grafiski rezultātus atrodot, poziciju līnijas zīmētas dažādos mēro-

gos, kā arī no viena un tā paša poziciju līniju zīmējuma rezultātu

atrašana atkārtota pēc vienas vai vairākām dienām. Tālāk tad nu sa-

līdzināti šie dažādos mērogos un atkārtoti atrastie rezultāti savā starpā

kā arī ar analitiski atrastiem rezultātiem.

No vienas nakts novērojumiem grafiski dažādos mērogos dabūto

rezultātu starpībām ir gadijuma raksturs: tā tad vienreiz lielāku rezul-

tātu dod viens — otrreiz cits mērogs (tab. 2).

Atkārtoti no viena un tā paša poziciju līniju zīmējuma rezultātus

atrodot, dabū atšķirīgus lielumus (tab. 3). Lielas starpības gan ir retas,

pie kam tās nāk vairāk priekšā, lietojot mazāku mērogu (tab. 4).



No vienas nakts novērojumiem analitiski un grafiski atrastie rezul-

tāti kjūdu robežās visumā saskan (tab. 5). Vienas nakts analitisko un

grafisko rezultātu starpības (A — G) izrādās būt atkarīgas no novēroto

zvaigžņu azimutalā izdalijuma: 1) attiecībā uz dcp — ja vairāk zvaigžņu
tuvu azimutam o°, tad A — G ir pozitiva — ja vairāk zvaigžņu tuvu

azimutam 180°, tad (A — G) negativas, 2) attiecībā uz — ja
vairāk zvaigžņu tuvu azimutam 90°, tad (A — G) pozitivas — ja vai-

rāk zvaigžņu tuvu azimutam 270° — tad negativas (tab. 6). Tas būtu

izskaidrojams ar sistemātiskām kļūdām rezultātu grafiskā atrašanā.

Ņemot vairāku novērojumu nakšu vidējos rezultātus, jāsaka, ka

grafiski dažādos mērogos atrastie rezultāti kļūdu robežās saskan savā

starpā un arī ar analitiskiem rezultātiem (tab. 7). Atkārtoti atrastie re-

zultāti arī tagad šķirojas; lielāku mērogu lietojot starpības gan mazas

un pie lielāka novērojumu nakšu skaita var sagaidīt to izzušanu. Izce-

ļamas ir grafiskā rezultātu atrašanas paņēmiena priekšrocības: pārska-

tāmība par rupji kļūdainiem novērojumiem un mazākais darba patēriņš.

Slēdzieni.

Atkārtoti no tiem pašiem poziciju līniju zīmējumiem rezultātus

atrodot — rezultāti šķirojas: tas sakāms gan par atsevišķas nakts, gan

par vairāku novērojumu nakšu vidējiem rezultātiem. Pēdējā gadijumā

gan starpības pie lielāka mēroga lietošanas mazas, un var sagaidīt, ka

pie lielāka novērojumu nakšu skaita starpības izzustu. Par zināmu

subjektīvismu grafiskā rezultātu atrašanā tas tomēr liecina. Ari atsevišķu

zvaigžņu novērojumu svarošana un vairākkārtēju poziciju līniju vērā

ņemšana, grafiski rezultātus atrodot, ir neizbēgami saistīta ar zināmu

patvaļu.

Kļūdu robežās analitiskie un grafiskie rezultāti tomēr saskan; saskan

vairāku novērojumu nakšu vidējie rezultāti, kā arī vienas atsevišķas

nakts dotie rezultāti. Analitisko un grafisko rezultātu starpības ir atka-

rīgas no poziciju līniju sakārtojuma; ja novērojumu nakšu skaits ir

pietiekoši liels un ja šais naktīs novēroto zvaigžņu azimutalais sadali-

jums nav viens un tas pats, bet ik divās naktīs apmēram pretējs, tad

analitiskā rezultātu atrašanas paņēmiena vietā var lietot grafisko. Ja

novērojumu nakšu skaits mazāks un novēroto zvaigžņu azimutalais iz-

dalījums visās naktīs daudz maz vienāds, tad lielākas precizitātes vaja-

dzības gadijumā jālieto analitiskais paņēmiens, rupjās novērojumu kļūdas

atsijājot ar grafikas palīdzību.
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LATVIJAS UNIVERSITĀTES RAKSTI

ACTA UNIVERSITATIS LATVIENSIS

MATEMATIKAS UN DABAS ZINĀTŅU FAKULTATES SERIJA III, 13

Über die Beobachtungsanzahl, die für die Bestim-

mung der Polhöhe eines Ortes notwendig wäre,

wenn das Resultat mit dem mittleren Fehler ±1"

genau sein soll.

Sergejs Slaucītājs.

Einleitung.

Die vorliegende Arbeit ist eine Zusammenfassung eines größeren

Manuskriptes, das schon im Jahre 1927 verfaßt worden war, jedoch

nicht gedruckt wurde. Der Grundzweck dieser Arbeit war festzustellen,

wie viele Messungen notwendig wären, um die Polhöhe eines Ortes

mit der Genauigkeit bis auf eine Bogensekunde nach mehreren Methoden

bei Gebrauch verschiedener transportabler Instrumente zu bestimmen.

Die Beobachtungen wurden in der ]Sternwarte der Lettlandischen

Universität ausgeführt, darum geben die gewonnenen Resultate, auch

unter anderem die Polhöhe der Sternwarte mit der Genauigkeit bis

auf eine Bogensekunde.
Die Polhöhe ist nach folgenden Methoden bestimmt worden:

1) nach der Horrebow-Talcott'schen,

2) nach der Pewzow'schen,

3) nach Messungen der Zenitdistanzen der Polaris,

4) nach den gemessenen Nebenmeridian- wie auch Meridianzenit-

distanzen verschiedener Sterne.

Als Instrumente wurden benutzt:

1) ein Durchgangsinstrument,

2) zwei Universalinstrumente,

3) ein Höhenkreis und

4) zwei Sextante.



1. Die Instrumente und ihre Konstanten.

1. Das Durchgangsinstrument der Firma Hey de Nr. 9096 war

mit gebrochenem Fernrohr; die Objektivöffnung war 110 mm, die

Brennweite 120 cm und die benutzte Vergrößerung 133.

Die Horrebow-Talcott Libellen hatten einen Parswert

xl= 1".34 ( 0 — 30)

x
<2
= 1.09 (60 — 90)

Der Wert einer Schraubenrevolution des Okularmikrometers war

R= 83".5.

2. Das Universalinstrument mit gebrochenem Fernrohr der Firma

Hildebrand Nr. 58500 hatte eine Objektivöffnung von 63 mm, eine

Brennweite 54 cm und die benutzte Vergrößerung war 65mal.

Die Kreise waren mit Mikroskope abzulesen; direkte Ablesung 1".

Der Parswert der Horrebow-Talcott Libelle x = 1 ".09; der der Rahmen

Libelle %' = 1".27.

3. Das Universalinstrument mit gebrochenem Fernrohr der Firma

Kern Nr. 21016: Objektivöffnung 65 mm, Brennweite 55 cm, die

benutzte Vergrößerung 60 mal.

Die Kreise sind mit Hilfe der Mikroskope abzulesen; direkte Able-

sung 1". Der Parswert der Horrebow-Talcott Libelle x = 2".51; der

Parswert der Mikroskoprahmenlibelle t' = 4".20.

4. Höhenkreis mit gebrochenem Fernrohr der Firma Sartor i us-

Werke Nr. 2107: Objektivöffnung 35 mm, Brennweite 37 cm, die

benutzte Vergrößerung 48mal.

Der Vertikalkreis ist mit Hilfe der Mikroskope auf 5" direkt ab-

zulesen. Der Parswert der Mikroskoprahmenlibelle x' = 4".80.

5. Sextant der Firma Plath Nr. 9059 war mit einem Vernier auf

10" abzulesen. Die benutzte Vergrößerung des Fernrohrs war lOmal.

6. Sextant MacrepcKia DiaßH. Tunporpafy. ynpaßJiema (C. n. B.)

Nr. 41, war mit einem Vernier auf 12" abzulesen: die gebrauchte Ver-

größerung lOmal.

7. Ein Taschenchronometer (Vierzehntelschläger) Ericson Nr. 655.

8. Die an den Chronograph angeschlossene Uhr war Riefler

Nr. 435 auf Sternzeit reguliert.
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2. Die zu theoretisch erwartende Genauigkeit der Resultate.

Wenn die Instrumentenfehler nicht in Betracht genommen werden1

und angenommen werden würde, daß der mittlere Fehler der erhaltenen

geographischen Breite von Zenitdistanzmessungen eines Sternes nur von

folgenden Fehlern abhängig wäre, und zwar vom

1) mittleren Fehler der Einstellung des Sternes auf den Faden des

Instrumentes, s
u

2) mittleren Fehler bei der Ablesung der Zenitdistanzen, cc,ec,
und

3) Katalogfehler der Sterndeklination, s
5, so hatten wir im allge-

meinen einen mittl. zufälligen Fehler s..

VFfl ± %
zu erwarten.

Wenn die Polhöhe zum Beispiel nach folgender Formel berechnet

wird

rwsrfc** (1)

dann ist

*» = ± vk+A*
wo mit zz

der mittlere Fehler der Bestimmung der Zenitdistanz be-

zeichnet worden ist \z\ — ķ sŅnf+ (teN'm)
2

*
w0n die Anzahl der Fä-

den, auf welchen der Stern beobachtet wurde, ist und m — die Able-

sungsanzahl der gemessenen Zenitdistanzen istJ.

Wenn die Zenitdistanz oder Höhe des gegebenen Sternes mit Hilfe

eines Instrumentes bestimmt ist, so ist die Grundformel zur Berechnung
der ep:

cos z — sin ep .
sin 5 + cos ep .

cos 5
.

cos t, ....(2)

wo z — die Zenitdistanz des Sternes, ep — die Polhöhe des Ortes,

5 — die Deklination des Sternes, t — den Stundenwinkel im Momente

der Beobachtung bezeichnet.

Der Fehler bei der Bestimmung der Polhöhe, Acp, ist abhängig von

den Fehlern A z und M und ist nach folgender Formel zu berechnen

. \z cos ep ,0v

wenn A
z

das Azimut des Sternes bezeichnet.

1 Der Einfluß der Instrumentenfehler wird besonders behandelt.
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Wenn wir den persönlichen Fehler des Beobachters bei der Notie-

rung des Momentes T, wenn der Stern den Faden bissiziert, zur Uhr-

korrektion hinzuzählen, so ist At — der zufällige Fehler und seine

Größe, bei der Beobachtung des Bissizierungsmomentes eines Fadens,

kann annäherungsweise durch folgende Formel

ausgedrückt werden, wo x — eine konstante Größe ist, die von dem

Verfahren der Momentnotierung abhängig ist, e — der mittlere Ein-

stellungsfehler des Fadens auf einen unbeweglichen Gegenstand und

v — cosZ
.

sin g ist die Winkelgeschwindigkeit bei der Bewegung des

Sternes, wenn g der Winkel ist, unter dem der Stern mit der Deklina-

tion S den Faden bissiziert (g ist der parallaktische Winkel des Sternes,

wenn die Fäden horizontal, und (90°—/?), wenn sie vertikal sind).

Wenn wir den Stern gerade im Beobachtungsmeridian (A
z
=0°

oder 180°) beobachten, so wird, wie die Formel (3) zeigt, At das

Resultat ep gar nicht beeinflussen, und in diesem Falle ist A ep bloß von

A z (und von dem faktischen Deklinationsfehler des beobachteten Ster-

nes) abhängig.
Die Größe Az — der mittlere zufällige Fehler einer Bestimmung

der Zenitdistanz, dessen Wert wir mit zz
bezeichnen, wird hauptsächlich,

wie schon früher erwähnt wurde, durch

1) den Fehler einer Einstellung des Sternes auf dem Faden, es
,

und

2) den mittleren Fehler einer Kreisablesung, cc,e
c ,

charakterisiert.

Da die möridionalen oder auch nebenmeridionalen Zenitdistanzen

eines Sternes sich sehr langsam ändern, so könnte man den Fehler

der Einstellung auf den Faden bei der Beobachtung des Bissizierungs-

momentes, Es,
auch ungefähr gleich e annehmen, d. h. im mittleren

ic/i z ,50" 2 T,
,

■

■.

'

. \y . . ' a : '

wo W die Vergrößerung des Instrumentes ist.

2 Wie es die Beobachtungspraxis zeigt, so ist bei der Einstellung des Fadens auf

einen Stern der mittkre Fehler größer, als bei der Einstellung auf ein unbewegliches

terrestrisches Objekt. Wenn man annimmt, daß s bei der Einstellung des Fadens auf

30" 2S

ein unbewegl. terrestrisches Objekt etwa ± %=■ wäre, so würde bei einer

• 2* 5 4
s

0
Sternbeobachtung e

s
in den Grenzen von 4- bis ± 7

schwanken (hier ist

mit W die Vergrößerung des Fernrohres bezeichnet worden). Siehe auch: H. IXunzep,

Kypc acTpoHOMHH, MacTb npaKTHwecKan,' AfocKßa.
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Der mittlere Ablesungsfehler des vertikalen Kreises, ze,
ist abhän-

gig 1) vom Einstellungsfehler der Fäden des Mikrometers auf die Ein-

teilungen des Limbus, e/, letzterer ist wiederum abhängig von der Ver-

größerung der Mikroskope (gewöhnlich 40X oder 50X), der Entfernung

der Fäden, der Schärfe der Limbuseinstellung usw. und 2) vom

Ablesungsfehler derLibellen des Mikroskoprahmens, z
r. (Der Einstellungs-

fehler des Mikrometers, s,, wurde nach mehrmaliger Wiederholung,

beim Gebrauch der Universalinstrumente von Hildebrand und Kern,

beinahe immer ein und derselbe gefunden, nämlich ±0.3 Zylinderein-

teilungen, beim Höhenkreis, Sartorius-Werke, ±0.4 Zylindereinteilungen.)
Im einzelnen Fall könnte man, bei der Bestimmung der Polhöhe

des Ortes nach den Messungen der absoluten Zenitdistanzen, mit den

gebrauchten Instrumenten, für das Endresultat folgenden mittleren Fehler

erwarten:

1. Universalinstrument der Firma Hildebrand.

ob

Wenn jede Ablesung des vertikalen Limbus mit Hilfe zweier Mikro-

skope ausgeführt wird und wenn der mittlere Fehler einer Ablesung

cce e = ±ļ/ 0.1" ist, dann wird wie in der Kreisstellung L, so auch in

der Stellung R, der Limbusablesungsfehler bei einer Einstellung des

Sternes

it = ±]/
r

= ± VO.Ob m ±0".2

und daraus ist z 2 für eine Einstellung des Sternes

£
Zl

= ±l/~ÖM = ±0".8.

Das mittlere Resultat der Zenitdistanz des Sternes, das aus einer

Einstellung in beiden Kreisstellungen gefunden ist, wird mit dem

mittleren zufälligen Fehler

«* = ± ļ/j^)
2

= ± - ±0".6.
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Der mittlere zufällige Fehler des Resultates der Polhöhe, das

als Mittel aus einer Einstellung am Kreis L und Kreis R gefunden

worden ist, wird

% = ± +4
8

— ±
«

± 0".7.

Für das Resultat — ep, das aus einer Kombination von zwei Beob-

achtungen: Einstellungen des Südsternes (Kreis L und R) und Ein-

stellungen des Nordsternes (Kreis L und R) gefunden worden ist, der

mittlere zufällige Fehler würde sein

e?4= ±

ļ/
r

(3")2= ± vo^l m ± °""5
' '

]Wy

'
2. Universalinstrument der Firma Kern.

£S
= ±0".83

eZo
=: ± ļ/"0.41 « ± 0".6

£?" = ±0".7

6?,= ± 0".5.

3. Höhenkreis der Firma Sartorius-Werke.

£S
= ± 1".04

cez,= ± jA1.61 ~ ±1".3

± 1".3

zTt
= ±0".9.

4. Sextant.

Bei der Beobachtung ist der mittlere Fehler der Koinzidenz zweier

Abbildungen größer als der Einstellungsfehler auf dem Faden. Bei

der Vergrößerung W = 10, befindet sich der Fehler in den Grenzen

zwischen ±4" bis ±8", je nach der Schärfe des Objektes usw.

Wenn wir annehmen, daß t
s
= ± 6" und der mittlere Fehler

einer Ablesung des Limbus i, —
± 5", so ist

£=s ± \
r<o\ J± 8"

e?i =z ± /"bTI * ± 8".

a Die Deklinationen der beobachteten Sterne sind dem Sternkatalog von Eichel-

berger entnommen, in dem der Fehler eines Sternes bei der Deklination mit dem

mittleren Fehler ± 0".3 charakterisiert ist, siehe

W. S. Eichelberger, Positions and proper motions of 1504 stars for the equinox

1925.0, Washington, 1925.
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Der mittlere zufällige Fehler des mittleren ep Resultats aus einer

Kombination (Stern nach N und S)

e<p, = ± j/"3f« ± 6"

= ± 4").

Gewiß kann der mittlere Fehler der gegebenen Polhöhe einer

Sterneinstellung oder einer Sternenkombination in der Praxis auch ein

anderes Resultat ergeben, denn jedes Instrument hat seine eigenen,

besonderen Fehler, die mit der Anordnung der Beobachtungen nicht

eliminiert werden können.

Bei den Polhöhen-Bestimmungen nach den Methoden von Pewzow

oder Horrebow-Talcott wird der Wert von e ¥
anders ausfallen, als

nach den direkten Messungen der absoluten Zenitdistanzen der Sterne.

3. Die Anordnung der Beobachtungen und kurze

Beschreibung derselben.

Vor dem Beginn der Beobachtungen wurden die Fehler jedes

Instrumentes, soweit es möglich war, verkleinert und nachher sorgfältig

geprüft um mit Sicherheit zu konstatieren, daß sie bei entsprechendem
Verfahren die gesuchte Präzision der zu bestimmenden Breite nicht

beeinflussen. Systematische Fehler der Instrumente wurden möglichst

ausgeschaltet, indem die einzelnen Beobachtungen miteinander ent-

sprechend kombiniert wurden.

Die mit dem Universalinstrument oder Höhenkreis gemessene

Zenitdistanz wird von folgenden bedeutenden systematischen Fehlern

der Instrumente beeinflußt:

1) Fehler der Neigung der horizontalen Achse,

2) Kollimationsfehler,

3) systematischen Fehlern der Limbuseinteilungen,

4) Biegungsfehler des Fernrohres.

Außer den Fehlern der Instrumente ist noch der

5) Refraktionsfehler in Betracht zu ziehen.

Wenn z > s°, dann wird bei einer ziemlich kleinen Neigung der

horizontalen Achse des Instrumentes die Zenitdistanz beinahe gar nicht

beeinflußt. Den Einfluß der Kollimationsfehler der Instrumente be-

seitigt man, wenn man den Stern in beiden Kreisstellungen beobachtet.

Die systematischen Fehler der Limbus-Einteilungen können an dem
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entsprechenden Instrumente (z. B. an dem Universalinstrument von

Hildebrand) sehr klein sein und beim Verstellen des Kreises können

sie zum größten Teil eliminiert werden. Die Biegung des Fernrohres

und die Refraktionsfehler können in gewissem Grade ausgeschaltet

werden, indem die Beobachtungen der Sterne nach 5 und /V immer-

fort kombiniert werden.

Die systematischen Fehler des Sextanten, wie die Exzentrizität der

Alhidade, die systematischen Fehler der Teilungen usw. wurden

bestimmt, indem die Resultate verschiedener Winkelmessungen, die

mit Hilfe des Sextanten ausgeführt waren, mit den Resultaten ver-

glichen wurden, die mit Hilfe der Universalinstrumente gewonnen

waren. Nachher wurde eine Graphik zusammengestellt, von welcher

dann die betreffenden Verbesserungen der gegebenen Winkel abgelesen

wurden.

Die Höhen- oder Zenitdistanzmessungen der Sterne waren derart

angeordnet, daß die schon erwähnten systematischen Fehler des

Instrumentes nach Möglichkeit eliminiert werden würden.

Bei allen Beobachtungen ist als Grundregel eine Kombination von

Sternen, die nach Norden und Süden gemessen worden sind, ange-

nommen. Beim Gebrauch des Universalinstruments oder Höhenkreises

gibt es im ganzen für beide Sterne in beiden Kreisstellungen vier

Beobachtungen der Zenitdistanzen.

Für das Verzeichnis der beobachteten Sternpaare nach der Pew-

zow'schen Methode sind die Ephemeriden von Seliwerstow 4, verwendet

worden.

Mit dem Sextanten sind nur die hellsten Sterne oder die Sonne

im künstlichen Horizont beobachtet worden, wobei das Instrument im

Stativ befestigt wurde.

Bei der Beobachtung der Pewzow'schen Sternpaare sind die

Momente, wenn der Stern die Fäden des Instrumentes bissizierte, mit

Hilfe des Tasters auf dem Chronograph verzeichnet; die H. T. Libelle

ist bei jedem Stern, bei jedem Faden abgelesen worden. Bei den

übrigen Beobachtungen ist die Zeit mit dem Vierzehntelschläger nach

der „Äug- und Ohrmethode" notiert worden.

4 H. CeAueepcmoe, 9(peMepnaw 3Be3a a-ia onpcacjieHMH uinpoTbi no cooTBeTCTBeH-

HblM BbICOTa.M, MocKßa, 1912.
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4. Die Berechnung der Beobachtungen.

1. Die beobachteten Horrebow-Talcott'schen Sternpaare sind nach

folgender Formel berechnet:

11 1 5

<P =

2
(8; + 8«) +2 # (mo

— m*>) +
y

— r")
' • • • (4)

wo 5
S

und 5„ die Deklinationen der beobachteten Süd- resp. Nordsterne

sind, R — der Wert der Schraubenrevolution des Mikrometers, m 0 und

mw
— die Ablesungen des Mikrometers bei den Ost- und West-Stel-

lungen des Okulares d. Instrumentes, die auf die Differenz der Neigung

des Instrumentes und der Krümmung der Parallele verbessert sind,

rs
und mrn — Refraktionswerte der Süd- und Nordsterne.

2. Die Pewzow'schen Sternpaare:

cos h
s cos t

s
— cos h

n cos /„ 5

/c
.

tang ?=
sin «»-.in 5,

" <5)

wo = + A 7*— CLS
und t

n = T
n

J
r AT— a„, dabei sind o

s
und Z

n ,

%
s

und a
n,

t
s

und t„, T
s

und T
n

— die Deklinationen der beobachteten

Süd- resp. Nordsterne, Rektaszensionen, Stundenwinkel und Momente,

in denen die Sterne ein und denselben Faden des Instrumentes bissi-

zierten; AT — die Uhrkorrektion.

Die Korrektur auf die Neigung ist nach folgender Formel gefunden:

A,= • • • - (6)
15 cos ep sin Az

n

ep ist für jeden Faden einzeln gerechnet worden.

3. Die absoluten Zenitdistanzen der Polaris:

ep
— (90° —z)— p .

cos t-f p- sin 1"
. tang es

.
sin'2 t +

1
0

• • • (7)
+

.
sin2 1" (I+3 tang

2 ep) .
sin2 1

.
cos t°,

wo p die Polardistanz der Polaris in Bogensekunden ausgedrückt ist.

5 Th. Albrecht, Formeln und Hilfstafeln für geographische Ortsbestimmungen

Leipzig, 1908.
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4. Die nebenmeridionalen resp. meridionalen Zenitdistanzen:

ft
2sin2

o
„
, cos cp . cos 8 2 .

cp =5 + 2 . \ >v

• —-—

r=- +
sin (cp —8) sin 1 (8)

1 1 5

(cosy .cos SP - _%
' [l sin («p — 5)/

ctgW> }- sin 1"

I * = S + z*
(8')

I cp = 180°-5-2
w

Die Korrektionen der astronomischen Uhr Riefler 435 sind nach FLE

(Paris) rhythm. Radio Zeitsignalen bestimmt, wonachbei dem Vergleich

der Uhr mit dem Vierzehntelschläger, die Korrektion des letzteren

gefunden ist.

Die Koordinaten der Sterne (auch der Sonne) sind in allen Fällen

nach Eichelbergers System berechnet, indem nur die ersten Differenzen

beachtet wurden.

Die Beobachtungen sind mit der Genauigkeit bis auf 0".l berechnet,

außer den Sextantmessungen, die mit der Genauigkeit bis auf 1" be-

rechnet worden sind.

Die gegenseitigen Stellungen der Beobachtungspfeiler der Instrumen-

te in der Polhöhe unterscheiden sich nicht mehr als einige tausendstel

einer Sekunde, daher sind sie auch nicht, bei dem Vergleich der entspre-
chendenPolhöhen, die aus den Beobachtungen verschiedener Instrumente

auf verschiedenen Pfeiler gewonnen sind, auf einen bestimmten Ort zent-

riert. Die zu verschiedenen Zeiten bestimmten Breiten sind auch nicht auf

eine mittlere Erdpolstellung reduziert, denn diese Korrektion ist im Ver-

gleich mit der Präzision des gesuchten Breitenresultates unbedeutend.

Der mittlere Fehler der gefundenen Resultate e 0 (der mittlere quad-
ratische Fehler der mittleren arithmetischen Größe) ist nach der Formel

£
o — , /

-

± y n

berechnet, wo z
x

der mittlere Fehler einer Beobachtung ist und wie-

derum nach der Formel

h=±y
berechnet wird, wenn die Größen n und Vt die Beobachtungsanzahl
und die Differenzen, zwischen der mittleren arithmetischen Größe und

jedem einzelnen Beobachtungsresultat, bezeichnen.
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5. Die Beobachtungsresultate.

I. Die Horrebow-Talcott Methode.

Die Polhöhe ist nach der H.-T. Methode mit dem Durchgangs-
instrument von Heyde bestimmt worden. Die Beobachtung der Sterne

und die Berechnung der erhaltenen Resultate, ebenso die Bestimmung
der Instrumentkonstanten, sind in Übereinstimmung mit der Instruktion

der internationalen Breitenbestimmung
6

ausgeführt worden.

Die beobachteten Sternpaare:

Nr. 1 { Cygni a1927 2*2 Wo=43°38' zm
=\2>°\WAz=2'

ß Cephei 3.3 21 27.7 70 14

220 Cephei 5.4 22 2.8 62 26 517 24

3 Lacertae 4.6 22 20.7 51 52

3 10 Lacertae 4.9 22 36.0 38 40 18 10 14

- Cephei 4.7 23 5.6 75 00

4 Ķ Cassiopeiae 3.7 0 32.9 53 30 13 25 5

V Cassiopeiae 2.3 0 52.3 60 19

Beobachtungsresultate:

Der mittlere Fehler der mittleren arithmetischen Größe, £cp0

=±0".2.

Der mittlere Fehler des gegebenen Resultates eines

Sternpaares, £cp
8
= ± 0".6.

Der mittlere Fehler des gegebenen Resultates einer

Kombination (die Einstellungen zweier A/undzweierSSterne), £<? 4
= ± 0".8.

6 Th. Albrecht, Anleitung zum Gebrauche des Zenitteleskops auf den Internatio-

nalen Breitenstationen, Centraibureau der Internationalen Erdmessung, Neue Folge der

Veröffentlichungen Nr. 4, Berlin, 1902.

7 Alle Sternpaare haben 4 Mikrometerablesungen bei jeder Kreisstellung.

LUR. Matemātikas un dabas zinātņu fakultātes sērija 111.
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Nr. der
9

7
VDatum

Sternpaare

1927. August 18 56° 57' 7".9 + 0.2 0.04

9.2 — 1.1 1.21

August 19 8.0 + 0.1 0.01

2 7.8 + 0.3 0.09

3 7.7

7.8

+ 0.4 0.16

+ 0.3 0.09

56° 57' 8".l



II. Die Pewzow'sche Methode.

Die Polhöhe ist nach Pewzow'scher Methode mit den Universal-

instrumenten von Hildebrand und Kern bestimmt worden,

a) Universalinstrument von Hildebrand.

Die beobachteten Sternpaare:

Nr. 1 ß Lyrae 3m
a192 7.0 =

18M7*.4 Wo = 33° 17'

ß Cephei 3.3 21 27.7 70 14

2 o Herculis 3.8 18 4.7 28 45

ß Ursae Min. 2.0 14 50.9 74 27

3 y Cygni 2.2 20 19.6 40 1

11 Cephei 4.8 21 40.9 70 58

4 £ Cygni 2.5 20 43.2 33 42

ic Cephei 4.6 23 5.6 75 0

5 C Aquilae 3.0 19 2.1 13 45

x Draconis 3.8 12 30.4 70 11

6 15 Cygni 5.0 19 41.6 37 11

X Draconis 3.7 18 22.4 72 42

Beobachtungsresultate:

8
cp — das arithmetische Mittel von 10 Fadenbeobachtungen.

354

Nr. der
9*Datum

Sternpaare
V V

2

1927. Juni 19 1 56° 57' 8".4 —0.2 0.0456° 57' 8".4

Juli 10 2 8.2 ±0.0 O.CO8.2

3 9.1 —0.9 0.81

4 7.9 + 0.3 0.09

9.1

Juli 14 5 7.6 + 0.6 0.36

6 8.8 —0.6 0.36

7.9

7.6

8.8

August 15 1 8.6 —0.4 0.168.6

8.42 8.4 —0.2 0.04

3 7.8 + 0.4 0.16

5 7_2 + 1.0 1.00

56° 57' 8".2

6T.=±±0'.2

e9< =±1%3

7.8

7\2



Zur Illustration können noch die Resultate, die aus den Beobach-

tungen eines Sternpaares bei jedem einzelnen Faden gewonnen sind,

angeführt werden.

Sternpaar Nq 1, 1927. Juni 199
:

b) Universalinstrument von Kern.

Die Nr.Nr. der beobachteten Sternpaare nach dem angeführten

Verzeichnis.

9 Die innere Übereinstimmung dieses Sternpaares ist von allen beobachteten

Paaren die schlechteste.

10
f — das arithmetische Mittel von 8 Fadenbeobachtungen.
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23*

Nr. des Fadens pi

II 56° 57' 8".7

7.7

8.3

8.4

9.7

— 0.3 0.09

III

IV

V

VI

4- 0.7 0.49

+ 0.1

± 0.0

— 1.3

0.01

0.00

1.69

1.21VII 9.5 — 1.1

VIII 6.4 + 2.0 4.00

IX

X

7.8

8.5

+ 0.6

-0.1

0.36

0.01

XI 8.9 — 0.5 0.25

56° 57' 8".4

t30

± 0".3

Datum
\'r. der

cp
10

Sternpaare
V V1

1926. Juli 14 2

3

56° 57' 8".l

8.3

56° 57' 8".l — 0.3

— 0.5

0.09

0.258.3

4

6

7.2

7.6

7.2

7.6

+ 0.6

+ 0.2

0.36

0.04

Juli 17 5 7^7.8 ± 0.0 0.00

I 56° 57' 7".8

*p. = ±0".2

£,
16

=±0".5

bp
4
= ±0".9



III. Die Messungen der absoluten Zenitdistanzen der

Sterne.

Die Beobachtungen der nebenmeridionalen Zenitdistanzen der

Sterne, die nach Süden hin kulminieren, sind mit den Beobachtungen
der Polaris verbunden und das Mittel aus der Kombination der Beobach-

tungsresultate der Nord- und Südsterne gegeben (beide Sterne in den

Kreisstellungen L und R).

Nach dieser Methode sind die Beobachtungen mit dem a) Uni-

versalinstrument von Hildebrand und b) Höhenkreis von Sartorius-

Werke ausgeführt worden.

a) Universalinstrument von Hildebrand.

Die Beobachtungsresultate:

i* = ± O'M

eT< = ± 0".5
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Stern- Stern-

name
ittel vonKi

L und R)
name ittel vonKi

L und R)

v

1927. Juni 17 Polaris : 56° 57' 8".4 s Cygni 56° 57' 7".0

7.2

56° 57' 7".7

8.8

1 + 0.2 I 0.04

■
10.4 i

— 0.9 0.81

»
8.7

7.2

7.5 8.1 — 0.2 0.04

8.2 7.7 + 0.2 0.04

9.2 6.8

8.1

8.0 -0.1 0.01
■

Juni27 Polaris 9.0 Y Lyrae 8.6 —0.7 0.49

8.1

7.8

8.3

9.4

7.3

7.6

7.2

6.0

6.2

8.0

8.6

7.8

7.5

7.2

7.8

7.6

8.5

+ 0.1

+0.4

+ 0.7

+ 0.1

0.01

0.16

0.49

0.01

Juni 28 Polaris £ Cygni + 0.3 0.09

8.4 —0.6 i 0.36

9.8 6.7 8.3 —0.4 0.16

7.9

7.0

6.2

9.4

7.0

8.2

+ 0.9

-0.3

0.81

0.09



b) Sartorius-Werke Höhenkreis.

Die Beobachtungsresultate:

e?
0

= ± 0".2

6<p; = ± 0".7

c) Der Sextant.

Die nebenmeridionalen resp. meridionalen Höhen der Sterne sind

zur Bestimmung der Polhöhe des Ortes mit zwei Sextanten gemessen

worden (siehe § 1, P. 5 und 6). Bei dem Vergleich der Sextanten

untereinander, erwies es sich, daß sie, was die Qualität anbetrifft, sich

nicht merkbar voneinander unterscheiden. Die Vergrößerungen der

beiden Sextanten der gebrauchten astronomischen Fernröhre waren

gleich; auch die Präzision der Ablesung war ungefähr ein und dieselbe.

Aus diesem Grunde wurden die Beobachtungen, die entweder mit dem

einen oder anderen Sextanten ausgeführt wurden, nicht getrennt. Im

ganzen sind 100 Nord-und Südstern-Beobachtungen ausgeführt worden.

Die beobachteten Sterne nach N sind: Polaris und a Aurigae in

unterer Kulmination; nach 5 — die Sonne, a Aquilae und a Lyrae.
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Stern- Stern-
9*

Datum
name

Ittel von Ki

L und R)

name
ittel vonKi

L und R)

927. Juli 9 Polaris 56° 57' 7".9 Y Cygni i 56° 57' 8".0 56° 57' 8."0 — 0.2 I 0.04

8.3

8.6

10.2

10.0

6.2

6.2

8.3

7.5

7.2

7.4

9.3

8.7

+ 0.6

+ 0.4

0.36

0.16

I 2.25— 1.5

*
— 0.9 0.81

August 14 Polaris 9.0

7.0

6.3

6.5

8.0

a Lyrae

I

w
I

6.9

6.4

9.5

8.0

6.7

7.9

— 0.2

+ 1.1

— 0.1

0.04

1.21

0.01

7.1 6.8 + 1.0

+ 0.2

1.00

■
7.2 7.6 0.04

August 17 Polaris 9.8 a Cygni j 6.8

7.1

8.3 —0.5 0.25

8.7 7.9

7.6

—0.1 0.01

8.2

9.2

7.0

7.1 8.1

+ 0.2 0.04

*

*

— 0.3 0.09

7.2 7.4 7.3 + 0.5 0.25

56° 57' 7".8



Wegen der großen Anzahl der Beobachtungen werden die gefunde-

nen Resultate im einzelnen nicht erwähnt. Das arithmetische Mittel, das

Resultat von allen 100 Nord- und Südstern-Observationen ist folgendes:

cpr=s6° 57' 8"

£
,o

= ±0"-7

c, 2
= ±5"

= ±4")

Zur Illustration sollen die mittleren ep Größen, die aus verschie-

denen Beobachtungsperioden gewonnen sind, von denen jede ungefähr

25 Sternbeobachtungen umfaßt, erwähnt werden.

Von den gefundenen Resultaten, die bei Gebrauch verschiedener

Instrumente nach den erwähnten Methoden gewonnen worden sind,
erhalten wir folgende Daten für die Polhöhe der Sternwarte der Lett-

landischen Universität mit dem mittleren Fehler ±1":

Nach der Pewzow'sehen Methode:
ep

a) Universalinstrument von Hildebrand 56° 57' 8".
2

(beobachtet sind 20 Sterne, bzw. 10 Sternpaare)

b) Universalinstrument von Kern 7.
8

(beobachtet sind 10 Sterne, bzw. 5 Sternpaare).

Nach den Messungen der absoluten Zenitdistanzen:

a) Universalinstrument von Hildebrand 56° 57' 7".
9

(beobachtet sind 30 Sterne)

b) Höhenkreis von Sartorius-Werke 7.
8

(beobachtet sind 30 Sterne)

c) Sextant 8

(beobachtet sind 100 Sterne).

Nach der Horrebow-Talcott Methode:

Durchgangsinstrument von Heyde 56° 57' 8" .x
(beobachtet sind 12 Sterne, bzw. 6 Sternpaare).
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Beobachtungszeit beobachteten

Sterne

e

?2

922. Mai 3 — Juni 30

Juli 4 — Juli 19

24 56° 57' 8"

9

± 2" ± 6"

26 ± 1 ± 5

925. August 16 — August 20

August 24 — August 30

20 7

8

± 2

± 1

± 6

± 530



Wenn man das Gewicht der einzelnen Resultate nicht berücksich-

tigt und von ihnen bloß das arithmetische Mittel nimmt, erhält man

die Polhöhe der Sternwarte der Lettlandischen Universität (Refrak-

torturm) auf eine ganze Bogensekunde abgerundet

ep = 56° 57' 8" N (System von Eichelberger).

Die Polhöhe ist nicht nur mit dem mittleren Fehler, sondern auch

mit der Genauigkeit bis auf 1" gegen den wirklichen Wert der Breite,

der in späteren Jahren mit speziell zu diesem Zwecke angeordneten

Beobachtungen bestimmt worden ist, erhalten worden.

6. Die Schlußfolgerungen.

1. Um die Polhöhe des Ortes mit dem mittleren Fehler ±1" zu

bestimmen, dann ist es notwendig:

a) mit dem Universalinstrument, das den gebrauchten gleich-

wertig wäre, nach Pewzow'scher Methode, ein Sternpaar zu beob-

achten, wobei beide Sterne auf eine größere Anzahl von Fäden

beobachtet würden. Um sich vollkommener von den verschiedenartigen

systematischen Fehlern resp. Einflüssen des Instrumentes zu befreien,

wäre es doch ratsam mehr als ein Sternpaar zu beobachten, und dabei

wenigstens in zwei verschiedenen Beobachtungsnächten;

b) mit dem Universalinstrument, das den oben erwähnten gleich-

wertig wäre,'nach Messungen der absoluten Zenitdistanzen der Sterne

— eine N und S Sternkombination (zwei N und zwei 5 Stern-

beobachtungen). Sicherheitshalber ist es ratsam, die Beobachtungs-

anzahl zu vergrößern und auch dieselben in mehreren Nächten

auszuführen;

c) mit dem Höhenkreis, der dem gebrauchten gleichwertig wäre

(Sartorius-Werke Nr. 2107) — eine (zwei) N und S Sternkombination(en)

[mit gleicher Anmerkung, wie bei a) und b)];

d) mit dem Durchgangsinstrument Heyde Nr. 9096, nach der

Horrebow-Talcott Methode — ein Sternpaar, jeder Stern mit 4 Mikro-

meter Einstellungen [mit Anmerkung wie bei a) und b)];

c) mit dem Sextant mittleren Qualität, indem die N und S Stern-

beobachtungen kombiniert werden — genügen 'zusammen 50 N und 5

Sternbeobachtungen resp. 25 Kombinationen.

2. Beim Vergleich dermittleren Fehler — der aus den Resultaten der

Messungen derZenitdistanzen der Sterne gefundenen und der theoretisch
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berechneten — sieht man, daß die Übereinstimmung ziemlich gut ist.

Wenn man die Resultate, die-mit der Pewzow'schen Methode erreicht

worden sind, betrachtet, dann sieht man, daß dieselben, bei gleicher
Anzahl der beobachteten Sterne in der Hinsicht der Präzision nicht

mit den gegebenen Resultaten der direkten Messungen konkurrieren

können, — und bei einer minderen Beobachtungsanzahl ist den direkten

Messungen den indirekten gegenüber der Vorzug zu geben, gewiß
wenn die direkten Messungen in angedeuteter Ordnung (IV und S

und beiden Kreislagen) und mit betreffenden Instrumenten ausgeführt
worden sind.

3. Die Polhöhe des Refraktorturmes derLettländischen Universitäts

Sternwarte ist 56° 57' 8" N.

Der Fakultät vorgelegt den 8. Februar 1940.
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Par mērijumu skaitu, kāds nepieciešams, lai noteiktu

vietas ģeografisko platumu ar vidējo kļūdu ± 1".

Kopsavilkums.

Sergejs Slaucītājs.

Šī darba pamatmērķis bij noskaidrot, cik mērijumu nepieciešami

jāizdara, lai noteiktu vietas ģeogrāfisko platumu ar pareizību līdz vienai

loka sekundei pēc vairākām metodēm, izmantojot dažādus pārnesamus

instrumentus.

Instrumentu atrašanās vietas novērojumos bij Latvijas Universitātes

Astronomiskās observatorijas novērošanas pamati, tādēļ atrastie rezultāti,

starp citu, nosaka arī observatorijas ģeogrāfisko platumu ar augstāk

minēto pareizību.
Izmantoti četru tipu pārnesamie instrumenti: pasažinstruments, uni-

versalinstruments, augstumu riņķis un sekstants, un ģeogrāfiskais pla-

tums atrasts pēc sekošām metodēm: Horrebow -Talcott'a, Pevcova,

Polaris absolūtajām zenitdistancēm un spīdekļu tuvmeridionalajām resp.

meridionalajām zenitdistancēm (augstumiem).

1. nodalijumā dots īss instrumentu apraksts un to konstantes; 2.

nod. aplūkota novērojumu rezultātu sagaidāmā pareizība; 3. nod. ap-

rakstīta novērojumu gaita un iekārtojums; 4. nod.— novērojumu aprē-

ķināšana; 5. nod. doti novērojumu rezultāti un 6. nodalijumā — seko-

jošie slēdzieni:

1. Lai noteiktu vietas ģeogrāfisko platumu ar vid. kļūdu ± 1", tad

nepieciešami:

a) ar universalinstrumentu, kas līdzvērtīgs izmēģinātajiem, pēc

Pevcova metodes novērot vienu zvaigžņu pāri, novērojot abas zvaig-

znes uz lielāka skaita pavedienu. Lai pilnīgāk izbēgtu no dažāda veida

sistemātiskajām instrumenta kļūdām resp. ietekmēm, ieteicams novērot

vairāk par vienu zvaigžņu pāri un pie tam, vismaz, divos atsevišķos

paņēmienos — novērojumu naktīs;

b) ar universalinstrumentu, līdzīgu augstāk minētajiem, pēc zvaig-

žņu absolūto zenitdistanču merijumiem — vienu M un S zvaigžņu kom-



binējumu (divi N un divi 5 zvaigžņu novērojumi). Drošības labā ie-

teicams novērojumu skaitu palielināt un tos iekārtot vairākos paņēmienos;
c) ar augstumu riņķi, kas līdzvērtīgs izmēģinātajam (Sartorius-

VVerke Nr 2107) — vienu (divus) N un 5 zvaigžņu kombinē'jumu(s);
piezīme, kas pie p. p. a) un b);

d) ar pasažinstrumentu Heyde Nr 9096, pēc Horrebow-Talcott'a

metodes— vienu zvaigžņu pāri, katrai zvaigznei 4 mikrometra iestādi-

jumi; piezīme, kas pie p. p. a) un b);

c) ar vidējā labuma sekstantu, kombinējot N un S zvaigžņu novē-

rojumus — pietiekoši izpildīt kopā 50 N un S zvaigžņu novērojumus,

resp. 25 kombinējumus, vairākos paņēmienos.
2. Salīdzinot spīdekļu tiešo zenitdistanču mērijumu doto rezultātu

vidējo kļūdu, kas atrasta no novērojumu datiem, ar teorētiski aprēķināto,

saskaņa pietiekoši laba.

Aplūkojot rezultātus, kas sasniegti ar Pevcova metodi, redzam, ka

tie precizitātes ziņā pie vienāda novēroto zvaigžņu skaita nevar konkurēt

tiešo mērijumu dotos rezultātus — un pie mazāka novērojumu skaita,

direktajiem mērijumiem dodama priekšroka pret indirektajiem, protams,
direktos mērijumus izpildot aizrādītā kārtībā un ar attiecīgiem instru-

mentiem.

3. Latvijas Universitātes Astronomiskas observatorijas refraktora

torņa ģeogrāfiskais platums ir 56° 57' 8" N.
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ACTA UNIVERSITATIS LATVIENSIS

LATVIJAS UNIVERSITĀTES RAKSTI

MATEMĀTIKAS UN DABAS ZINĀTŅU FAKULTATES SERIJA III, 14

On the Number of Photoelectrons and Recoil

Electrons produced by X-rays in Air.

By J. Fridrichsons.

The electron tracks produced by X-rays in a Wilson expansion

chamber are of two distinct types, as shown by C. T. R. Wilson 1 and

Bothe2
.

The difference is explained by the two different processes in which

they are generated. Photoelectrons produced by absorbtion of an X-ray

quantum give rise to comparatively long tracks the length of which

depends on the wave-length of the X-rays and on the nature of the

gas used, whereas the recoil electrons generated by the scattering of

X-ray quanta produce relatively short tracks (except when the wave-

lengths are very short), called by Wilson "sphere" or "fish" tracks.

As the number of photoelectrons and recoil electrons is proportional

to the absorbtion coeficient x of the gas used and to the scattering

coeficient a, respectively, it follows that the ratio of the number of

both types of tracks observed in an expansion chamber, provided they

can be distinguished, gives us a mean to determine the ratio of the

coeficients a and x.

Such determinations were carried out by Compton aud Simon*,

Ikeuti*, Nattall andWilliams5 and recently by Truebloodand Loughridge''.

Before considering the results of these investigations it must be

1 C. T. R. Wilson, Proc. Roy. Soc. 104. 1. 1923.

2 W. Bothe, Zs. f. Phys. 16. 239. 1923.

3 H. Compton and Simon, Phys. Rev. 25. 306. 1925.

J H. Ikeuti, C. R. 180. 1257. 1925.

5 J. Nuttall and E. Williams, Phil. Mag. 1. 1217. 1926.

6 H. Trueblood and D. Loughridge. Phys. Rev. 54. 545. 1938.



pointed out that in order to get reliable results by this method, follow-

ing conditions must be taken in account:

1. As the number of respective tracks in each expansion, all con-

ditions being kept unvaried, is a matter of probability, dependable
results are to be expected only as a statistical means of a very large

number of observations.

2. As the absorbtion coeficient x varies with X
3,

small changes in

X produce considerable changes in x and therefore also in the number

of photoelectron tracks NP.
Therefore the wave-length of the X-rays

used should be known as accurately as possible and must be kept

unvaried throughout the time of the experiment.

3. It must be considered that not every scattered quantum does

give rise to a recoil electron track in the chamber. In order to leave

the atom and give a distinguishable track the electron must possess a

sufficient amount of energy depending on the gas used in the cham-

ber. Therefore in each case there must be determined a correction

factor / to be put in the relation

_

o

N
P

~1
x

"

(Where NP denotes the number of photoelectrons and N
c

the number

of recoil electrons.)

The results obtained with the expansion chamber can be compar-

ed with other experimental data most reliably in the region of wave-

lengths between aprox. 1 and 0,1 Ä units. The coeficients of the em-

pirical X-ray extinction formulas of the type

[im =x+ a = AlaZbJrBZc

in this region of wave-lengths are known with sufficient accuracy for

all the elements in question and so it is possible to determine x and

a and also
°

• By calculating on certain assumptions the correction

factor / for each case it is therefore possible to compare the
.

ob-

o
Np

tamed in the expansion chamber with f • — •

The results of the above mentioned authors, although they agree

in first approximation with the results obtained from the extinction

measurements for /•
0

,
show nevertheless a peculiar systematic diffe-
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rence. The data given by Compton and Simon and by Nuttall and

Williams show that for longer wave-lengths the ratio -jrf- is on the

a
Np

average slightly less than /—, whereas for shorter wave-lengths it

_

x

exceeds / .

For instance the lastmentioned authors get for X —

X

0,709 Am oxygen — 0,127 compared with /-- = 0,142, and for

X = 0,35 Ä in air = 1,67 compared with /-- = 1,48. Ikeuti using
Nf> Nr

X

only one wave-length A obtains
-ttt- = 11, agreeing exactly

a
Np

with the corresponding . On the other hand, Trueblood and Lough-

ridge using much shorter wave-length (X » 0,02 A ) find -.-.- some 50

a
Np

times less than - (calculated from the theoretical quantum-mechanical

expressions of Sauter and Klein-Nishina). Although the first discrepancies
can be explained by statistical errors (particularly for the results of

Compton and Simon, where the number of tracks in each case was

less than 100), it would nevertheless be desirable to repeat these expe-

riments, to get more information on the reliability of the method and

on the reproductibility of the results.

N
c

The present paper therefore deals with the determination of in

i\p

air for two wave-lengths, X m 0,45 A and X * 0,35 A, using several

sets of observations under identical conditions.

It is planned to continue these determinations with shorter wave-

lengths with the purpose to clarify the large discrepancy of the last

mentioned experimenters.

Experimental arrangement.

The expansion chamber used was of the rubber diaphragm type
and its cross-section is shown diagramatically in Fig. 1.

The lower part of the chamber consists of an aluminium cylindrical

body A. The rubber diaphragm H (0,3 mm thick) is pressed between

A and a ring C which fits in an annular grove in A. The inner space

of A is closed from below by plate B, containing the compressed air

inlet M and the expansion outlet N. The expansion outlet is closed

by a lid O, held in its place by the spiralcam R.

The upper part of the chamber is formed by a glass ring D co-

vered by a plane glass plate G. The glass ring contains two diametri-

365



cally opposed windows closed with aluminium foil, through which the

X-ray beam can enter and leave the chamber.

The upward motion of the diaphragm is restricted by a wire gauze

J covered with black cloth, to reduce turbulence and to obtain the

necessary dark background. The downward motion of the diaphragm

is determined by the position of the perforated disc E which can be

moved up and down in the inner space of A.

The upper part of the chamber is kept at a slight excess pressure

to move the diaphragm down till E. This excess pressure is applied

through the inlet X and amounts to several cm Hg.

By connecting inlet M to a suitable line of compressed air the

diaphragm is raised to the gauze J and the gas in the space above

the diaphragm is compressed. The expansion is produced by turning

the axis of spiralcam R that releases the lid 0 of the expansion outlet.

The expansion ratio is determined by the position of the perfora-
ted disc E, and using water and alcohol mixture (4 parts water and

Fig. 1.

366



1 part alcohol) expansion ratios 1,16—1,18 gave the best results. The

rate of the expansion can be varied by suitably adjusting the pressure

differences in the upper and lower parts of the chamber to give well

defined tracks.

To remove the ions already formed, an electric field of 40 V/cm

is applied between a tinfoil ring L below the plate G and the metallic

body of the chamber. Immediately after the expansion the lid O tou-

ches a contact spring R x
and so shortcircuits the field, preventing the

distortion of the tracks just formed.

To obtain a short flash of X-rays through the chamber just after

the expansion, a switch on the axis of the cam R actuates an electro-

magnetic X-ray shutter shown diagrammatically in Fig. 2. The shutter

is formed by two lead plates P
x

and P
2, 0,5 cm thick. Between the

plates moves a lead block B fastened to a shaft S, which can turn

around point A A small hole (0,5 mm) passes through P
x

and P
2

and

also through B. Shaft S is held in raised position by a notch in the

anchor of electromagnet E. In this position the hole in Bis above

that in P and the X-rays are barred from the chamber. As the switch

on the axis of R activates the electromagnet E, shaft 5 falls down

and both holes coincide a moment, allowing a short flash of X-rays
to pass into the chamber. By altering the position of the switch on

the axis of R, the instant of the X-ray flash can be accurately timed.

As the block B moves down farther, shaft 6" comes in contact

Fig. 2.
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with a regulable spring F and so closes a circuit of a second electro-

magnet, which actuates the shutter of the photographic camera.

The camera used for photographing the tracks was a Contax I

with a Sonnar object lens— maximal aperture F:1,5 and focal distance

5 cm. It was placed 24 cm from the center of the chamber at an

angle of 60° with the direction of the illuminating light beam (Fig. 3).

The focusing at this distance was effected with a separate focusing

ring. The actual exposures were made with reduced aperture, usually

F:2, to get sufficient depth of focusing (apr. 10 mm).

The photographs were made on Agfa-Isopan ISS films, sensitivity

28° Sch. (18° DIN).

The source of X-rays was a Coolidge tube with tungsten antica-

thode, connected to a high tension transformer equipment.

The results of the present paper were obtained with filtered X-ray

radiation, although it is planned in the further investigations to use

spectroscopically resolved monochromatic radiations. The filtering was

effected with Al and Cv filters, the necessary thickness being evaluated

from the absorbtion coeficient of the material and from the distribution

curves of the continuous X-ray radiation at the given tension (using

Ulrey's 1
experimental results and Kuhle nkampffs

B distribution expres-

sion), so as to get a band of wave-lengths not exceeding 0,05 Ā around

the wave-length of the maximal intensity.

7 C. T. Ulrey, Phys. Rev. 11. 401. 1918.
8 H. Kuhlenkampf f, Ann. der Phys. 69. 548. 1922.

Fig. 3.
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For the illumination of the tracks in the chamber an automatically
initiated condensed high tension mercury spark discharge was used at

first, but subsequently it was found, that owing to the high powered

camera lens sufficient illumination for obtaining good photographs of

the tracks could be effected by a 500 W incandescent lamp. By pro-

jecting the image of the filament with a cylindrical lens into the center

of the chamber a narrow sheaf of light was formed, giving good pho-

tographs with Vio sec exposures.

Stray light was eliminated by placing the expansion chamber

together with the photographic camera into a box lined with lead,
also preventing stray X-rays from reaching the chamber.

The arrangement of the various parts is shown in Fig. 4. (without
the cover box and the camera) and schematically in Fig. 5.

All the operations of an expansion cycle occur automatically in

the necessary sequence and time intervals by turning the axis of spi-

ralcam R, once the position of the axis switch and the camera switch

F is correctly adjusted by trial.

Fig. 4.
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220 exposures were taken with this arrangement in 7 series, using

two different wave-lengths of X-ray radiation. From these photographs
3150 recoil and photoelectron tracks were counted.

The results of the counts are given in the following table. N
tot

denotes the total number of tracks in each series, NP
— the respective

number of photoelectrons, Nc
— that of the recoil electrons. The value

of
a

is calculated from the expression

\Lm
=k

x
Z3 X 3 -h <3m

using Hewlett's 9 values for k
x

and om
(k

t
for oxygen — 5,20. 10~3

,

for nitrogen — 5,77. 10"3 and am
— 0,165).

The correction factor / is evaluated using expressions derived by

Nuttall and Williams™.

9 C. W. Hewlett Phys. Rev. 17. 284. 1921.

" I. c.

Fig. 5.
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v
(kV) Kff N

tot
N

P
N

C
Np

/
a Inten-

sity

40 0,45 697 387 297 0,77 0,92 0,9 0,83 Strong

594 327 267 0,81

557 301 247 0,82

286 160 126 0,79 Weak

283 156 127 0,81

52 0,35 574 230 344 1,50 1,57 0,94 1,48 Strong
158 62 96 1,55 Weak

V/.andJV. 0,35 222 83 139 1,67



As can be seen, the experimental value of ļ\f does not differ

o
Np

from the calculated value of /• more than by 6%. The weighed
N x

o

mean for X = 0,45 is
r

= 0,8, differing from /• — only by 4%, and
Np x

for X = 0,35 the difference is only 2%. Although there exists a dis-

crepancy in the same sense as in the results of Nuttall and Williams

(shown for comparison in the last horizontal row of the table), the

difference is much less. The consistency of the results in the different

series of measurements shows that the method used can be depended

upon.

I take the opportunity to express my gratitude to Prof. Fr. Gulbis

for his constant interest in the work and to the Fund of Scientific

Research of the University for a grant enabling the purchase of the

photographic camera.

Presented to the Faculty March 1940.
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Par X-staru radīto fotoelektronu un izklaides elektronu

skaitu gaisā.

J. Fridrichsons.

X-staru radīto fotoelektronu un izklaides elektronu skaita attiecība

WUson'a ekspansijas kamerā dod iespēju noteikt attiecīgam X-staru

vi|ņa garumam un dotai gāzei absorbcijas un izklaides koeficientu

attiecību. Šai metodei liela nozīme sevišķi pie īsiem viļņu garumiem,

kur koeficientu noteikšana ar citām metodēm rada lielas grūtības. Tā

kā šinī virzienā ir ļoti maz pētijumu on no tiem nevar secināt metodes

noteiktību, tad šinī darbā, kas domāts ievadam tālākiem pētījumiem,
noteikta diviem X-stara viļņu garumiem (0,35 Ā un 0,45 Ä) izklaides

N
un fotoelektronu skaita attiecība

.,

f

no 220 uzņēmumiem 7 atsevišķās
Np

novērojumu sērijās, saskaitot pavisam 3150 ceļus. Tabulā sakopotie
rezultāti rāda, ka eksperimentāli atrastā attiecība labi saskan ar izklaides

un absorbcijas koeficientu attiecību, kas aprēķināta no X-staru vājinā-

šanās izteiksmēm, un ka atsevišķo novērojumu sēriju rezultāti dod

kļūdu robežās sakritošus skaitļus.
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