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Abstract
On Dirac magnetic monopole and Hopf fibration

In this educational paper we consider the Dirac magnetic monopole as a solution of
Maxwell equations in analogy of the solution for point electric charge. Vectorial
potential for the static charge free Maxwell equations would give null solution, and
we follow the Dirac solution to join the charge reference with infinite far point with
the Dirac string to make the space topologically simply connected with trivial second
homotopy group. We find two solutions for monopole that do not agree between
themselves. Besides, in spherical coordinates these solutions don’t depend from the
radiuss. These are motives to apply for Dirac magnetic monopole a Hopf mapping and
corresponding topology. We follow the line of Naber’s explanations in (1) with aim to
clarify things for ourselves in where necessary. We conclude that the Dirac monopole
do all work of electromagnetic field in a sense it establishes necesary space and
conditions for its existence in the sense we see these things reflected in our physical
theory of electromagnetism. Moreover, this model principally works for other Hopf

homotopies too, e.g., at least in the case of mapping S* — S* too.

Key words: Maxwell equations, Dirac magnetic monopole, vectorial potential, Hopf
map, Hopf principal bundle, Hopf fibration, gauge connection

levads


mailto:dainize@mii.lu.lv

Lai noskatamies Niles Johnson (2) demonstréjumu:

http://www.youtube.com/watch?v=AKotMPGFJY k&feature=related

Vai $1s lekcijas no (3):

http://www.youtube.com/watch?v=ZkRXV620Uvs&list=UUd8300iK7-
Pk7vST8LFVe3A&index=4&feature=plcp;

http://www.youtube.com/watch?v=MwQjeSZ1-tE

Cik mums ir svarigi kaut ko zinat no matematikas un fizikas? Nu vispirms no to cie$a
kopsakara noteikti, bet ievérojot arm1 musu atskirigo izglitotibu gan viena gan otra
priekSmeta mums var€tu biit apgritinati atrast to kopigo formatu, ka par §im lietam
runat. Tomér diskusijas forma varam péc Sada formata tiekties un runat gan
pietickami konkréti, gan ari pieejami vairakumam un vairakuma situaciju. Mums
vienmér noderigas nostadnes ir atrodamas Wigner raksta (1) un Diraka raksta (2). No
vienkarsakas vai gandriz popularas literatliras $aja virziena més zinam Huang (3) un
Penrose (4). Tehniskais popularais Iimenis atrodams Lyons (5). Vienkar$akais
matematiskais limenis fizikiem atrodams Rasevskis (6), Nakahara (7), Isham (8),
Naber (9). Matematiski piecejama forma ir Landau (10), Penrose un Rindler (11). Jau
gritak pieejama literatiira matematika buis Marathe (12), Naber (13), Anastassiu (14).
Tehniski griti pieejams biis Naber (15) un (16). Fizikiem patiks Huang (17) un
lidziga literatiira.

No Naber gramatas (13) ievada, sk. vii lpp:

Matematika un fizika ir gajusi savus noskirtus celus jau tuvu gadsimtam
un ir laiks tam likt beigties. Neviena no tam vairs nevar atlauties neieveérot
otras problémas un uzstadijumus. Kapéc Diraka magnétiskais monopols ir
viens pret vienu atbilstiba ar principalo U (1) -saiski par S*? Kapéc Higgs
lauks Kklasificgjas p&c topologiskajiem tipiem? Kas lika Donaldsonam
1980. gada meklet Yang-Mills fizikas vienadojumos atslégu, lai atSifrétu
gludo 4-manifoldu noslépumus, un kada fizikala nojauta kvantu lauku
teorija noveda Witten, Cetrpadsmit gadus vélak, ierosinat nesalidzinami
vienkar$akos, bet ekvivalentos, Seiberg-Witten vienadojumus ka
alternativu? M@&s nedomajam Seit atbildét uz Siem jautajumiem, bet tikai
lai veicinatu gaisotni, kura gan matematiki gan fiziki atzitu
nepiecieSamibu péc atbildem.

Jau gramata (18) Naber rada So vipa jauno celu un vipa jauno programatisko
uzstadijumu, to lietojot Hawking-Penrose teorémai par singularitatém relativitates
teorija. Bet to te netirzasim, jo bis parak sarezgiti priek§ nematematiska klastijuma.
Pieturésimies Naber gramatai (9), no kuras ievada apliikosim vienkar§ako pieméru,
Diraka magnétisko monopolu (19) un Hopfa homotopiju.
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Diraka magnétiskais monopols

Kulona likums elektriska ladipa ¢ raditam elektriskajam laukam E
E=(q/p")é,, p=0 . Magnétiskais lauks B bis identisks nullei: B=0,p =0 .
Elektriskais un magnétiskais lauks apmierina apgabala R° —{(0,0,0)} Maksvela
(static, source-free) vienadojumus: divE =0;divB =0;curl E =0;curl B=0

0 ={0,0,0} ir atskaitita, jo tur atrodas elektriskais ladins.

Lai ar1 magnétiskais analogs elektriskajam ladipam daba nav konstatéts, Diraks
iedomajas to nemamu véra un Veikt analogu attiecigu rékinu, ievedot tadgjadi
,»magnétisko monopolu™:

Ezﬁ,éz%ép,piO.

yo,

Maksvela vienadojumi bus speka taja pasa statiskaja bezavotu forma apgabala arpus
nulles, kur ladip§ atrodas. Saja apgabala eksisté skalarais potencials
V(p,$,0)=-g/p . Skalarais potencials ir svarigs elektriskajam laukam, bet

magnétiskajam laukam svarigaks vektorialais potencials, vektora lauks A, lai izpildas
curlA=B , bet apgabala R’ —0 vektorialais potencials neeksiste. Vajadz&tu

izpildities nosacTjumam, ka jebkur§ atvérts apgabals satur tikai savus punktus. R -0
acimredzami to neizpilda, jo var ietvert sakuma punktu. Vai citadi. Otra homotopiju
grupa nav triviala, bet vektoriala potenciala eksistencei vajadzetu, lai 7,(U) =0

jebkuram valgjam apgabalam U .

Lai U ir valgjs vienkar$i sakarigs apgabals telpa %° un F ir gluds vektora lauks
apgabala U . Ja divF =0 apgabala U un ja otra homotopijas grupa 7,(U) ir triviala,

tad eksisté gluds vektora lauks A apgabala U , ka izpildas curl A=F.

Nu re. Visa vaina izradijas slépjas apgabala R0 topologija. Sads apgabals
topologiski gan ir vienkar$i sakarigs, t.i., fundamentala grupa ir triviala, bet otra
homotopijas grupa ir netriviala, jo eksist€ virsma (Saja gadijuma ap 6), kura nav
savelkama punkta.

Ko darfja Diraks? Vin$ izdomaja Diraka stigu, scilicet, savienoja nulles punktu ar
bezgaligi talo punktu — tiri topologiska operacija, bet ta telpu parveérta topologiski
vienkarSi sakariga telpa ar trivialu otro homotopijas grupu, priek§ kuras jau
vektorialais  potencials  eksisteja. Nepozitiva z ass ir Diraka stiga
Z ={(0,0,z) eR*:z <0}. Apgabala U, =R*—Z_ jau vektorialais potencials eksistg

un tas ir vienads ar



A (p,$,0) = 9 (1-cosp)é,.
psing

Tas pats jadara nenegativajai z asij: Z, ={(0,0,z)eR*:2>0}, U =R*-Z_un

A (0,4,0)=—3 (L+cosp)é,.
psing

Abi domeéni kopa Ai aizpilda ®°-0=U, UU apgabalu. Parklajuma U, nU_

atrisinagjumi A, un A nesakrit, jo citadi vektorialais potencials bitu bijis jacksiste

topologiski vienkar$i nesakarigajam apgabalam. Un tie$am atrisinagjumi atskiras,
dodot

A —A =(29/ psing)é, = V(296)

parklajuma U, nU . Bet kapec bija jace] satraukums, ja zinams, ka vektorialais

potencials uzvedas 3adi: curlA=B =curl(A+VQ) pie jebkuras realas gludas

funkcijas Q ? Izradas, ka kvantu mehanika ta vairs nav, un tas ari iz8kira visu. KM
Aharonov Bohm izdomatais eksperiments, kas 1960. gada ar1 tika apstiprinats
eksperimentali, paradija, ka vektora potencials var eksistét un eksist€ ari, kad
magnétiskais lauks ir identisks ar nulli, un tur izskiroSu lomu spél€ dalinu kompleksas
fazes, jo tieSi fazes ir tas, kas arl ,mijiedarbojas”, kad dalinas mijiedarbojas.
Potenciala gadijuma noteicosas ir fazes.

Kas no ta iznak? Sredingera vienadojums te ienes savas korekcijas, kuras més varétu
atte€lot sadi:
iqQ2

A A+VQ =y — %y,

proti, realas funkcijas gradientu pavada imaginara fazes izmaiga. Kada ta bitu
Q=296 gadijuma? Katra gadijuma vilpu funkcijam sanaktu Sada attieciba

i . itdagr _ 1 . e .
w, =e' %9, Pie €9 =1 un nosacijuma qg :En vilpu funkcija biis viena

visam apgabalam, un tas ir slavenais Diraka kvant&Sanas nosacijums. Tas nozimétu, ja
sads magnétiskais monopols eksisteétu, tad ta ladinam jabut kvant€tam péc $ada
nosacijuma.

Talak tiks radits, ka Diraka Sis kvanteéSanas nosacijums ir fizikala manifestacija tiri
topologiskam faktam, kas saistits ar principalo S*- saisku par S* klasifikaciju péc

ripka ITnijas S* fundamentalas grupas =,(S").

Vektorialo potencialu vél var parrakstit formu forma, dA=F, kur A ir 1-forma un
F 2-forma:



F =(g/ p*)(xdy Adz + ydx A dz + zdx A dy,

2y X +y?-1
x+y+1x+y+1x+y+1

#s (%, Y) = (5

2+7Z 72-7 77-1
7+1'i(zz+1) 27 +1

~g 1 (xdy — ydx) = g(1—cos¢)dé
pPILZtp

Aﬁ—g
pPL—p

(xdy — ydx) = —g(1+cos¢)da .

Labas puses izteikses sferiskajas koordinates nesatur p, t.i., izteiksmes rékinamas uz
S? R vieta. Sim faktam izradas izskiro$a nozime. Magnétiska monopola topologiju

aprakstis attiecigi saiskis virs S°.

Hopfa saiskis
1931. gada reizé ar Diraka rakstu par magn&tisko monopolu paradijas Hopfa raksts

par sféru augstakajam homotopijas grupam.

Lai iedomajamies apkartnes uz 2-sféras un projec€jam to punktus no sferas
telpa/plakné R’ kas iet caur sféras centru parastaja veida ar staru no ziemelpola (
{0,0,1)}) kano apkartnes U un dienvidpola({0,0,-1)}) ka no apkartnes U

Komponentei no U, biis attglojums uz R’ b = Apgriezta funkcija gan nav

1-p°
simetriska péc indeksiem:

2y X2 +y? -1
y+1x+y+1x+y+1

ds (X, y) = (

2+7 1-7 27-1
7+1'i(zz+1) 2z +1

= (

kur z=x+iy. ¢ (p)ir homemorfisms no R° bez zed pozitivas ass attelojuma, kas

ierobezots uz Uy, uz R®. Lidzgi, izslédzot dienvidpolu, dabiitu att€lojumu
pi
1+p

Pui= 5~ Punktiem peUg nUar ¢,(p)=zbis ¢,(p)=1/7Z.

Lai daram to paSu 3-sferai telpa R* vai labak C*: z7 +2z> =1 ir S* punkti. Ja

identificgjam punktus ar vienadu attiecibu z, / z, tad dabiijam kompleksu skaitli, kam



atbilstosie zedi veidos orbitu telpa S°, kas pati ir rinkis S*. Kads ir §is att€lojums?
Izradas loti vienkarss: att€lojums, kas identific€ rinki ar punktu ir $ads:

ir:S°xS* —>5S%:(z,2,)~ (¢) '(z,/2,) .

Sis att&lojums ir Hopfa attélojums viena no ta iesp&jamajam formam. Tas attélo orbitu
S* telpa S°par punktu telpa S° .

Lai to paskaidrojam precizak. Definésim attelojumu P :S® — S? | projekcijas
operatoru, sekojosi

P(z',2%) = ()" (z—z) . Tas arf ir Hopfa att€lojums

Izmantojot iepriek$gjo var iegit

P(z',2%) = ('7% + 2°7',-iz'7* + izzfl,‘zl‘z +‘22‘2) :

To parrakstot realajas koorinates iegiistam

POCXE, X, x1) = (X5 + 2y, 26y =22y ()2 + ()2 = 06) ~(¥2)7).

Dazi autori ar $o formulu iesak un ta defin€ Hopfa attélojumu, pieméram, Lyons (5),
sk. 2. Ipp. Parrakstot punktam P uz S® polarajas koordinatés

(z',2%) = (cos(¢/2)e ,sin(p/2)e'*?) , ieglisim Hopfa attelojumu

P(g,£,.&,) = (singcos(&, —&,),singsin(&, —&,),cos¢) = (singcosd,sin ¢gsin g, cos @)
kur @ =¢ —&, . Punkts uz S? iznak standarta sferiskajas koordinatés. 6 = & — &, ir

fiksets skiedrai, kur €  parskraidis visu skiedu. Bet projekcijas operatoram
argumenti doti diviem kompleksajiem skaitliem.




Apliikosim, ka nonakt pie S° starpdalosa tora T , sk. attela augstak. T ir virsma,
tors, kur zedi ir vienadi p€c normas, kur tora iekSpusi aizpildis |21| S|22| un tora
arpusi otradie. Tilpums tora T iekSpusé K, un arpusé K,, sk. attéla zemak. Pats tors
T izskatas sadi:
2 . N2
T :{(£e'§1’£e'fz) : 51752 c 9?{} .
2 2

Ko projekcijas operators dara? Punkti uz S°® ar fiksétu zedu normu attiecibu attélojas
ka viens punkts uz S*, bet pasi Sie punkti veido grupas U (1) orbitu. Kompleksie
pari ar normam attiecigi (0,1) un (1,0) veido divas orbitas, viena tora iekSpusg,

iedomajies ka degenercto toru (sk. bildé augstak), un otra — tora arpus€ orbita caur
bezgaligi talo punktu, otrs degenerétais tors, sk. att€la zemak.

Ka darbojas grupa U (1) sfera S® ? Ja g €U (1) tad punkts p=(z,z,) uz S°paliek
uz sféras, ja uz to iedarbojas geU(l) ka grupas elements:
p-9=(2,2,)-9 =(2,9,2,9) . Viegli seko, ka att€lojums (p,g) — p-g ir Li grupas
U (1) darbiba no labas puses manifolda S*. Svarigakais secinajums no $ada ieveduma

ir, ka grupas darbibas orbita ir rinkis S* . Visi punkti uz 3-sferas sadalas ekvivalences
klas@s, pa orbitam: divas orbitas vai nu sakrit vai ir distinktas; tas nu attiecas uz 1-
sferam 3-sferas telpa, tatad 3-sfera faktoriz€jas pa 1-sferam tam identificgjoties
parejot 2-sfera. 1-sferas ir lielie rigki 3-sféra, vel japiezimé. Tas tad nu ir tas Hopfa
Skiedrojums, ko redzam vizualizacijas.

Ar Hopfa saiSka palidzibu paskaidrosim, kas ir saiSkis visparigak arf.

Defingsim principalo saiski ka manifoldu S° (saiska universala telpa - total space),
manifoldu S? (saiska baze), projekcijas operatoru — gludu attelojumu P :S® — S* un



Li grupu, U(1), kas darbojas saiska telpa: ((z*,z%),g9) — (z*,2%)-g =(z'9,z°g) , pie
kam jaizpildas diviem nosacijumiem:

1) Li grupas darbiba saiska telpa saglaba projekcijas operatora Skiedras, t.i.:
visiem punktiem p un grupas elementiem g P(p-g) = P(p), t.i. projekcijas
operators grupas orbitu projec€ par vienu punktu, un tikai (Ipp.216, lemma
4.1.1(9));

2) (Lokala trivialitate) Katram S’ punktam X, eksisteé atvérta apkartne V un
difeomorfisms W:P*'(V) >V xG:p— (P(p),w(p)) , kur funkcija
v P™*(V) - G apmierina nosactjumu w(p-g) = w(p)g Visiem punktiem un
grupas elementiem.

Prasiba 2) skiet komplicétaka, bet ta vajadziga, lai formali nofiksétu faktu, ka
principalais saiskis vienmér lokali ir ,,eiklidisks”, t.i., universalais manifolds ir lokali
difeomorfs bazes manifolda ,eiklidiskai” apkartnei reizinatai ar L1 grupas elementa
,.ciklidisku” darbibu. Ta ari ir principala saiska visa butiba. Pieméram, trivialais U (1)

-saigkis virs S? ar standarta projektivo operatoru, bijekciju P:S* xU (1) — S? iztiek

ar vienu apkartni V = S°, t.i,, tas ir globali trivials.

Difeomorfismi ¥ : P (V) —V xU (1) saucas saiska lokalas trivializacijas un apkartes
V saucas lokalas trivializacijas apkartnes. Jaseko, ka notiek parejas starp dazadam
Sim apkartném. Lai defingjam g, =y |P'(X) un w,, =y, |P'(X) . Tad
kompozicija s, oy, :U@Q —>U(Q) ir difeomorfisms, kas rada, ka divas definétas

lokalas trivializacijas ,,saltm&” U (1) , sk. att€lu zemak.

P (z)

o=~

U  gRh b U
E/§ s

N L L

Vs« (Vr(9))

Attéls 3.

Lai §ts funkcijas aplukojam tuvak. Uzrakstisim sadas pareizas sakaribas:



1//3(21,22):(zl/zz,zz/‘zz‘) un z//N(zl,zz):(zz/zl,zl/‘zl‘) . Tada gadijuma

2

attiecigds ~ apgrieztds  funkcijas  batu W (X, g ‘2—2‘ g9)=(z,z°)-g un

oy o

¥ (% 9) =(z",2*)-(9°=") un lidzigi ziemelu puslodei.
z

Z/l7] 3l

Hopfa saiska tranzitivas funkcijas ggy (X) = g UN Oy (x) = T3 = (g (X)),
z[z] 2|7

i

Tam jasanak tadam, ievérojot to sakaru ar y funkcijam: yg oy lN’X (9) =09, (X9
un y ol//flsyx(g) =0, (X)g . Tranzitivas funkcijas vél var uzrakstit sferiskajas

koordinates:

gy (Singcosd, singsind,cos9) = e "
Oy (Sin@cosé,sin gsin&,cosh) = e

Tiesi tadas pasas parejas mes redz&jam pie vektoriala potenciala magnétiskajam
monopolam. Nu re ka sakrita!

Ko var redzet attela 3 no rekinata? Att€lotas tris Skiedras 3-sfera, vid€jo nosaka
elements x bazg, kreiso — kada grupas elementa g darbiba uz vidgjo Skiedru (kas

nojauc starpibu & —¢&, ), kur So pareju rekina / ,(g) un labo — grupas elementa
l//;,l’x(g) darbiba, ta ka pareju no labas uz kreiso Skiedru rékina parejas funkcija
Osy (X). Tada veida arT darbojas taises grupa U (1) , kas nodrosina pareju no vienas
Skiedras uz otru. Te kaut ka ar7 jasanak tai globalajai saistei: ja panemsim Skiedru 3-
sfera, tad visa grupa So Skiedru izdancinas pa visu 3-sferu, to parklajot. Pieliksim 2-
sferai kada ,,sakuma” punkta tangento plakni ar grupu U (1) piesaistot Sim sakumam

grupas vienibas elementu, un ... kaut kas $§ada stila jadara. Atbilstosa Li algebra biis
taises saiste.

Principala saiSka saiste

Mums bis jadarbojas ar tadam lietam ka taise (gauge) un taises saiste (gauge
connection) vai taises lauks (gauge field).

Ka pie ta nonakam? Ar lokali darbojoSamies L1 grupam mums dazkart nepietiek un
vélamies ko globalu. Izradas, ka L1 grupam lidzi ejoSas L1 algebras dazkart tiesi to
dara — darbojas globali. Ta tas bus ari Hopfa saiska gadijuma. Monopola potenciala
gadijjuma L1 algebra determingjas globali, vai formaliem vardiem monopola

potencials viennozimigi determing Li algebru ka 1-formu @ virs S*. To nodrosina



fakts, ka Hopfa tranzitivas funkcijas sakrita ar to, ka mainas monopola potencials
attiecigaja pareja. Te darbojas ta viennozimiga atbilstiba, ko Naber piesauca sakuma
Diraka monopola un Hopfa saiSka gadijuma.

Sis 1-formas ka LT algebras (vai attiecigas cela pacelSanas (path lifting) procediras
vai atbilstosas distribiicijas par saiSka telpu) sauc par saist€ém saisSki (vai, fizikalaja
literattira, taises lauki). Secinajums ir tads, ka Hopfa saiskis pielauj saisti @, kuras
aprakstsl-formu izteiksmé telpa S’ sakrit precizi ar Diraka monopola (imaginaro)
potencidlu. Atbilsto$a cela pacel$anas procediira telpa S° ,dara” to, kas jadara
monopola klasiskajam vektora potencialam.

Par principala saiSka saisti no citiem avotiem

Vispirms no Lyons (6) Hopfa attélojums izteikts ar kvaternioniem:

r— R (P,)=ril : ja vienibas quaternions punktu (1,0,0) e S* parce] uz P, Hopfa

att€lojums parcel r uz P. h’l(l, 0,0) =(cost,sint,0,0),t e R.

Heyley (19) cité Trautman: Saiska P grupas G un g: g ir identificjama ar autP
apakSgrupu.

Huang (17). Elektromagnétiskais potencials ir reprezentéts ar ta saucamo saisti saiSki
P(M,U(1)). Pamata saiste skiedru saiski E ir likums, kur§ katram punktam no bazes
telpas M liek atbilstiba gludu likni caur m ar klasi atbilstosu gludu liknu telpa E, katru
caur katru puktu Skiedra virs m, zinamu ka ta horizontalo liftu/pacélumu.Tas to dara
specificgjot kura komponente uzskatama ka horizontala komponente katram vektoram
katra punkta u piederoSam E, jo katrs tads vektors norada, kada vieda kada likne caur
u tiek vadita/novirzita. Tas viss defing to, kas ir tas, kam prieks katra punkta skiedra
Fm virs katra punkta m ie M jabt izlidzinatam ar attiecigo punktu katra no Skiedram
Fm’ virs kaiminu punkta m’ bazé M. Vertikala komponente katram vektoram E katra
punkta telpa E ir viegli specificéta bez kada tada likuma: ta ir definéta ar tangenti pie
u liknei Skiedra Fm, kur m=pi(u). Bet ar to nepietiek, lai fiksétu horizontalo
komponenti, jo Skiedru saiSkis nedefiné nekada veida ortogonalitati ie E. Saiste
pievieno talako geometrisko struktiiru, kas nodro$ina to darit gludi katra punkta u. To
visu precizi definé ar 1-formam ka Li algebram.

No Manin (19) gramatas: Runajot geometriski katra punkta x piederosam F saiste
izdala d-dimensiju tangentes horizontalu virzienu apaks$telpu , kura dz projecé
izomorfi uz tangento telpu punkta z(x) € M pi(x) , kur d=dim M.

Lekcijas interneta par Hopfa Skiedrojumu



leteicams noskatities Johnson (19) veidoto Hopfa saiska demonstréjuma programmu
http://www.youtube.com/watch?v=AKotMPGFJYk&feature=related, kas atrodama
vietné  http://www.nilesjohnson.net/hopf.html. Vai ari no http://knotplot.com
http://www.youtube.com/watch?v=P3k4DaRu9vs&feature=related.

Vel pieejams sekojosais:
Divas interneta lekcijas vietné IsAllAboutMath.com (20):
1.dala:

http://www.youtube.com/watch?v=ZkRXV620Uvs&list=UUd8300iK7-
Pk7vST8LFVe3A&index=4&feature=plcp;

2.dala:

http://www.youtube.com/watch?v=MwOjeSZ1-tE

Te vél kas cits:

http://www.youtube.com/watch?v=P3k4DaRu9vs&feature=related.

Secinajumi
Jamacas matematika. Nu ja, tas ir viens lielais secinajums. Bet v&l?

Secinajumi pa istam ir grandiozi. Pirmkart jau liekas, ka tas tikai piemé€rs ar vienu
ladinu, magnétisko monopolu. Bet patiesiba Sis ladinS izdara to, ko daritu visa
elektromagnétiska masginérija. Seit jau viss ir. Sis ladind parada, kur ,.dzivo”
elektromagnésms, proti, 4-dimensiju telpa, kur darbojas Lorenca transformacijas, un
taises lauks U (1) Hopfa S® — S® saigki. Vairak jau neka nav. Un to Gregory Naber

izsaka vardiem: Diraka magné&tiskais monopols un Hopfa att€lojums ir viens un tas
pats. Vins negrib izdarit secinajumu un lauj to darit fizikiem.

Par ladinu un ta kvantéSanu vél batiskak neka citas lietas darbojas Hopfa topologija.
Ko fiziki runaja par ladinu pirms to ciesi saistija ar Hopfa taises lauku? To varam labi
redzé&t Huang gramatas (4; 17) . (4), 70 lpp. m&s lasam: ,Ladin§ ir taises
transformacijas generators (generator of gauge transformations). Baigi labi, ne!? Otra
pieeja jau saistita ar Diraka magnétisko monopolu; (4), 91. lpp. lasam par Diraka
stigu. Nu tas jau ir tuvak mums, bet vél aizvien ka to atklaja Diraks bez kopsakara ar
Hopfa atklajumu. Pirma nostaja it ka nav kopsakara ar kvantu mehaniku, bet tomér tas
ietekméta, jo bez tas diez vai ta nostadne biitu tada. Otra, Diraka pieeja, jau skaidri
nak no kvantu mehaniskas izpratnes. Bet nu iedomajamies §is lietas liktas kopsakara
ar Hopfa saiski un attiecigo taises lauku. Te neka no kvantu mehanikas nav; tikai tira
topologija. Pie kam loti vienkar$a: ladina kvantéSanu prasa taises grupas U (1)


http://www.youtube.com/watch?v=AKotMPGFJYk&feature=related
http://www.nilesjohnson.net/hopf.html
http://knotplot.com/
http://www.youtube.com/watch?v=P3k4DaRu9vs&feature=related
http://www.youtube.com/watch?v=ZkRXV620Uvs&list=UUd830OiK7-Pk7vST8LFVe3A&index=4&feature=plcp
http://www.youtube.com/watch?v=ZkRXV620Uvs&list=UUd830OiK7-Pk7vST8LFVe3A&index=4&feature=plcp
http://www.youtube.com/watch?v=MwOjeSZ1-tE
http://www.youtube.com/watch?v=P3k4DaRu9vs&feature=related

darbiba, bet $is grupas pirma homotopiska grupa ir netrividla, z,(S') ir veselie
skaitli. Tas arT iemesls ladina kvantéS$anai. Ja aizmirstam par kvantu mehaniku, bet
zinam tikai Diraka monopola kopsakaru ar U (1) darbibu Hopfa saiski, tad viss mums

ir. Parsteidzosi! Ka to visu saprast?

Bet atgriezisimies pie Naber programatiskas nostadnes un sakritibas monopola un
topologijas sakara. Ka $ada sakritiba var rasties? MgEginasim mingt.
Elektromagnétisms izmanto ,,niSu” daba, kuru matematiski var raksturot ka Lorenca
grupu un Hopfa saistes lauku. Matematika tatad precizi raksturo ,,niSu”, kur mit
elektromagnétisms, un vards ,,precizi” nozimé to, ka elektromagnétisms ar to ari
izteikts — neka cita jau aiz ta vairs neslépjas. Nu ta — zinama patvala $aja sprieduma,
bet uz So bridi mes tiesa ta to art redzam.

Bet ir iespgjams ari cits uzstadijums un pat ticamaks. Nekadas sakritibas nav.
Matematiskais cel§ parada to, ko m&s no elektromagnétisma — vai kas aiz §a fenomena
slépjas — redzam. Matematika ir ta acs, kas redz un ir arT mérs tam, cik més redzam. Ja
kas tur ir vairak aiz ta, ko redzam, tad uz $o bridi tas ir viss — més redzam tik, cik
redzam, kas ir attiecigais matematiskais aparats — un tas ir elektromagnétisms.

Talak mes jautasim, no kurienes §1 redz€tsp&ja, ko saucam par matematiku? Nu
jautajums pats jau vedinas uz labam un sakarigam atbildém.

Dixi.
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