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Jautajuma nostadne

Principa, par pikseli més saucam patvaligu funkciju p(X, y), kura kalpo par
att€la intensitates funkcijas f(x, y) formétaju sekojosa veida

fxy)=> fk)px—ky-I).

k,lez

1D gadijuma tam atbilst

f(x)=2_ f(k)p(x-—k) (D).

kez

Redzam, ka izteiksme (1) nozimé funkcijas f(x) interpolaciju péc dotam tas
vertibam f(k) pie veselam argumenta vérttbam k. Turklat nevis vienkarSu
interpolaciju, kad tiek piedavatas kaut kadas vértibas, kas aproksimé doto funkciju
starp interpolacijas mezglu punktiem un sakrit ar funkcijas vertibam mezglu punktos,
bet gan precizi izsaka pasu funkciju pie visiem argumentiem — teiksim, ka més veicam
precizu interpolaciju.

Misu jautajums ir sekojoss — vai eksisté tadas funkcijas p(X), kas saskana ar
izteiksmi (1) lauj precizi interpol&t polinomus?

Turpmak funkciju p(x) sauksim par precizi interpoléjosu funkciju. Gadijuma,
ja p(X) nodro$ina tikai interpolaciju, bet ne precizu interpolaciju, tad to sauksim
vienkarsi par interpoléjosu funkciju.

Savukart paSu So interpolaciju, kuras biitiba ir vienas un tas paSas funkcijas
p(X) nobizu lietosana, devésim par homogenu interpolaciju.

Pirmas pakapes polinoma interpolacija

Nemsim sekojosu funkciju

1-|x|, ja|x|<1
p(x) = ) : )
0, pret.gad.

Viegli redzgt, ka p(X) nodroSina patvaligas funkcijas interpolaciju, jo vienigi k-
tais izteiksmes (1) saskaitamais pieskir tas vertibu punkta Kk, pie tam vienadu ar f(k).
Aplikosim interpol&joso izteiksmi (1) segmenta [k, k + 1]:
f(k)p(x —k) + f(k + L) p(x —k—-1) =f(K)(1 - (x—Kk)) +f(k + 1) (1 +x—k-1) =
f(k)(1 — (x — k) + f(k + 1)(x — k).

Redzam, ka $aja segmenta ta ir lineara funkcija, kuras grafiks savieno vértibu
punktus f(k) un f(k + 1), tatad p(x) nodrosina tie$i linearu interpolaciju.



Actmredzami, gadijuma, kad
f(x) =ax + b,
§1 interpolacija ir preciza.

Verts apliikot arT interpol&josas funkcijas (2) grafiku

-3 -2 -1 0 1 i 3

Pirmas pakapes polinomu precizi interpolg&josa funkcija.

Otras pakapes polinoma interpolacija

Karlim Freivaldam uz Ermita polinomu pamata izdevas izkombinét sekojoSu
funkciju:

%x2(3|x|—5)+1, jalx|<1
1 .
p()=1=2(xI-2)*(x-1), jalx|<2. 3)
0, pret.gad.
Sts funkcijas grafiks:
) VT Y v | —— |
-3 -2 -1 0 1 2 3

Uz Ermita polinomu pamata konstruéta interpol&josa funkcija.

Ta ka funkcijas (3) centrala veértiba ir 1, bet pargjos interpolacijas mezglu
punktos 0, tad skaidrs, ka §1 funkcija nodro$ina jebkuras citas funkcijas interpolaciju
saskana ar izteiksmi (1).

Savukart eksperimenti liecina, ka pie kvadratiskam funkcijam notiek preciza
to interpolacija.

Pieméram, sekojosa zim&juma redzam grafiku ar izteiksmi



4-p(x+2)+1-p(x+1)+0-p(x) +1-p(x=1) +4-p(x-2) +9- p(x-3)
definétai funkcijai, kura segmenta [—1, 2] vismaz vizuali precizi interpolé funkciju
f(x) = x%:

-3 -2 -1 0 1 2 3

Ma&ginajums interpolét funkciju f(x) = x* segmenta [1, 2].

Funkcija (3) vedina pieversties visparigakam funkcijam, bet ar lidzigu uzbiivi:
pl(x), jal<|x|<2

p2(x), ja0<|x|<1

p(x)=1p3(x), ja-1<|x|<0 , (4)
pa(x), ja—-2<|x|<-1

0, pret.gad.

kur funkcijas pl, p2, p3, p4 ir kubiski polinomi, un izteikt véléSanos, lai lineara
kombinacija
f(-1)- p(x+1) +(0)- p(x) +f(1)- p(x—1) +f(2)- p(x-2) ()
segmenta [—1, 1] precizi interpol&tu funkciju
f(x) = ax’+ bx + ¢
pie patvaligiem a, b, C.

Nav griiti redzet, ka tada gadijuma izteiksme (1) interpolétu ax’+ bx + ¢ pie
visiem Xx.

Segmenta [-1, 1] izteiksme (5) ir parrakstama sekojosi:



f(-1)- pl(x+ 1) +f(0)- p2(x) +f(1)- p3(x— 1) +f(2)- p4(x— 2).
Cetras nezinamas funkcijas meklésim forma:
pl(x+1) = al-x> +bl-x* +cl-x +d1,
p2(x) = a2-x>+b2-x* +c2-x+d2,
p3(x—1) = a3-x®+b3-x* +¢c3-x+d3,
p4(x—-2) = ad-x® +b4-x* +c4-x+d4.
kas nozimé, ka pie patvaligiem X, @, b, C més prasam, lai biitu spéka identitate
(@a-(-1)>+b-(-1)+c)-(al-x* + bl-x* + c1-x + d1) +
(a-(0)*+b-(0)+c)-(a2-x* +b2-x*> +c2-x+d2) +
(a-(1)*>+b-(1) +c)-(a3-x* +b3-x* +c3-x+d3) +
(@a-(2)?>+b-(2)+c)-(ad-x* +b4- x> +c4-x+d4)
=a-x*+b-x+c
Ar zinamu intelektualu un fizisku pieptli atrodam sekojoSas sakaribas starp
nezinamo kubisko polinomu 12 koeficientiem:
al= —a4,a2 = 3a4,a3 = —3a4,

bl = %—b4, b2 = -1+ 3b4, b3 = %—3b4,

(6)

cl= —%—04, c2=23c4,c3= %—304,

dl= -d4,d2 =1+ 3d4,d3 = —3d4.

Interesanti, ka veselus Cetrus koeficientus més varam izvéleties pilnigi
patvaligi — konkrétaja risinajuma tie ir a4, b4, c4 un d4.

Pieméram, nemot a4 = b4 = c4 = d4 = 0, tickam pie trim tiri kvadratiskiem
funkciju (4) sastadoSajiem fragmentiem:

-3 -2 -1 0 1 i 3

Aprekinata otras pakapes polinomu precizi interpol&josa funkcija,
kas sastadita no otras pakapes polinomiem.

Funkcija f(x) = x* segmenta [—1, 2] tagad tiek interpoléta precizi un izskatas sekojosi:



-3 -2 -1 0 1 2 3

Segmenta [—1, 2] precizi interpoléta funkcija f(x) = X2.

Uz Ermita polinomiem bazeto funkciju (3) varam iegiit pie sekojosam brivo
koeficientu vértibam:

ad=L pa=_1 cazqa=o
2 2

un tatad funkcija (3) patiesi precizi interpol€ kvadratisku funkciju.
Savukart, pavisam patvaligi nemot

ad=-1 pa=1 ca=10d4=-1,
2 4 2

legiistam pavisam eksotisku funkciju:

- AN
3 _V A n/ 1 \} 3

Eksotiska otras pakapes polinomu precizi interpol&josa funkcija.




Tomér ari tagad funkecija f(x) = x* segmenta [1, 2] tiek interpoléta precizi:

L
[\

-3 —f -1 0 1 2 3

Ar eksotisko funkciju segmenta [—1, 2] precizi interpoléta funkcija f(x) = X2.

IerobezZot pilnigo patvalu var ar dabisku ir prasibu, lai interpol&josa funkcija
butu nepartraukta.

Sai noliika vispirms izsakam miisu izteiksmes (4) sastavdalas polinomu forma:
pl(x) = al-(x—1)° +bl-(x—1)* +cl- (x—1) +d1,
p2(x) = a2-x>+b2-x*+¢c2-x+d2,
p3(x) = a3-(x+1)° +b3-(x+1)* +c3-(x+1) +d3,
pa(x) = a4-(x+2)° +bd-(x+2)* +c4-(x+2)+d4.
Interpolacijas mezglu punktos, ievérojot atrisinajuma sakaribas (6), ir speka:
pl(2) = —a4—-b4—-c4-d4,
pI(1) = — d4,
p2(1) = 3a4+3b4+3c4+3d4,
p2(0) = 1+3d4,
p3(0) = —3a4-3b4-3c4-3d4+1,

p3(-1) = —3d4,
p4(-1) = a4 +bd+c4+d4,
p4(-2) = d4.

Nepartrauktiba prasa apmierinat sekojoSus nosacijums:



p1(2) = 0,
i) = p2(D),
p2(0) = p3(0),
p3(-1) = p4(-D),
p4(-2) = 0.
No pédgjas vienadibas uzreiz izriet
d4 =0,
bet pargjas vienadibas preciz€jamas sekojosi:
pl(2) = —a4-bd-c4=0,
pl(l) = 0= p2(1) = 3ad+3b4+ 3c4,
p2(0) = 1= p3(0) = —3a4-3b4-3c4+1,
p3(-1) = 0= p4(-1) = ad+b4d+c4,
p4(-2) = 0,
ka rezultats ir viena:

ad +bd+c4=0.

Redzam, ka pie Siem nosacijumiem pilna funkcija p(X) jau atklati pienem
acimredzami interpol&josu formu, jo

p2(0) = p3(0)= 1
un
pL(2) = pL(1) = p2(1) = p3(-1) = p4(-1) = p4(-2) = 0.

Pieméram, pie

ad = 1,b4: 3,04:—1, d4=0
2 2
legiistam sekojosa izskata funkciju:
-3 -2 -1 0 1 2 3

Aprekinata nepartraukta otras pakapes polinomu precizi interpol&josa funkcija.

Citas dabiskas prasibas ir funkcijas p(x) gludums vai simetrija.

Sai noliika polinomu forma izsakam izteiksmes (4) sastavdalu atvasinajumus:



pl'(x) = 3al-(x—1)% + 2bl-(x —1) +cl,
p2'(x) = 3a2-x? +2b2-x +c2,
p3'(x) = 3a3- (x+1)* + 2b3- (x +1) + 3,
p4'(x) = 3a4-(x+2)* +2b4-(x+2)+c4.
Interpolacijas mezglu punktos, ieverojot atrisinajuma sakaribas (6), ir speka:
pl'(2) = —3a4—-2b4 - c4+%,

1
1'(1) = — = —c4,
pl'(1) i

p2'(l) = 9a4+6b4+3c4-2,
p2'(0) = 3c4,

03'(0) = —9a4— 6b4 - 3c4 +%,

p3'(-1) = %— 3c4,

p4'(-1) = 3ad+2b4+c4,
p4'(-2) = c4.

Atkariba no konkrétas intereses, mums tagad ir iesp&jams uzlikt cita veida
nosacijumus kKoeficientiem
ad, b4, c4.

Pieméram, paprasisim ne parak daudz — lai miisu interpol&josa funkcija biitu
gluda un simetriska nulles apkartné.

Tam nepiecieSams tikai
p2'(0) = p3'(0) = 0,

kas nozime
c4=0un9a4 + 6b4 = g

Tomeér kopa ar nepartrauktibas sakaribam
d4=0unad4+bd+c4=0
nonakam pie vieniga atrisinajuma
a4 = 1,b4=fl,c4=d4=0,
2 2

kas, ka jau tika atziméts, dod uz Ermita polinomiem bazeto funkciju (3).

Saprotams, ka nepartrauktibas, gluduma un simetrijas nosacijumus misu
funkcijas p(x) ¢etru fragmentu starpa varam kombingt ari citos veidos, tomer attiecigie
izvedumi tad ir javeic faktiskas nepiecieSamibas ietvaros.



TreSas pakapes polinoma interpolacija

leprieks guta pieredze Sim gadijumam rosina izmeginat lidzigas uzbiives
funkciju:
pl(x), ja2<|x|<3
p2(x), jal<|x|<2
p3(x), ja0<|x|<1
p(x) =4 p4(x), ja-1<|x|<0
p5(x), ja—2<|x|<-1
p6(x), ja—3<|x|<-2
0, pret.gad.

kur funkcijas p1, p2, p3, p4, p5, p6 ir picktas pakapes polinomi, un izteikt vélésanos,
lai lineara kombinacija
f(=2)- p(x+2) +f(-1)- p(x+ 1) + f(0)- p(x) +
f(1)- p(x—1) +f(2)- p(x—2) +1(3)- p(x—3)
segmenta [—1, 1] precizi interpol&tu funkciju
f(x) = ax’+ bx® + cx + d
pie patvaligiem a, b, c, d.
Attieciga identitate ir sekojosa
(@ (-2° + b-(-2)*> + c-(-2) +d)-(al-x> + bl-x* + ¢c1-x* + d1-x* + el-x + f1) +
(@a-(-1)° + b-(-D* + c-(-1) + d)-(a2-x> + b2-x* + c2-x*> + d2-x*> + e2-x + f2) +
(@a-(0)® + b-(0)*> +c-(0) + d)-(a3-x> + b3-x* +¢3-x> + d3-x*> + e3-x + f3) +
@@ +b-@M* +c@) +d-(@ad-x* + bd-x* +c4-x> +d4-x*> + ed-x + f4) +
(@a-(2°® +b-(2)* +c-(2) +d)-(@a5-x> + b5-x* + ¢5-x> + d5-x*> + e5-x + f5) +
(@a-(3)°% +b-3% +¢c-(3) +d)-(a6-x*> + b6-x* + c6-x*> + d6-X* + €6-X + 6)
=a-x*+b-x*+c-x+d

Saprotams, ka tadu uzdevumu risinat labak uzticét kadam automatiskam
rikam.

Zemak redzams ar Mathematica iegits risinajums:



{{&l—->85+ 4a6, a2 »-4a5-15a6, a3 6 a5 +20 a6,
ad— -4a5-10a6, bl b5+ 4b6, b2 — -4b5- 15 b6,

ik
b3 6b5+20b6, bd - -4b5 - 10b6, Cl—)——s— +c5+4ch,
1 1
cZ— ? -4c5-15cE, 03—>-E +6c5+20cH,
1 A
cd—s — -4c5-10c6, dl -d5+4d6, d2 - — -4d5-154d6,
6 2
1
d3—5 -1+6d5+20d6, dd— ? -4d5-104ds,
1
el - E +e5+4def6, e2 5-1-4e5-15e6,

1 1
e3> — +6e5+20e6, ed — -4e5-10e6, E15E5+ 416,
£2 5 -AF5-15€6, £33+ 665+ 2086, £45-4£5- 10 fs}}
Soreiz pilnigi patvaligi varam izvéléties 10 koeficientus no pavisam 36 —
konkréetaja risinajuma tie ir
a5, b5, ¢5, d5, e5, f5 un a6, b6, c6, db, eb, f6.

Nemot tos visus vienadus ar 0, ieglistam interpol&joSu funkciju, kuras visi
fragmenti ir kubiski polinomi:

Aprékinata tresas pakapes polinomu precizi interpol&josa funkcija,
kas sastadita no treSas pakapes polinomiem.
Tagad, pieméram, pielietojot izteiksmi
-2 p(x+3) ~4p(x +2) ~ —plx+ 1)+ 0p(X) + - Plx 1) + 4p(x~2) + = p(x-3),
segmenta [—1, 2] varam precizi interpolét funkciju

13
f(x)= =x":
(x) 5



//
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Segmenta [—1, 2] precizi interpoléta funkcija f(x) = %Xg.

Speciala gadijuma analize patvaligas pakapes polinomam

Augstak atrastajiem polinomiem, kas sastadija funkciju p(x), dalu koeficientu
vargja izveleties brivi. Nemot tos visus vienadus ar nulli, tika iegiiti konkréti n-tas
pakapes polinomi (n = 1, 2, 3), kuri lava precizi interpolét patvaligu attiecigas
pakapes polinomu.

Aplikosim So gadijumu ar1 patvaligai pakapei n.

Lai dazadu koeficientu indeks€Sanas struktiira butu regularaka, prasisim
sekojosu nesimetrisku interpol€josas funkcijas formu:

Po(X), jal0<|x|<1

p,(x), ja-1<|x|<0

p,(Xx), ja—2<|x|<-1

p(x)=1"" : (1)
P.(X), Ja-n<|x|[<-(n-1)

0, pret.gad.

Ta ka mis interesé polinomu pj(X) nobizu linearas kombinacijas tiesi segmenta
[0, 1], tad prasisim lai

p(x—-i)=>a;x",i=0,1,..n,
j=0

ko uzskatamibas labad var uzrakstit ar1 izversti:



n

Py (X) = 8y X° +ap, X' +ag,X* +... a, X",

P (X~ 1) =a,X” +a,X +apXt .. a,X",

n

P, (X =2) = 2,y X" + 8, X" +ay,X" +... &,,X

n

p,(x—-n)=a x’+a ,x +a,x*+..a,x".

nn

Miusu mekl&jamie lielumi tad ir So polinomu koeficienti, kuri apvienojami
kopgja koeficientu matrica

a00 a01 aOZ e aOn
alO all a12 e a1n

A= a20 a'21 a22 a2n (8)
a'nO anl a‘n2 i ann

Interpol&jamo polinomu pierakstisim lidzigi

n .
FO)=>a;x! =ax’ +a,x" +a,x* +... a,x". 9)
-0

Lai turpmakajas manipulacijas ar simboliem nebiitu problému, vienosimies, ka

x°=1,jax=0.

Tas, ko m&s prasam, ir atrast tadus koeficientus (8), katram n-tas pakapes
polinomam f(x) (9) izpilditos identitate

> )P x-i)= ().

ko parrakstam detalizetak:

Identitates nosacijums vispirms prasa, lai sakristu koeficienti pie x pakapém,
tapec pedgjo izteiksmi atbilstosi parrakstam, manipul&jot ar summas zimeém:

j=0\_i=0

un secinam prasibu, kurai savukart jaizpildas pie visiem a;, j =0, 1, 2, ... n:

iau[iaki“] =a;. (10)

Redzams, ka peédgja sakariba nozimé linearu vienadojumu sistému attieciba
pret miisu mekl&jamiem koeficientiem, bet ar bezgala daudz vienadojumiem.



Nav griiti noskaidrot, ka Sai sistémai lielakais lineari neatkarigo rindu skaits ir
(n + 1), tapec, pieméroti izvéloties aj, ] = 0,1, 2, ... n, komplektus, varam tikt pie
nesingularas apakssistémas, kura ir viennozimigi atrisinama.

Interesanti, ka viens fikséts koeficientu komplekts ao, ai, az, ... a, dod vienu
vienadojumu atseviski katrai nezinamo kolonai no matricas A (8), un Sie vienadojumi
atSkiras tikai ar to labajam pusém.

Tatad atliek vien pieméroti izvel&ties koeficientu a; komplektus, teiksim:
0-tais komplekts — (1, 0, O, ... 0),
1-tais komplekts — (0, 1, 0, ... 0),
2-tais komplekts — (0, 0, 1, ... 0),
n-tais komplekts — (0, 0, 0, ... 1).

Citiem vardiem, m-ta komplekta, m = 0, 1, 2, ... n, j-to koeficientu nemam
vienadu ar Kronekera delta-funkcijas vertibu
_ 1Ljaj=m
6(j,m) = {

0jajzm

Ievietojot to izteiksme (10), ieglistam vienadojumu sist€ému:

Zn:aij[zn:s(km)'ik] =38(j,m)
r;1:0,1:2,...n

kuru veél varam biutiski vienkarsot:

Zo:aijim :S(j:m).
m=0,1,2,...n

Ka augstak atziméts, viens fikséts koeficientu komplekts ag, a;, az, ... an, t.i.
fikséts m, dod vienu vienadojumu atseviski katrai nezinamo kolonai no matricas A (8),
un Sie vienadojumi atSkiras tikai ar to labajam pusém, kuras, savukart, tagad ir tikai 0
vai 1.

Tadejadi mes pedejo vienadojumu sist€tmu matricu forma varam pierakstit
nedaudz netradicionali:

11 1 .. 1)(a, a, @, - a,) (1 00 .. 0
01 2 .. njla, a; a, .. a, 010 ..0
0 1 4 .. n"||a, a a, .. a,|=/0 0 1 .. 0]
o1 2" .. n)la, a, a, - a, 0 00O 1

Lietojot apzZim&jumus, to parrakstam sekojosi:
V(n)-A=E(n),

kur ar E(n) apzim&am n-tas kartas vienibas matricu, bet ar V(n) — n-tas kartas
matricu, kas redzamaja veida ir sastadita no nenegativo veselo skaitlu pakapem.



V(n) ir t.s. Vandermonda (Vandermonde) matrica, kuru vispariga veida definé
ka tadu matricu, kuras rindas vai kolonas ir geometriskas progresijas elementi.

Kas attiecas uz misu nezinamajiem koeficientiem, tad atliek vien formulé&t
rezultatu — matrica A ir Vandermonda matricas V(n) apgriezta matrica:

A= V().

Nobeiguma apliikosim piemérus pie daziem n:

V(L) = (1 _1],

0 1
p 301
) .
Vi)=|o 2 -1},
.
.
p (o, 1
6 6
MO !
0 _§ 2 _1
2 2
o 1 11
3 2 6
p -2 » 5 1
12 24 12 24
o 4 B 3 1
3 2 6
Vig=lo -3 2 2 1]
4 4
o & 7 I 1
3 3 6 6
o -+ 1 11
4 24 4 24

Attiecigo interpol&joso funkciju p(X) (7) grafiki ir sekojosi:

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Pirmas pakapes polinomu precizi interpol&josa funkcija,
kas sastadita no pirmas pakapes polinomiem.



-4 -3 -2 -1 0 1 2

Otras pakapes polinomu precizi interpol&josa funkcija,
kas sastadita no otras pakapes polinomiem.

-4 -3 - -1 0 1 2

Tresas pakapes polinomu precizi interpolgjosa funkcija,
kas sastadita no tresas pakapes polinomiem.

-4 -3 - -1 0 1 2

Ceturtas pakapes polinomu precizi interpol&josa funkcija,
kas sastadita no ceturtas pakapes polinomiem.



