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lIoevads.

Ar 1910, un 1911.g. dardiem /20/, /21/, /22/*) Yolterra pamate
pimni veida komposicijas un pessutadlo funkciju telriju, kuras sistd-
aatickd islietofana integrilvienfidojumu un integrodiferenciilo vienfi-
dojumu atrisinifanf dota 85I autora monografijis /23/ wn /24/. Vo ci-
tiem autoriem, kupl dris pSc minSto darbu pudlikficijas papildina Vol-
terra tedriju, minfni §.C.Evans un J,Péxes. Pirad autora dardi /3/,
/4 un /5/ skay galveni kirtd perantablo funkeiju algedru un to iz-
lietojunus, bet otrd autora darbs /11/ - analitiskas permutablas funk-
eijas. Ar 1916.g. memuliru /27/ Volterrs ir stabilisSjis permutadblo
funkcijuv analisi, ievedot vispirigo komposlicijas funkcljas JjSdsiemm.
T8 k8 pSdSjais ir funkeiomila epecidls veids, tad permmtable funkeiju
te8rija ir ietilpinins modernajs funkoionBlu tedrijs.’’’ Bmda ustvere
atrodama modernajos Yolterra un Péres dardos /30/ un /31/, k& ari pir-
ni veida komposzicijas un pormmtablo funkeiju tedrijal veltitajld spe-
cifls monografija /28/.

Salidzinfine pirskats par minSto tedriju ir atrodams sekojoSes
atrefordjumos: /2/, /6/, /1T, /25/-

No plalfic pirmf veida permutable funkeiju teSrijas essmu 8inI dar-
DA d2vElSjdes the pamatprodlnmu: noteikt vi-
sas nepirtraunktas furkecijas 77 ,kas
ir permutadlas ar doto fumkediju 7y,
t. 4. kae apnrmnierine i1integrilsakarnu

:;{/'?/J} 9}//:",0"/4(4 =///l}9j ?9/.!//{(! /zé’ fx/y: /?.

8% problima ir diskutSta vispimme Yolterre pamatdardos /21/ un /22/,
kur apekatiti gadijumi, kad /fxg/u dot8 pirnlis, rvesp. otrile kirtas

+) I*M'u// ckait}i noriida darba numuru pleliktajld literfitiras
++) Skat., piem., autora d:.ﬁul:

e ‘A-J ‘_ .

- L .
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funkeija. Viepirigajé gadijusli, kad funkcijas 7777/ kirta 7 >%
(72 - vesels positive ekaitlis), J.Péves sava diserticijd /11/ leved
lerobedojuzme, plegemot doto un ari mekljamo funkeiju par snalitis-
ku. Pu d.nlto panatprodliau esmu rakstijis manfis publikéiedjés /9/
un /m/, kas noder par dazi 8I darda konstrukeijal.

Mani galvenie resultfiti un papildindjumi ir sekojosi. Lali ar
jounu metedi diskutStu pamatprodliou, 8I darda I nodalijumi ({ 4) es-
au noteiolis kemposicijas inversijas simbola 7/  isteikemi visphrsja
gadijund, kad 7/ 7/(/ % krtas un kenonickfis formas funkcija. Darba
11 nodalijusii pinSti isteikene islietota pamatproblismas redukecljal us
Jauna tipa integrodiferenciila vienfidojuma atrisinfianu.

Islietojot transformBicijas kanoniskd formfi ({ 3) un nosligtd cik-
la grupas funkoijas, esmu devis ({ 5, 4. un 5.n0d.) atklitu izsteikemi
permutadblim funkelijlim ar pimis kirtas, reop. 7. kiirtas funkeljil, kas
kmu}? formf reduodjas us vienidbu, resp. komposicijas vienidas pa~
k@pd .

Gadzjumd, kad £/%/ . pirmis, resp. otrfis kfirtas un kanoniskiis
formas funkeoija, esmu atrisinfijis (§ 6 un § 7) pamatprodlimu, istei-
cot jauno nesinimo mu:n

"!f/»!r;j /?/A’ 7/ Z/d//a’a f//:,d/ y/a'(//ogf

”}”/A}J/= //’/f/ﬁ[f,'x,y/p(_g‘ [/ = ,l(x-;/_/

un reducdjot probdlimu us funkeldjas K /3‘,'1’:;/ roksturigi integréilviens-
dojuna atrisinfBanu. Prodlind ar pimis kirtas funkeiju Z/xy/ (§ 6)
ir precisita atrisinfianas formula. Papildinot Volterra vispirigos
norddijusus esam dovis (§ 7) pilnigu atrisinfijusu prodblimai ar otris
kfirtas funkoiju 7777/ un konstatSjie, ka #ini gadijumi permutablim
funkeljia @77/ dexiga Yolterzs m=

Py = A(x-g) + ff\csﬂf(f X3S -
T8A8} funkeiju ¢/r7/ Ipadidas, kas pamatojas us 8is fommlas (f 6),

fomi
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(7 thdas pat kS funkeijBm, kas permutablas ar pimmis kiirtas funkedju.
Bes tan abos mindtos gadijumos // sastéiditi funkeiju X777/ un
@(s.x.j) notedkBanal jamni raksturigi funkcionflviensidojumi.

Problaml ar /. kirtas funkeiju #77/ (§ 8) novédu us iespdju
sastéiditos Jauna tipa integrodiferenciilos vieniidojumoe reductt us
integrilvienSdojunu. DMMskutSju ari specifilu gadijumu, kad 5/
nosligth cikla grupas funkedja:

£yl = £/
Darba 11X nodalljusd (§ 10, l.nod.) esau izlietojis pamatproblé-
o ar speciilu 2. kfirtas tnntc.un .
s Z
’ f/x,y/-— 1 )7 - /XJ/ (d(x;/
t. e. Pores transfommdcijas ) ) i
AN = (£4)X (15 73) [ 32 )( 1% f)= (12f)(1%)=17

nosacijuma o
e //L/zwa-/”//

esou castidijis funkeiju o//r7/ un (?/7y/ noteikBanal integrodife-
renciflos vienAdojumus, kas vispirina J.Péres atrastos pirmie kirtas
funkeijae gadijumfi. Iy dote ({ 10, 2.n0d4.) ari vispirinijums otral
JsPéres motodel, kad transfommBicljas veidotdjas funkeiju £, g) mo=
sakra ar tis rakoturigo integrilvionfidojunu. DJurba nosligunél | om
transfornficijas izlietotds komposlolijas binonmfila 1ntesralviensdo juna
atrieiniBanii, un konstatitas porautadlo funkeiju raksturigas grupu
Ipadidas.

danf badbilitScijas dardd /&/ spskatita galvend kiirtd permutablo
funkciju dszlietedana dallos integr@lvienfidojumu tedrijas jautijumos.
Sini dardd lietoju tidu pat funkeiju aSfinicijas apgadbalu, un 848}
te vajadsigas formulas ¢ JjSmodifios, -Mtnr_gl_ggnnn_gm
pamatdardbien un nanfa publixficijéa /9/ un /10/.
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1. ROMPOZICIJAS UE PERMUTABLY PUNKCIJU DAZAS
VISPARIGAE IpaSiBas,

51.

1. Turpniik lietotas divu refilo malnigo Y 7 funkeljas plepeman
par nepirtranktfim définicl jas apgabald

C/4 / A<y<xs b
kas attilots ar 2indjunfi nosvitroto trijstiri. Jautdjusos, Rur vaja-
daligi 8o funkoiju parcifilie atvasinijumi, plegeman to eksiestenci un
nepirtrauktidu ABfinici)jae apgadald (4 ).
J|-;¢ §=X

(1 A
a x 4

2. Ar divéa funkeijn <77/ wn Yy ,kMiar ko= po-
nentim, ispildito dardidu

X

(1) LS = [ fm g/
Sauc par pilizra d vo‘ida komposiociju un atrasto
funkei ju F’(’(//-/?{ par doto funkelju rezul tantli., Ja
Ay un ?"/W/ ¢/ nepirireuktas funkeijas apgsdbald (A), tad ari
to resultante //7y/ ¢ poplrtraukta funkelja tajd pat apgabali. Turp-
mik lietota vienigi pirmf veida komposicija, t4ds} Isuna ladad sauk-
sin vienkiiydl par komposieiju.

Zomposicijal der die tridativade Ipadida:

L7 +v)= LF+ 7Y A= 7 #f
m;.ociltxvl Ipad ida:

(/ /'(?"}"/

bet nepastivviepirigi komunfa ta tivide Ipadédidbacs:
Je« dJa divu funkeiju /’/1:03//, fé"/!zy/ kompozicija ir kommiititiva,t.d.

X x o ‘ 4 N
@ Si FL e [my ey = [epy fr gy
7 J

+ X
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tad t8das funkedjas same par permu tadlidm (pirnd veida).
7o resultante ;-,_)/y; ?f&nmmxauhm doto funkeiju, Jo,

plen. /. ,// /(5"// /
Cadijund, kad ©- ,e i raau muu kvadrits (otra pakipe)
(o= £1 = [Fruo froya

Sekojofic veselas kompos:cijaa pakf@pes
alnnsarfouulh

/ x,z, X /yfx o / /
Viegli ph!lﬂ-t 8o pakipju komposicijas likumu
/Am/n: /'a/-fm:__ /’”-ff} [#’ = ?/Ml{/p{?-ﬁéd ‘f;cy%z/

Specifils gadijumi, m/- 1 , dabl@ vienibae komposicijas pakipes

- . v ()" )"
@ = 2L /= ;:/),_.,,/: )" a9

_./X

! I’
kur /° (") apeimd Bulera guama funkeiju.
Ja algebrioki polinoni 7

(s) Pra)= ), 4 &"

K=y

apuing agbilos Z pakipes I pret funkoijas </7)/ komponioijas
paﬂp-// stadzodas Xomposicijas polinonms

(5') 7////1 Zﬁt/x

kan koapomicijas dardidas zipd ir formfila analofija ar atbilstiosu
algebrisko polinomu. X8 rodbefigadijumi, kad /7 > <© , usskatiina bag-
8aligh rinda (parastd) -

(6) Z 4‘- E‘.

un komposiocdiljas rinda

o

(6') Z e /""

K=y
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Ir evariga sekojods tedrdma:2) Ja rinda (6) sa-
viresds pilietiekoti musfs /2] nozimém,
tad kompoeilIeijas rinda (6') savirszaes
adesoliiti un vienmirlIgi kaut kdan
galigldn [/{/ nosimdn.

Pl.orldxjnn:n m:ut(:r:o}vu;tl:m

K K -
T RN = i G
Ja @stinieijas epgabald (A) funkeijas //7 7/ absolltas virtidas
augBuja robefa ir /7, t.di.

| {]< M.
Ja vinda (6) savirsas, kad
| 2] <R (Re 0 - positivs skaitlis),
tad pSc Cauchy-iadamard tedrimac eksistd positiva ronstante oC t8, ka
lae | < 7::} (F 2, B 35 sevese Jo
levirojot piddje nevienlideIdu un nindto novirtsjusu, atrod rindal
(613 aka:ltulto majorantu Mfe-a)

(€-2)
dﬁ{ Z@r_y/ [ i / R ,

kas cavirsas (< -~ naturfild logaritaa base). Lo t4 seciia koumposici-
Jas rindas (6') abeoliito un vienmdrigo kouvergenci.

£1 winda tad 4Sfind neplrtrauktu funkoiju, kas ir peruutabla ar
doto funkeiju 717/ .

4. Lal komposicijal ar reizinifanas dardidu aritaltiki bitu for-
aila analolija, ir jilieto kozpozicljas tedrijd vienidas elemente.
Volterra oavd secufird /27/ deved koapoz Ic i jas nul-
les pakdpes uhbolu/.kuunmmunr katru

funikeiju @
4= = oy

81 sisbola efekts nav atkarigs no dases funkodjas / izviles; Urtibas
43} dsvélas par basi 1, un raksta

x x
(1) /"ﬂ /."

W - . e gy e

1) £is tedrémas vispirinijurus un daudsus islietojumus . atrast

wlm' ﬂ&l 24, IX un i nod./ un Volterre-péres mono-
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Simbolam ir pilnigl formfile raksturs, un tas izdevigs apxijinu vien-
xrfoBanal.
ir sastiidimas siabolliskfis formas funkeljas
®) F=al'r fmy , ¢= €7+ 9ny)
kuyu izteikends 4 un £ ir komstantes un £ (17 ), #(%4) ¢o funkeiju
rédguldaras da}as. Saka, ka dara funkeijas # ko m p o-
giIocoiju pa ladi ar » kad
f‘?ﬁ‘: a6/"+ ay +¢€/+ /5”‘,
Det kEomposiciju pa kXkrelesi, kad
ff)‘,&" = a4 ay + 8¢ + ;0'/'
Cadijuni, kad rSgulfris dulas 1:; perautablas
/x?l _ ‘7"/,
ari simboliskiis formas tumf.j? (8) ir permutablas

Pg =g~

§ 2.
1. Iginjedja. Ja funkediju //x,;/ var 4igs-
teikt fLfornma (;zjd-/
s
(1) fry) = — g PO

tkuyd £ 4r redles skaitlis, kXas nav
nuilile val vesele negativs ekaitlis,
[(%) 3¢ pulers gasss funkeijawn 9y 1r nephr-
travkta funkeija, kaes 4A8finicijacs
apgabdbala (A) taisnects pnnktoa;-xat-
8kxiyas no nulles:

j(x,x) >z 0}



tad /my) save par rdguldrBes kBrtan.
funkociju, smy-par funkeijae fry ka-
rakteristiku un j/&l’/-par diagonal i.

Laraktoristika j/x,;/ ir pirmfis kiirtas funkoija. Formuld (1)
faktors (x_;)d'

‘2) /’"{,‘/ ]
L4

ir icteicams ar vienibas vispirinfito kemposIloijae pakéipd 7 . Tpée
formuin (1) var parrakstit mmn:a foxmi

(2*) Aing) = 1 gmy),
kae deriga r 8 gul d@ras lkirtas (X « nav mulle val vecels no-

gitive skaitlis) gadijumi.
Ir sokojodfis divas tedridmas: ) par rezultantes kirtu un diagoni-

b 4
= P

i@n.

I da divue funkeoclju //LJ/,%/&;/ kArtaes
X ir r8gulras un ari esunaax+f ige-
teic régulazru k@drtu, tad to rezul-
tantes /'?" kBrta 4r x+f, umn to diago-
nfjlu reisinbBjuanse vienlidaigs ar re-
eultantes diagonidllil.

ApsinSjot funkeijas (1) diagonfili

gm0 = D(#/

un otrfis funkeijas !
(X"';} ?[x‘]/-— /'ﬂ"f’/hd’f/
(3) Yxg) = ey
diagonfili y«/x,-‘l/'-" D[?p/}

var ucratetit tedrtnf minSto sakaru etarp diagonildm sekojodi:
(#) D({¢)= D(4) D(y)

11 Ja 1epriekBid)8 tedr@ma minggtias

1) FPle a‘>a >0, ske ) S re
m /gufl;l R ﬂ ’ pien. Yolterze-Leres




-9 e

funkedjas //J’:/,;ﬂu,;/ ir permutablas:

X x X
£7=¢7
un t0 karakteristikBa 974, ¥y ekele-
tf pirnés kdrtae poqroiilie atvasli--
ndjundl, tad pastAvVv sekojods esarars
starp te d4diagonil 8m:

: [l
o LI e i S’

[Wx;r/]_ﬂ{ ' [D[w]ﬁ

GadIjunan, kad X un 4 ir noghtivi skait}lli (ne veseldli), minitis ted-
TUnas plerSdijis J.Peres darbd /12/, modificijot 8ini gadijuné kompo-
sicl jas jBdzierm

(6) /‘fﬂr:“ {f}f’/mjf’/i;/%f
ar notelktl integrila laixso dn}u’,’

2. J.Pexes d5finéjund funkedjas kirtu « , kas ir nulle vai ve-
sols neghtive ekaitlis, sauc par e i ngul 68 ru. Ieprickdsja
paragxaffi lietotas sisbolickils formas funkelja

F=ad®+ fing)
Ja 4 - xonstante un /m /- rSgulirae kfirtas funkolja, ir visparigals
veids funkoijfim, kam kiivta ir nulle. Funkeljas, kaa kiirta ir vocels
neglitive skaltlis, apskatisim 4. §-fa, levedot kompozicijas inversi-
Jas sixdelu /‘-1—

ﬁ’o 4 la fo -

1. Lal permutablo funkeiju paaatprobliénas atrisinfifann vienkir-
Botu, Volterre un Pérse?) reducs doto veselSie positivés kirtss funkei-
Jut.s. kanoendiskid foram8 arspeciilin trancforufici-
Jin, kas nemaina komposiciju.

3) Bo jsazdemu (. . apaIndjumu analisd ievedudl
d J.ﬁgg‘ﬁ!&“ (Jf. un ﬂ%ﬁﬁ;;!!i
4) Vollerra-Pdxes /28, 1pp. 37 un 43/.



ipskatisis vispirms t8du transformfciju gadijumfi, kad ir dota
pirm&s kartas funkelja £/% 7/ , kugal eksisty nopir-

traukti pirule. poreiilie atvaslinijund péc u\’m; « ApzinSsin funk-
cijas:

(1) //.r,x/ = an)zo

2 [g‘ﬁw: é0).
Mvu funkelju £/17), 9/4)/ ¥emposicijas resultanti

X
77 = [fr9 g1/
ar mainige transfomiciju J
(3) N= (), y=l(7), 7= @(v/

pirveide par /x;ﬂx_: :}/;ﬂ/"’(f/; w/,,_//?/m(‘,_// @/7//0)?6‘/4/(5,_'
kad w/¥/#0 . Ja leved divas funkoijas /7/, 37/ ar mosacIjum
(4) d/é"/ﬂ/cr/r- @/ J’”‘“’ W(6)= /ﬂfﬁﬁfﬁ'/a/cr‘
un sastida funkodjas
(3) F(s,7/= zx(;/ﬁ;/? ) @), @), Hs9)= )Pl ;ﬂ/w/d. (),
tad ;’;;:1:“‘:3';}/3[7/ 5/ /,[ [a;[;/ ; @/o—// 74 a?/f/; «@/9) / X(T/ ﬁ/aydr
var pic sakara (4) isteikt ar rezultantes /7 transforaBto funveijn

(6) /'4¢‘ = X(3) Bly/ [{{Z.:ww

= &7
7845 k3rtd secinam, ka 1iototd transfofnsoife nemaina kom -
poesici ju.

Atradisin transfomficiju (3), ar myu funkeiju //r,;/ roduod ug
kanoniske formu, t.1. lal bitu ispilditi nosacijumi

¥/ - 2£ -
m  fay-21, (¥ o (3] o )
/ ol
Fs 5/ = «(3/ /3/{///41/= (3 an)= am/ Ly 7
tad pirmo no nosacijumlem (7) var apmierinit, ja isvilas

(8) §= /d/:/a/l.

A ki



o)) =

PEASjuis sakars pilnigi noteic inverso funkedju

X = (3),
Jo pEc hipoteses
acx) #o,
% k4 /
H as W /f/
[__5; b= Pl R0 + L3 pry) €4

’ oAX
un & /f/= Zr » tad ar otro no nosacijuniem (7) sastida funkeijas oC
roteikianal diferencifilvieniidojumu
A% -
do} 2= €)X = o,

ne kuya ar kvadr@tiru dadl f{m
“law o

(9) &= £ (€ - naturdla log. base).
levérojot (8), no sakara (4) atrod funkeiju f £ B
(10) R A
/5 q /x)X V74494 .
Piesine: Tredais no moteikusiom (7) ir automatiskl izpildits, ja ir

deviroti pimmie divi,
2. Illuectr@sin minSto transformficiju ar p i em & r u ;

(12) iy = g + Bagy) (s + 2,
Jaj/lsf ir dotd funkeija un / , 7 - konstantes, kugu sumaa nav sulle:
A+ /3= o.

Te vajadsigis funkcijas ir
. | _ e
a) = finy) = [A+8)95) 671/ = /W/J:; /f//-

/
o VT3 ) A4 a3 ]
= (X
ax) A+73 [ /‘7 )} )
un no formulae (9) pBc kvadritlras dadil

A

X = [;?/x/]_ A+8

“tm‘m)-m:ﬂ ’

= ;;;;" [5”‘/]

B
-

-
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78 tad (11) kenmoniskfis formas funkeija ir

‘ ' 7/ /4}/(/:‘ /5;{;,/
(22) F(J;?/:Zdﬂff/‘:j/ = /. 5 [
X=w(s) A+0 /V/A*/‘} F e
J= @) (/ éf{/// A= c(s)
kupd lietotfis substitleijas funkeiju “(5/ moteic mo sakara /=<y
(13) }:fq (x) ctxX — (AJ—IB/ /g/k/a(,]‘.
SpecilBly8 gadIlIjund, kad
j/ﬁjr ..I’,
dotd funkeija ir linsdra
(11+) Iy = A+ gy,
un formula (13) top paw
A+ L

jf: z X,
mtaaammam(u) Jalevieto

‘X:(Ma/;b: J_(/H,@ /7/

tad rodas linsfirai funkeijai atdilstofa kunoninm formas funkecija
4 /‘;J'" - /37
(12*) F/’-’ 7/ - ; =

f-‘(ﬁwj L/Ma/
fadas funkodjas ;t-mn.lp veids (A+4 =1) mindte Vollerra~reres
monosrafiji /28, 1pp. 51/.

3. Augotiikis kiirtas funkeljas transformficljal kanoniskii form8
izlieto seokojoiiis formulas, kas izteic saliktis funireljas atvasine
Bunas likuvoue. Ja dotd funkeijl [/x/ usskata mainigo < kA cita mai-
nIigi § funkediju

xX = c‘-’(-{}J
tida salik _
tad spas to funkeiju G(yr_ @(_w(fd)
kuyae atvasinijunus pdc Jauna argumenta / isztelc ar fornulfm:

e df e d‘%’ s LE v
*it &-@(;/,-&—{-}—; (_/-/-—- NE
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L8 S ; i , )
= G L]+ 3 opola) e ety

a A
Visparighs formulas
3 d‘: ’ WC'I Y dﬂff 6! Gy
L Lo T L L) e 08

parelzidu pierdda ar matimatiskiis indukedjas sl¥dsienu. Tleddn, pie-
pemot formlu pmlw ar 72, sastida ar atvasinfiamu pSc f formulu

[&)/JZ] - *——-[a;[f}]r;"ﬁj/r—

d 4
OC;IH-I_- dI'H /
4 200 AG o) & P04 wa +_ it 4
Jed T ¢ / / < = Y
wii o H-f nt/ (mtr
d"¢ B ‘”[ (f/’] émyﬂ d#iw(%/ m[ﬂ*— _+£a)(é}

0(3-1” il ax
kas rodas no (14) ar 7 apmalpu pret /7/.

4, Ja ». kirtas funkeljae

(A~
(15) //L]/'-r ———f—%//x,;/

karaktoristika 947/ Ar diferenoéjama funkeija, tad 43fInicijas ap-
A77y/un tas atvasindjusi 11ds

gabala talenes J=X punktos funkedje
(7-2) ksxtal pleges mmlles noefai ™)

9 frey) ; ( e gl =x,
2x° ;1/ n Kz & 05 n-z__)’
det (7-1). kartas .. !'unkoiju nosines
0-/ g
-¢) / / Juv= 2y

o
amn [ / /
7 =t 1= x Ox” .297/--:&

nav milles ( 4 (X/#0). ApsiaSein 7. kirtas atvasindjumu mmes ar

IR ST

#) Fermulie (16) atvasinijume ar kirtu 4=+ apsInd padu funkelju fEay.

7~/

(F 4]+ 0/

(16)
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Ppar *amonisk@e formas funkoiju #ky saukiu tad,
Ja ditn 44)=1 wn /Y= 0. Us thdu formu var yeduedt doto funkedju,
l1letojot transformBiciju, kae noteikta ar fornulim (3), (4) wn (5).

Sastadital funkeljal /77, )= « /yﬁ/,/ /(4,{3;}) ofy // Jagprierins ee-
ko jo¥li nosacXjumi:

(26°) 0 Fs7) 7 , ("*J* k, )
[ 9§(97J e qu L, 2, 044, 77=4,

dia’ . o~/
(17*) on- //4—: _ / 9_{[/ — =__(_’,/ ﬁ j/—_- 4
9{"’ 7= ot M ) 7 r-5
94
an R Y )
[9:"4 5 o ’97 e 7=3

% pSc formmlas (14) parasugs var .‘I.atol.kt atvasini junu

"~ <, ”-
as (5 (o] %é [or7] "%

?5&“/

[ / = X(5/ply) amloty]'= aw /o))’
7=

s

= 4,
25" Jy~s

ar mainign Spardciju un kvadrStiru atrod

(29) $= f[a/r/_/ 7

Fo loprickdSji sakara iy atrodasa inversés funkeija
A= @05/,
kas lietojama transformicijas formulfie (3).
PGe leibnica (Leibnis) reisindjuma atvasiniSanas likuna un (14)
sastida atvasinfijuna umm

ﬁ[,’/ {,((;/L - (w/+ h(n // " /@/ o T,

29t

un ne nesacljuma (9""F




38 e
kugil oiti locek}d satur funkeijas 777,/ seslikas kirtae atvaeindjumus.

E
95" 7.-..-3‘

pic pirveidojumien atrod sakaru
£'s) 4 2 27
0([_57 " @’ L @' 974/;-/
Ja te izteiec
CJ 2. A— [ﬁ/’/‘/

levedot maldnigo x , tad dabll pSc parveidojumiem difevencifilvioniidojumm
A Adx rn-/ ) J&/a[ ’5’/1‘7

oL X Ay
no kugps ar kvadrsitizu atrod

r_/
{20) oK = [cmy] M.

PEAigl o sakara

Ax man)’

___f V1274 Zx
A2 /x)

L. ﬁ s @'
pee X un &’ izteikxemju substitficijas aprékina funkoiju
h+/
l/,ri
iy fnqa/

(21) ﬂz [a/x,y-
Ar Badém X un F izteiksmén konstruStd funkelja

“pFny/,
X @8, 7= @/7/J
apri}initu mo (19), ir 7 irtas un Xanonickis formas funkeijs /% 1/

kurd jiieviete

L/
§ 4. Komposloljes invorsijes simdols 7 .

1. Voteiktfi integrfila invernijas problémé (kad integrili robotas
drmainigas, dr j8atrisina p i rm @ velda lineirie
Veltorra dntegréalvienado jumi

(1) /"//:,:7 4y = ¥y,
S



r* T

(20 . Y flry)os=winy),
Ja ir dotas énnxu:u apgabald
(A) a < g < 2¢c s &
funkoijes F£/77/, ¥/ny/ un jimoteic funkeija ¥/r7/. Ar komposicijas
2/ sindjunien vienfidojunus raksta formi
(") £ 7=y,

(21) S = vony,

un toe sauc par s ad iedro tiem vtouldo:uni.;.‘”
HinSto integrlvienSidojunmu atrisindjunus attiecigli isteic ar formulim

3 emy=77% (komposZeija pa kretsd ar /' )

(4) Pra.y) = -yf/-, (komposicija pa ladi ar /I_/ )

listejot kopigo _toapoa!e::ac inversijas
simadolu /’.mmmmm

w
2. Apskatisin e peciSlu gadijumu, km/u
mnmmmaumz
Fow o o« L
4~/
tmum-n-pmuu4 5{‘ .(n:p f r var ustvert kii / kiiyr-
tGju hw.

- 7/ S
2 g W) f ’“/fé' ) @4y

h-

Jox
‘?f"_' jqp/ny ﬁ//’ L/d@/aﬁy ../}’/44,/0//?
et

Kad mu Y,/ wBrta iz

m>y,

tad sabledrotoe integrlvienfidejumus
(6) 1" = wony
(6*) Y"/"____ ¥y

+) mtlm associees oy adjointes.
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(N - = —gm

o }*/r y/
(1') = 1)’

unlosnmmmbulnumuxu

p=1"F, . g=Y /]

tad komposicijas inversijas simbolam

/-/= /-o

dor nosacijumi ) /_,,, y_ /’a
- % /my/
un - _——
/7 ¥ Xk (xomposicija pa kreisi)

(9) " y ¥y
'V‘ / = C_d (xomposIcija pa labdi),

Ja funkeijas ¥/ kixta /7>7.
Kad /1y/4¢ /.kfrtas un kanonisks formas (¢ 3) funkedija, t.4.

2&'%/“‘?/ _ . ( C}ﬁ/-
(10) [‘Dx 29 L y=x K=o, 1,2,..., 72, ,.,

P ?34
G (oo

) vy = 7 2 vy =

var isteikt padu funkciju divos veidos pe ,(.

a2) v /Ny = f”-r /”}*; = (// }/'4/
{Wf// P b /= /"*7’//

Salidsinot ar (6), secinam :I.mm.lu simbola / nosacijunus
3 'y
(13) {’/ /"l’ = / * Oxr

1754""'= /4 &)

\‘..D

.‘g
ﬂ\
.
\--_.

‘V/




kas dor tad, jJa 7 Ar % kiirtas un kanoniskiis formas (10) funkedija.

3. VispArigaja gadijumB, kad /vy Ar
7. kiytas funkeija, kompozicijas inversijas simbolu / ~ var usskatit
par singuli@rae Kkirtas (-7) funkedju. 58du funkeiju
viepirighs isteikemes ir devis J,Pérde®) sekojodd veids:

(14) /K-/= 94/1//“”-;- 1) /—".';.... s 0,,/1//"0—/- /,7/!7/
vai

s

,\’_ ..l’__’ f o Xo
(14) 7/ = &y’ r G) 7 e 15:7// +/;:/1,67/

% /iy, /2ty Ar pesitivas kirtas funkeijas, un citi looek}d
ir funkeiju

Botk)y Rrx) 301, ui);  6CH), C(8) 50, “acy/
roeolicsindjumi (bet ne kRouyosicdjas) ar
sinboliem

x

752 7  Fe
Komposiciju aprijines ir isdevigi lietot formu (14), kad jidara kom-

posicijapa krelisi ax /_/L/ » bet formu (14') koaposicijd pa

labi,
Voteiksim funkeljas
Aoth)y..., An(t), GoCY)re s & ), ﬁ:.-",r,/u// /f,_”/x,//,
plegemot, ka dotal 7 kfirtae un kanoniskfis formas funkoijai 45finici-
Jas apgabald (4 ) eksistd noplrtraukti parcifilie atvasinfjumi 13ds
kfirtal /» (deskaitot).
Lai atrastu, plem., funkeijas %x/, -, Fnd)/ /7y seviete
simdolisko isteiksni (14) sakard
/,l’.../.fﬂ - /o
un ispilda norfditss dardidas pSe kemposIcijas llkumiem (9) wan (13).
Rodas sakare "
0 / 2 X Ko
d,(’l/ / —+ d¢(1’/ %:i o d/(‘/ ?{ oA e -+ 417,‘,/37/&7/% /}f’/:— /}
no kupa secina
4 ret = L.
PS¢ vienkfirSoSanas dabdbll jaunu sakaru
a8) ¥Z . 40 T o
e 1 b v ) St e s fod o iy e

5) dePéxes /12, § 3/ un Volterra-Feres /26, Chap. Vil/.
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kas noder atlikude fumkodju 4,x/,.., 4cx); /7(ty)  noteikanal.
Ja te ievilas / =X un levero mmuu /t7/ kanoniskis formas

nosacijumuse
+) =K
Z //r,;// . (:J , )
= K-:Q /,4’,.'-, 97-‘"’/ "
9,( oZ/d' - X
»n=f
Wt <)
[‘?/ zh["//:_...‘:(#//’”f’/ = if
9;”-—! = f’:\'”-xi}‘ (7= x I=x
tad atred

4, = o.

Lei moteiktu 4, x/, atvasina sakawu (15) pSc¢ 7 un lelisk dabdl-
tajs pakavi 4y = x . Iovirojot mosacIjumus (16), atrod

5
4/1/? (“*__‘_9‘,, Y /5« ;x

TanlIdsIgh klrtd turpinot, var noteikt funkcijas

dy(x) 3 v, 4’,,/1/,
lietojot dotls fumkcijas //r)/ sekojodo augstikiis kirtas parciilo
atvasinijuou nosines, kad 7 = x ., P3AEJEs funkeldjas 4, 7/ Szteiksme
satur %nr, 9 annm kiirtas parciilo atvasinijumu

91”’ 21" Jy= —

VienAdojume (15) attiecId@ pret nesinfmo funkedju /47y ir
Pirnd vVvedida lineirais Volterra integrilvienidojums. Lai
to atrisinitu, atvasina atkiirtoti 77 yeis pSc 7 &I vienfidojuma adas
puses. Tadrodas o t r8 vedida Volterra integriilvienido-
Jums

X
an ey o+ 7/ VY farapeis = bty

Jobd 5 3
By + £ 4 = Hny),
J. m 5
/ r n 2 /(
| —/ —
= < {/I/ ( } ?,{ ¥
(18) -9 -l 4

tay=c),

4
L oo T ”’1“”/?*:;;; Honse K M B 2 fd/

&



= 3B
Listejet aimbels / , integrSlvienidejusn phxraksta forsd
B4 )= My,
no kugas isteic atrisinAjum
/q/r,//—— /f// *//

ar rindu ‘ 9':_/ p

£ X x X [/ P
9)  Fuy = Moyt Tt H o fo = oo L/é=/”/ o/

xas savirzas absolQiti un viemmOrigi 45finicijas apgadald (4 ) (skat.
1.§)
Tanlidsigd kilrts pSc iztoikemes (14') substiticijas formuld

/;/‘/: S

atrod
oy = b A
un sakaru » s
2 3 " I g
asn - Z£ +f"’/4"fﬁr;“}‘ HA LW Gy e Gy
1 9 ’
2ty Ky = o
Fi

no kuya noteic fumkeijas
4{:7/) ‘1"(7/; ey ('f /.-:"/’. ’;':/”,?/'{
Lickot # =/ spakard (15') un ieverojot kanoniskiis formas nosacijumus
(16), atrod Fan
1y = o

Ja sakaru (15') atvasina pSc { un dadlitajd formuld leviete = x ,
tad iszteic funkediju ot/ ‘?aﬁ/{

6/;' ‘,:—7;/ —=d (_// 9:/? ‘9{

Tdu procesu turpinot, dabll funkedju
Gev), o, Gy
isteiksnes ar dotds funkeijas (/v parciflo atvasindjum nocindm

» Doy ~f
""’// 27 // 7/
Q?z’ 2x y= / 93?”/!‘2 - 9.‘{&9)(4-;(

[

J':.(

JS=x




o
PSc /7 krtigas atvasiniBanas pSdigl funkeiju /; %7/ atred no otrd
veoids lineSrxd .Q‘m antmumm
(17') /‘/r'y/ + u /{,/l,a/ //47/0 i A:, /,'(,(9/1/

jeb (/1.///’

kuys apaind /

é_zx,b_y/z P
= i 9 PP oY

— / we = & o) 2L
(28') #, my = €l 5 on * [~/ 7/ 5o pe Y 5
C

Integrélvienidojuma (17') atrisinijumu

& #, /"
f iy = [/+/,'/ 7,
izteic ar adbsoliiti un viemmdrigl savirziimu rindu ,
x x X X y 9/7
A9 Kiy= Homy - fh f///f—m- Jh= 2t
78 tad komposicijas inversijas simdela / iztoikends

(20) ol o, 4, b s N 4, o S £
/ 2 % ¥

un -nfg

‘ L
(201) / LA + bur)
visas funkeijas B
i)y ., Qo 8) %)), i, Suiy); Ky, f cny
ir nosakfinas ar dotie 7. kfirtas un kanoniskiis formas funkedju <77/
kugal p3c hipoteses eksistd nepfirtraukti atvasinijumi 1Ids kfirtal J».

4. Interesants ir epecifile gadiIjuams, kad
funkedjas

» Gy Ky

t.-/('('/l/ = o, I.-/-((ff/ = o (’h“‘/; 2y iy, "z'/

Fo 8o funkeiju moteikdanas procesa viegli pierfida, ka 8ini gadijumi
nepiscscieoedfamie un pietiekofi nosacijumi ir

sekojodi: e
7{/"{7/4/ . ( J =K, i )
R Y - 22t -/
[ x 97J B ka2 1Y iy, 2%, 7, 2 P

977 -1 "4
[ a7 [ﬁ’x "'(“!/ 9 (2 *-f/: l
=K e 7 r=x

(21)
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78 tad 8ini gadijumd doto funkedju /;./Jr.(!;y var isteikt formil

- i oy 4’” Xz"
(22) ﬁ':}' == (;”ij{ + (X*J/ @) = £ e T/a), )

ar nopirtrauktin funkeijim < (x 7/ un < y/ =/‘5~/-/"’/’fg/, kuyfia ek-
siotd nepirtraukti atvasinfijumi 11ds kfrtal < .

Konstatdsin, ka Bini gadijund komposIcijas inversijas mhna/
isteikenBs (20) un (20') funked jas /'_'/x;/ un F/x‘,/u-

identiskas:
/;A',(W:_—“ /f'ﬂtﬁ/.

Tieffin, no formuliim (18) un (18') ar piepeato hipotesi secina, ka
funkeijas /7, (x ) un ff, /) iv identiskas ar funkcliju

=
(23) Hy) = cy a4

levérojot nnou- (31), var isteikt lietotds funkcijas

/;f"]/"‘ Qx* y //x;/ )’ ‘;;F{_‘

ar funkedju //%,7) sekejosos weidos: ) ty
f,(x,;/d — /77/ /z Ay = — 1

Formulas (19) un (19') ar t4dfa funkciju izteiken@m rdda, ka tiedém

fiex g/ wm £ r5,y) Az Ldentiskas ar funkciju

(24) /%r;/ ///x,j/ - /7}’/%/4— ﬂ/x’%// /{/r"
DadlUts rinda savirsas aboolliti un viemaSrigi 48fiInicijas apgabald (A ).

76 tad gadijumd, kad funkeija /@,;/ apanierina nosacijucus (21),
dexr sekojoSa komposicijas inversijas sinmbola /-/ formula

(25) /_/:: /‘”*f‘ Fny),
kas lietojama ki komposicijl pa kreisi vai pa ladbi.

FosacIljums (21) apnierina katra pirmde kiirtas (7 = 7 ) un kanoe
niskis fomas funkeija 7/r 7/ . Atrastd formula (25) vispdrina
JoPérec®) noteikto gadijumd, kad ir pirmde kdrtas funkela.

e St A e W - e s

6) Yolterra=Peres mono /aa. lpp. 40 un 106/ dotd formula a
gas no atrastis (7 = 7 ) vienigli ar citddu te lietotu aszmEjumu
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Piezine. Kad funkecijas ir

Qgm g Lagres V)
pirnil veida Volterra integrilvienfidojumi (15), wesp. (15') attiecidba
pret nuuho ﬁntcun ficx, ) » vesp. /v"/x 7/ roduoaaas uz formu

//-ﬁ = o, 2eqp. //7-#(,7 - o,
uumuhm.wwmumum (7
fo,_y/ = Foay = K xy,
kas noteikta ar rindu (24). 78 tad var izteikt lietotds funkcijas

““/;:J/: . Amy=cy ;;ﬂ
seko : X x
* floy==FF  fimy= — fF
Ja ievéro, ka 7. krtas un kanonickéis foymas funkeijai //x// » PS¢
forzulu (12) parauga, der isteikeme
£ ) = /4 /ﬁfl, resp. SNy = /”7“24, /'

tad ar atrastéa /,.roop.f(émamhmmtomna

fay= /'— /AL, v . foy =/ *//J/
ko var parveidot par .

(1+ PP = 1", vemp. f(7 #7)= 77
Fo y3U3j8a forsulfa dabi funkeljal
(26) f/x,(y/-—-[/fr/"/y/ resp. //ry/-— /(/"/’//
kopigu isteikenl ar ra.r:n Y

@ fag e S LB
kas savirzas abeolfiti un viemnSrigl 4Sfinicijas apgabdald ().

P8ddjoe sakarus lietosin permutablo funkeiju pamatproblinas dis-
kusijé ar Pexde transformiicijim (§ 10).
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II PERMUTABLD PUNKCIJU NOTEBIKEANAL PROBLEMA.
§ 5.

3. Pamatprobdblasmi ir jJanoteic funkeijas ¢/ Y/
kas iy permutablas ar doto funkciju %/x,(;y , ted. kas apnierina per-

mtab:.;:.ﬂul nosacih /;5/14’/ Play)otd — /;’/ﬁ ﬁy/[/jff/ﬂ

Jab %‘?x _ 501(/3’

P3c Volterra motodes ieved jaurm nezinfimo funkelju -~ resultanti
= g~ £9=PF

un sastiida paliga funkciondlvienfidojumu, izel@dzot funkeiju 77/ .
Ja ir sinfns dotée funkcijas ;é’/z;/ konposzicijae inversijas simbols
=/, tad no sabledrot® integrilviensido jumac

{“f‘ =¥y , resp. FF= ¥ouy
atriginffanas formulas

x X<zt
D vage F v pei= 7S

péc salldsinfibanas dabll funked jas Yoy simbolisko

funkecionslviensdidoe jumu
X~/

(4) /¥~ /7= o
Ldetojot 1?_?1.1» simdola -//M IpadIbu:
"; _,/rz 5
var (ja kemposicija ar }[r" ir at}auta) direkti no permutabilitiites
sakara (1) atrast tida pat veida ki (4), vienidojumu

() £~ Ff =0,

ko apmierina meklSjami funkeija £ex ).

Pamatprodlind mekllsinm nepértrauktas furkeijas
frxy) dEfinleijas apgabald (A) a =<, < x=< ¢~ Tad pic tedrdmas
par resultantes kirtu (§ 2) secina, ka funkeijas ¥/ kéirta ir
augstike par dotss funkoijas Zry/ kiirta. T840} funkeijas ¥ /v y/
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notelkdanal no simdoliski vienidojunma (4) ir Jaleviro vajadsigle pa~
:I.:sanonou-}.
2. Atrisiniicim pamatprodli@mu gadijumé, kad
¢/,r,J/_..CJuT/‘
ted. notedkein nepirtrauvuktas funkocile

Jae ¢x7/ ,%as permutabdblae ar konstan-
t4i1. X A
Problizu nesaBaurina, pienemot komstanti par 1. Tad /*L /= um
rezultantes X x

(6) vy = [ 904 :jf P/, 9
eimbolickais vienddojume , % 2z
¥ = =
top par linefire pqreifilo diferenciflvienfide jumn

n £ 53"1 _——
ja leveyo simdola /' operitivo raksturu (§ 4, form. (9)). Ar aife-
rencidlvienfidojumu (7) noteic funkeijas formid

YX 4) = X ])

f ¥ ~ ¥
?/I,J/ — /*”‘__ ;_;;__/ 2“7" ?/!’.7/ y‘/ = 95? <

tad ari meklSjamfis funkeijas /. 7/ ir atkarigas vienigi mo nainige
difercnces, t.i.
e = g G,

£ada veida funkoljas nosau¢ par noslEgta cik-
la !unkoi:ln.T

18 xa

Kongtat8elm, ka t&s veldo funkedldju gru-
Pu attieciIbdP8E pret kompoesiIciju.

TiedSm,divu Sddu funkeiju

1) = G O-4), %fw/—- fe 7~/
rezul tantes

% ﬁ /%/’ j/%’(’/j'?/"(j ”/ﬁ/f_j’—U/ﬂ(u—'/{-s_“

7) lNosaukuas ir ruu.u sakarf ar Sadu rnnkog/ m};tﬁm natinatis-
un

R )
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X x £ J’—;
= Gy Rt ey = [ Gare) g
ir identiskas un ari ir nosldgta cikla funkcijas.
Fosacijums X x % X
ﬁ B = YE 7

rida, ka funkcijas #, ¢, ir permutablas.

Ir plovidita sekojolf ted r&ma. Visae funkeocl-
Jaese, kas permutadlas ar konstanti
(resp. 1), 4 r savid starpd permutabdblas
funkecdijas un vedide ¢t.8. mnoslagta
cilkla grupnu.

5. losligta cikla grupal pieder ari funkcijas, kas permutablas
ar epecidlu 7. kfirtas funkeliju

7=/
(x-4) 7y
//1'7/ - (‘?}—-/]_’ - /

Xy X
Yy — 4 F= F7
apmiorina nesacijumus

?l(‘ (,r', / (‘-o;/'-—* ;t"/
(8 2 [ =o
?X(QJJ - Kaog 4,2,.., 71

un diferencifilvienfido jumu

Te wosultante

2 s DY
(9) 2/(" — (-""y 9(7* = O ,
ko dsbli no vienfidojuma (4) ar siabola
—/ A
= 4

izteikto dardIdas resultBtu. Tuvika ddckusijs®) rads, ka usstaartat
diferenciflvienfidojuma (9) Cauchy problimai (8) ir vienlgl atrisinS-
jume - noslSgta cikla grupas funkeija

¥y = X ~4/. )
84 X Sy
omy) = 1""E= SE, 2 Py =¥ =" L,
tad ari mekldjamf funkelja
png)= F=4)
letilpst nosligtd cikla grupd.

e

i\ ka
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4. Roteiksinm visas pilradec kadrtas
funkeljae [y, kas kanoniskd forndt
reducd jas uz xonstanti, proti - vie-
nibu.

Z& zintims (§ 3), ar transformficijém

(10) X=0a(S5), J= @(3).
dgviloties divas funkeljas «(7/, ﬂ(g) ar noteikxumu
ol <0
(11) ot(f}ﬂ(j} = o'(Gg) = oy

sastida transformiito funkedju

OBy 5) = [0 L6 frewery XY fo, 20)

Ja 8is funkeljas kanoniskS forma 1r m(v
F=A4,
tad nopsoeaol.na Jamtaommuu//r,y veida
(23) £ha,y) = = g A1/,
kur /

/ / a= ot
Jt) = Z 447/ 7
ateevilki katra argumenta X, :up.(y funkei jas.

‘onstatBsin, ka notodkums (13) 4r ar I pile tiosokods,
t.i. ka Sida funkcija kanoniskii formd reducdjas us konstanti - vienibdbu.
Pierddijunaa islieto (§ 3) kanonisko transfommiiciju, kuyi funkcdjas

£ &rx)
() = ¢ J"‘fﬂr/ r, _ 1 61-]‘7“’/ ALx
d tx)
un
(25) ¢ = famr
ir isteiktas ar ..
26)  aw= flhx, W= ).

Ar hipotesi (13) atrod nosimes
aty = g Ko L= g7 A0,
ta tad aprikinos vajadsiga dala
) T

p——y

6?'(1‘/ j("/



-0 =
un integriles

/ £ex) o — L [9/")’-

acix)

lo foruulda (14) dabl sakarus

A

A /%) =
<) = (?(x} 4 /J Aﬁ/x) §
un t8 tad tled@im transformBtd funkcija péc (12) formulas ir
Flsq9)= 1.
Avgusenta sakaru p¥c formulas (15) noteic Sini gadIjumi
{17) § = k/:ff-/'x/ Liv) dx = K/{_.f.
78 ki ar konstantl
F/fr 7/ = 4
visae porpnmutablas funkeljas letilpet nosligtd cikla grupl
(- ( ¢ - patva}iga funkeija),

un lietota transfomiicija ndmaina komposIcijn, tad v i s an
funkxted jasese ¢4y o kas permnuntadlacs ar
pirméis kirtas funkecild ju

(13) tevy) = 904 4ey)
igstedic ar formuilnu
(18) @rry) = /(x/d'(;«/([[//ﬂ //J/j
kur ﬂ/ lplInI funkedlju A7).

Varviegli paArbdandiIt, ka funkeijas (18) ir peornu-
tadblac ar (13). TiedSnm, Innws:o:l.:n resul tantes

£ = a4y / 41 G - €)=,

"BIJO
t;t’/- Itx) // y/ /d// «//a//- {/t/ (/,-/ ! L
rodas identiskas ar mju L
) 74 \/ VA% 6/ds,

Js icpriekdjos integrilos dara substitiicijas
”(/?/"' ﬁd/f}_/.: 57, tedp- Cf/~ &5 = 6
un apsing funkedju

“an)ro, Ay o /
)

P

/_y _.?,-"'f _ C: [)/ - ﬁ-_; ..

[
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Taalidsigh kfirtd konstatd, ka funkcdi jae (18) ir
savi starpi permutadl as, t.1., Ja

fimy)= gw Ay) CLEW =011, Guny)= amhiy) G f €0~ ¢ /.
Gh—%E.

Tiefui, komposiciju resultantes . )

G b= qwAy }f ity 61~ 0] - Ly [

55 ey [ e B LCE0] 6L
¢ ¢ . Y

tad

Ar mindtim substitied jla un apzhl:m atrod vienlidaigas ar funkedju
g4y JE (b-] b/t
17}
Plondre?) Noteikt funkeijas ¥ 7/ , kas permutablus ar do-
to funkedju

(19) finy) = X"y"
e funkodjas

Ir) = £, L(y)=3*
- ;

Ko

A Ef -1
ot K meicrr 2/ o o
A = X X =
bay = Sk =/ K lxl, je mene

T8 tad ar (19) pexmutablas funkeijas noteic pSc formulSm

tao) y {Xﬁjkéh[xmrx*_’_ ;hﬂr-ﬂ/jj-“ it A — 1
Y7 = ¢ , .
Py ,rmjk ﬁz A 4_;,/; ja mex= 4

Ja pirmajs gadijumd konstanti ,Hiﬂ ieskaite patvaligh funxeijs & .

5. Visplrinot ieprickiijos resultitus, no te ik s im visas

rnkfrtae fumnkeiJas A%) , kxas kanoniskd
form8@8 reduct jJas us funkeociljau

1)
(u) /‘1/1; ‘7/: (3"“7,) _ /{0
(*-)!
9) Minate J.reres darba /11, lpp. 60/.
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Fo sakaridas fouﬁlu (12) atrod
/"(s: %) (:- 7/

[/ Iﬁ_ﬂzan} ﬂ(/.f//J/z/ /a.,y" o(////;/
m[g/
Ja lietojam I.nnnlc funkeljas

S=4a , 7’2///’
tad iopriekdSj& formula dod sekojodu neplecied aczu no-
sacijumu par funkeijas jﬂfr?y veldu

[ - A/ ’

(22) V)= 900 A0y ,
%{* 7/ J? / (/0",_//./
/1) = = ———
= xw) [y

Konstatésim, ka ar plepdmumu
(23) /l!/*/= /A/: /9/1/ /{/x‘/:aél’

funkcijas (22) kanonickd forma tieddm ir (21), t.i. Xxa no s ac X -
Jume (22) &r pietiekosde.

Funkcljae 1/%/ noteikBansi JAlevGro vispdrigis kanoniskis trancformS-
cijas (f 3) sakars

= £
(24) $= / L2t)) "4,

kur spzing S /,Z
aw= (5

PEc suliktés funkeijas atvasindSanas formulas (f 3, form. (14)) iztede
Parciile atvasinijumu

27 51 L
Qxa-/-/{ (7 a '((f/ g /I:/ ke (/‘ T A /
kuya vértidba ar 7 =x ir
7 b=/
/

dw = WWAE AW
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Ja 88du 41/ izteikemi levieto formuld (24) un levéro sukaru
A3 (
. " o= /\ /,'v/),
tad poc piarveidojumiem dabi

un ta tad ,
)d)= aa) A ex)ax,
reuyp . _ 7,
V= L5)
Visplirigaj8 kanoniskajé transformficija (5 3, 4.m0d4.) ir jalleto
R Ry i L
T S P
S LAY , ;7:[4'/;4] , g+ rea
Te paliga funkedjas
Yo palig J p o'/
) = Xt/ j=x

noteikBanal sastfda parcilili atvasiniijuma

2~1 ) ()
ML (- ryf
_;’Tt_ = {/r]/ {:6’/!/ ‘ ﬂ,..,y /

n={
%)~ G ) /5 O~y
L (/W] -+ ﬂfj?x/ /_/// L j/] s
¢ Tl oy

/

atklitu isteikemi

9/{ o (_-»;?/1/4/07/{

X

s/

izlietojot Leidnica reizinfjuma atvasinABanas likumm. Ja pddijis for-
fulas labdis puses loceklus figlrickaviie izteic ar minSto salirids funk-
eljas atvasinfBanas 1lidumu, tad p¥c plrveidojumien dabu

" - A ot g
97{:_ {/J/[b; /(7/1/[[/’/_'] f,{r/-}—"’?//}/Z//l{/-{-...}'

X"
T8 tad vajadsigi funkeijs ir

r 7/
[&/.___ '?Z;/xy //i’/[(/i/] o Il .

-1 L) Y
() g% /
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ko ()= g4 = [/
tad oo lopriekdijis formulas pSc pirveidojumiem atrod dalu
&) ars n—t  A1K
Nasx / - 4 (7{1. / & {/xj :
% tad 4
f N (x e ‘13
€ "/ . ; .z,' éf }
uwn no ﬁf/mln p
A
= I —— .
Ju L Ay

T8ds) transformitd funkelja

Fis 7/: ["‘G fﬁw{/x:o(:/ ’
Kad funkedja ;f/x.;/ apaierina aoaa:‘ZW(zz). tiodlin ir

(}."""7 }’,ﬁ/ Yn
F13 9)= Goagt 7.
71 ki ar p¥dsjo funkelju visas permutablas funkeljas
6”[3- 7/ ( £ - patvajigh funkeija)

ietilpet nosligtd cikla grupd un lietotée transfowmficljas nenaina
kompoziciju, tad ar¥ funkeiju (22) permutab-
ldn funkcd jan gﬂ/xg/ iy visplrzrigd forx-

aa
26 guy = gmdy L4,
kas sukrit ar (18), Jo der sakars

(23) N ix) = [/y B [j/x/ V28
Permutadilitiati x x
/7 =77

viegli parbanda, izteicot ar piemSrotéim substitiicijlim komporiciju ye-
Sultantes

P x()(’x/- J/a/?'k—/
. 5 /r/ 4/$/ < =AY/ i /¢, //J A
/f / ¢ /J-/ ﬁf—y-’ éy’/// I{"ﬂ/'//// /A



. 9’5{; j/r/ Aty) f B[~ 11, y = g1y Ayts

ar vienu un to padu funkelju
“ Lo/
90 4(y) /[ pe é’//f/’*

L (v, = 1/~ ///;/: [A/-— /_7,«/

Junkedju (26) savstarpljd permutabilitiite Juu konstatita (4.ned.).

{ 6. Exobléma ar pimmds kirtas funkoiju.

1. levérojot kxanoniskiis transiommiicijas (§ 3) Ipadibas, pormutabd-
lo funkeiju noteikianas problému ar pirmfs kiirtas funkedju 7//(3_;y var
reducdt us tédu, kur //x,/y/ ir kanoniskfis formas funkeija:

(1) tory = 4, l/ /75‘%:; / /7

Kad oksictd définicijas apgadald
(A) 25y€ xs 4~
8is funkeljac nepartraukts otrds kiirtas atvasindjums
(2) ///r,g/ —= y
var sastadit (§ 4) h-nmuu uwon.uu sizbdolu
(3) /"'_—_— arw %)
Ja funkeiju Frx. y/ epréfina ar absolGti un vienmdrigl savirsiou rindu
re x Lo XoxyX
(4) /[7&',//: J/A',,yf- ///x/s’f//;y/#*‘“ /ﬁ/— 9;2}/
Problémas sabliedrotos integrilviensidojumms (§ 5)

(5) /‘?’ = ¥eny)
(5') ff }f'/x/
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atrisina attiecigl ar forumlén 5 £,
st X -/ X =7
(6) by = /’3"——- gt F

un > x J—y X /3

(6') Py = ,;;‘/ /_ 3#/ sy
Job aiilAtd velda:

R [ F1y e
un - f

(7") ?9/1‘3{_7]: - ;90«7' * Y it f/"i/"""-

falidzinot (6) ar (6'), rosp. (7) axr (7'), custda funkeijus

©  py= [Hrpey - 502 fa 377
noteikéanai llnhulklc tomu vhnlao:lm

(9) [ — A= -

kas atklatd veidsl dod intcbrodiferanoiﬁln
vien!do:unn

) 3+ fﬁ”’/ Fap) = Fles) prp)
No formulas (8) atrod pann nosacijumu
(10) ¥, = o.

I8 tad, probdPlima reduecdjas us integro-~
difcrencidld vienddojuma (9') atrisi-
niédanu, Ja L4evEro nosacijumu (10).

2. AtrisinAsim vienfdojusmu (9'), sekojot visphr Volterra noradi-
tal motodeil”), bet prScizdjot atrisinfianas fommilu.

Ar apsing juou
- gy = ? = /;y /[?‘/’V/%;/ fr, 4'/349/4/],,4,

vienfidojumsu (9') raksta foma
9 o ;
(11) s SIS A 70.4).

X +9dlt

10) Sk. Velterra /21/, Bompiani /1/, Peres /11/ un monografljus /24/
un /28/.



g 2y X 2% , 22 o o
5y = Ta 9w T 5, N Fe = oyt oy
tad vieniidojume (u)__ar Jaunajiem mainigiem top par
(114) = F(u)
Nosacijumam (10) atbilst nosacijums
(200) Fow)= o

Jo, kad y=x , ¢ u«=c. Diferencifilvienidojuna (11') partikuls-
rais atrisinijume, kas apuierina nosacijumu (10'), ir funkeija

f}(“; f/"(f;
», ¢

sak
Jo dar arse ;(a,v/::(?’/{,)y: o .
98 visplirigais atrisingjums 3:__
Fluw = OCrr | TCo e

satur viemu patvalign nosldgta cikla grupes funkoiju (), kem J&-
apmierina nosacijums éﬂ(}ﬁa

lai dUtu dspildita prasida (10'). Lietotd nmoteiktd integrila apakds-
J8 yodeda iy mainigh v £ikeStd nozime .. A8fInicijas apgadald.’)

lovidol . malnigos (= v+, y=v-4, atyod vienddojuma (11) at-
risinijanas formulu >
(23) viry = OC + 4 9lt+, t-u)dlt.

PSe funkedjas {,7/"f"'/ isteikenes sudstiticijas pddsji formuld sastiida
funkei jas i y) notedkfanal i ntegriadlvienado Jumnu

- ro

Wy = By + 22 [L ¥4, 5L 4]~ Fora, o0 <oy
_— 1, 4-u
*) Aar to & 81 §-a atrisinfiBenas formulas no ieprieksdjd piezind

aindto au lietotin formulim.



-,‘-

kas iy ek vivalents ar integrodiferencifilo vienfidojumu
(9') kopd ar Qauychy tipa mosacijusmu (10), Ja patvaligh nosligta oikla
grupas funkedja &/v/= (/%Z/ ssveleta ar nosacIjum

Br) = o.

3. PierBdisia uum/xvmm (14) atrisinSjuma pnitites
toSyGam: Ja Ar isvBlsta (//= (/%) xB nepirtraukta, noslgts
eikla grupas, funkeija - /7(//1! dotd nepirtrauk-
ta funkocija d8finjcijae apgadalsd 4/
tad integrilviendadojunmanm (4)ekoists
aungetikails viens atrisind@jums ¥»ry/
k4 nepErtrauvukta funkecija Saji 48L£I-
nicijas apgadalad.

Piegeman pretSjo, ka eksistd cits atrisimijuns 7 /v/, kas apmierina
ninitos nosacijumus, tad diference

VWing) = ¥omy/~ Yainy)
apnierina homogeno hhnuvm:_

) Vi) = fa!fj[?{mmﬁxf o)~ Fle v, 1) Wl des ) e

P8c hipoteses (vy) 4x diva neplrtrsuktu funkciju diference; ta45}

|Ytny] <

kur / ir konstante visS 43fInicijes apgabalS. Ekeistd arX |/ (ry/ [
augstikd yodefa /'7 s Sed.

| Fonyp)< M.
Fo integrllvienidojuma (15) ladlis puses novirtdjuma atrod

I yy(x, :”’ < 2/-1/'1 [-g—a} (X-!;y,
Izslietojot piddjo nevirtdjumu vienfidojuma (15) ladajal puu. dadi

Jaunu noverts jusu
er/.r};/j‘\ ‘7’/‘/‘7 6’_57/

Tenlidsigi atkiirtojot novirtifanas procesu, dabdli mm formulu
[2./7 /rn'fq/(?r-!;%/”

/jf“//wf/ / < e a7

(,V,:/
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T4 kA labajd pusd dala neaprodefoti tuvojas mullei, kad 777 °° , bet
kreissi puse ir no 7 neatkarigs lielume, tad identiski visd dSfiniol-
Jas apgadball jE&bit funkedjai }Vr’xz;/ vienlidaigal nulled.
78453

"{’/1:?7 = rny/,
un atrisinfjuna unitite konstatita.

Piliesime . Ninith plorfdijuns metode ir thda pat, kidu liete
linedro integrilvienfidojum;: tecorija.

4. Integrilvienfidojusu (14) atrisina ar pakdpenisko
tuvinfjunu metodi.

A - g

funked ju /l(!-y/ saistitu ar sekaru s

(16) é)[x//__ fx’(ﬂr(f /J(fya{;
78 k& neklijan8 funkoija ¥}/ lﬂhtm nosacijunu
lf/x,x/‘zc?,
tud mokldeln hmmm (14) atrisinijusu fomd
ar nosinfmo tﬂlmhm 75.’(;’,:;/ » kas 4SfInSta apgadald
(ﬂ’ d$67<x"-5—/ < i< fl’-j

SestBdisim K'(3%) ww:—. levietojot piegemto
¥y Ssteikmmi (17) integrilvienidojumé (14). PSc cubstiticijas
labajs pus® rodas looek}i ar integrilien

tr4 P o 2t o~g
/«'r‘/ Ko o) Flt=oids = [t/ A1 2] ’f/ 7/ T4 40, 1
% feu
- f « r tf« 7= ta
o[t [, 2 9 a1 [4) Fen ) [ty Rl 4, 2y,
2 T—4
U £-u
ko attiecigi plirveido ar mainigo substitiocdjia
L+ u~4 =6, v J=d pa =

Ja plc tam dablitajlie izteikambs =
2
7= /# S (ks a5y tmi ) [ 1) TS, €4, £ vam 57ty

ﬂ

o
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s 2o /j/[//?/ # &
-4 T ) 7 j). ""”-1"(;‘_-/ —& -{,
4_;-: {a’z‘o/‘/‘(z‘m, eyt 2 o/ L4

apnaina integriicijas RriSie (dekd3jo pSc Dirichlet formulas), tad
l'ndll A

f,l/a'/a(;/dz‘/?f/f: tru, tu- a*//-'(szq —a/~"/{5_

J f,{{;}dj‘j,,{(—/ﬂ(z‘fw £~ lr+a"/ A (5 &- btk Emu ) oA

PSc Efdien m:—u- no integrilvienfidojuma (14) vieglli sastida
tunked jas XGny) tnnkelonllvicn&dodn-u

(28) X(;,‘x,?]-. 7+ /‘a({-/[)([j t+e4, 'éflc-*d//['(-f-f# 7, t-a) —
_F(fﬂ z‘—«+=f/1//f E—trs, ?- //014

kas ari pieder integrilvienddojuss tipaa.ll)

Vienfidojumu (18) atrisina ar pak @ pendiskoe tuvi-
nidjumu wmetedd, umtugoﬂsm:lmum

Q9) Kosng) = 1¢ 20 Kcsing/.
P8c subdbstitiicijas vienidojuné un salidzinSfanas rodas sakarIbdbae for-

mul = 2y
"m) x/(iley:/‘(f/[p[f*"_‘// {'""/" /Z‘f-a,z‘—fm‘;g/oéj
un viespiirigh formula ) e
T, Ctu, CFa— f(Era-7, i =
(22) ZH[‘{J }/ /p(f;/[‘/?/( 7 4 J/ (
- /'q/z‘f.qz A=i+ 7/ (/f -4+, a/]z’g
C*n:/,z,;,... ).
Lietotis rindas (19) absolitd un viensSrigh konvergence dSfIni-
cijas apgadald
(/4’) as 4y £x< ~ J-.sj-.s.,t’-—;
viegli secinfSma no locekiun novértijumu formulas
)'7‘(;/"__"'!{__7/) < <M [{"“*} (:(-:_7— f/

11) %o vienfidojumu min J.Péres savs darbd /11, 1pp. 37/.
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un visplr@jis formulas b
L2M/(¢-2) (X-~y-;
Kocing) < S2GLET Gy,

kur // Az | F(ry)| aughtys xodesa. PEaBJEs formulas pareizSbu ple-
rida, lietojot rekurrences formulu (21).

Lai galigli noteiktu funkeijas ¢, v/, kas permutadblas ar doto
pirnfic kirtas funkciju //r, 4/, Levieto formuld

(N ey = X+ / Fi2) V4~

vai (7') atrastd  funkcijas «///,, ;f/ isteikeng (17). Sastédam, piem.,
atns:l.ﬂ:m “

K ?i/é' 5;/

i) Uy )+ AT =75

jeb £ ‘?7([;1,

Jo no vienfidojuma (18) atrod:

X//i’-c?). f;f/'f 1 .
Formulas (7) lablie puses otro locekll

P = f Ft, yo o] (05 et
pSe isteiksmes (17) lovistoBanas pirveido par
Fo= [ Fagersac [30) X5 ge50)%,
un or uwu m apaaizm tas top par
ﬁ/,yd;/f/r 7/ A5, J,‘f/{d

IevErojot ntnnl- um. ‘asba no (7) formulas permmtablis funk-
cijas

(22) $my) = /l/h;/ 7 d//! ) 925/9‘,'127/%;/
(23) gf’[;, ny) = # j,/; Aot /4

Zx
P8AS)A funkeija ir AULINSA apgadals (/) Qs jxxc& O s<iy,
un tis vertida ir mulle, kad ; = 1-7 , Jo

X5/,
76[""«71"'// Z 4 ) < 0.
f':/\’-;}_
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Pormuls (22) ar patvaligu noeldgta cikla grupes funkeiju A1~y 1s-
teie visas funkoeijae ¥ry/, kRas perxranou-
tadlas ar doto pirnSs kSirtae un ka-
nonisk@s formae fumkediju [y ,t 4.
xaes apajlerina permutadilitites nosa-
¢ juaw

(24) f Fled) Fr3 1) = / FL02) oy et / = 90/
5aas veida unuu pormutablis muu ir isteicis Volterra.

5. Fo Volterra formulas (22) secinimas sekojoBas peoermu -
tablo funkedju Ipadsidas.,

iksiliesetdé@ viema un tikraili viena per-
nutadli funkecija (22), kas pienem do -
tiese virtidas 4§finicijas trijstiyga

(A) ALy xx f—
aalas J-_-_a_ punktos.

£1 Ipalida konstatjema no t4 apstékla, ka réguliran oty veida
linefiram Volterra integrilvienidojunanm

P, a) = Mx-a) + X G(3, x, a)%3
attiecidd pret nesinfimo funkciju | eksiets viens vienigs atrisini-
Juns, kad ir dotas funkcijas ¢x,y) VErtidas ¢ (7, 1) minBthe nalas

y=a punktos. Apsainot iepriekdijS vienfdojuml .v pret X< wn
apmindjot

Foy= Pliva, o), fu(x)= P(5. 412, ),
dadll Velterra vienfide jumu

1 + /m/sé(fw #,
,]/,)ﬂ @, cx) + /?a[f} /?f x) <5

izteic ar resolventes funkedju
[/ x) = — G5 x7+535 ?5 L
ir atrastis )/ I.uut-n substiticiju formuld (22) rodas

ig) < Poreg) + Joocy) Mns) Jf%fzmﬂ w4t
-!-/?"/Jl’}‘f/ /5,/,///3’ 1) 4y

kan atrisindjumu
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=4 .
job Pixyg)= b (-3) + o/ w(s) L (3, 53],
Ja LepriekiSjic formulas p8ASJE locekll apmaina integriicijas kilrtidu
un apsind 1~y
(25) L(s ny/= /G X-9) + qﬁ/; ,r,;/+//’[f, J/gﬁ/.—; x, 7)Ao
Gal ar funkeljas
- ) @)= POt a)
devietoSanu dadll permutabdlo mn notodkéanas fornmlu

(26) Py = @u-y+a,a)+ ff,oma a) L (3, x,9)4r.
idetotal funkeijai L/5, x 3/ ir vertida

hir-35 xg)= [lry; 4y ) =— $.(-g;55) = 0.
SpeoidlBll gadijumi, ke
$Ymma2)=0,

L e T

/]/1-4} 7+ [{5} Cf/;, x,a) df = o
eksistd vienIgli trividlals atrisindjuss
A=o.

CP/I,;/EO’
te 4. Ja peramauntadlis funkoi jas viErti-
bas asfimiecijas trijstiuza (4) viemae
malas /= punktes 4ir mulles  tad 81
funktocije ir 4dentiski nulle visess
d8finicijas trijstaxri (4).

6. Formula (22) vai (26) rfida, ka permutabliis funkeijas
didagonidle

a8} arl

@)= /I(cj:.- Cf:’{cr, a) = C. = cowurd—

83 IpaBida ir visplrighs permutadlo funkoiju diagomi}u Spadibdas (§ 2,

form. (5)) atsevilis gadijume, ked dots funkcije /7 s/ 4r pimmle
kfirtas un kanoniskiis fomas funkeclja.

Ja sastida funkeiju
g = sl — < f03),



-“-

Mﬂummuhhm:y‘f;fj un vismas otréis kfirtas

funkelja
ija, ”, j/“'r’y’“ @)~ € = o (f/r,x/ = 4/_

7848] pimmd velda Velterra uupuvmju-n

WD [ pasri 3037 s« {H= 30
ekeictd nmoteikts nepirtraukis atrisindjums

pog)=f J = 1+
Cny) = ;%—4- Jﬂ/k//j/:&;/;!a/

ja plogem funkeiju %Y%), f(x.J) atvasinijumu eksistenci un lieto
firy) — istelksmd ar rindu oz
(4) fony) = Hay)+ /7’///1*//4%’//9* (// o

54 atrisinidjunms ¢y iy permutabdbla
funkcija ar dotoe funkecdiju //r,;/ (un ar

j{l’r}/ )nu)
Tieffa, no integrilvieniidojuma (27) plec n-pmuu sastida vien-

s S - 1
mo kugin (/9 wm /ry/ permmtabilittes d8} secina

L) = {(7%)

78 tad pastiiv permutabilitite

fﬁf" f‘?; J€ f%/”///fy/%f—ff/&:y;’/fj/w
bt tad ari g
7 j Fi

Isteicot funkoiju
9myg)= Py — < fn3)
no integrilvienfdojusa (27) un pirveidojot dadll formmlu

(28) giy)= G f(m;} + ff/l’ 9) Grlty) & = (%//n;//-f-/;;,/i .V//"dg/gdf
kas analoga utagrmn.;m. wagrange forsulal.
Izlistojot lepriekdije formulu funkeijal ¢, 1y, istele

(f’(fr}}*‘: (}7 %/ﬁ'r‘y/ -1-/;0;:.— F///I'J/-{— fj_fx
12) Volterra /24, 1pp. 165/.

Job
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ar jaunu permutablo funkeiju ¢ ) wun kemstanti C, .
PSc sudbstitiieijas formuld (28) rodas jauna formula

gtg)= € fug)+ G i+ £ = c foy+ ) 41

fanlidaligl turpinot un plegemot funkciju augstiiiko kiirtu parciilo at-
vasinijusu eksistenci, dadll vispirigo formulu (analogu Iaylor formu-
lai/

(29)  giny) = flos)* &f e e f /"fg
= C’af(ff(jj-f-(‘//r{:f-... e 4’_’/’4_ (f:)é"

ar konetantdm Co, G, ..., G, un funkeiju ¢ .(x.4/, kas permutadla ar
{43), vosp. [*

J.Porest?) ir pftijis funkeijas, kas noteiktas ar besgalisu rin-
du (analogu Taylor rindal) .

nt/
(30) a,//m/+(9/ + v G F e

Viga atrastals galvenais resultfits ir sekojoBais. Visac ana-
litiskids funkoi jas, kae permutadlas
ar doto pirmies xS8rtacs funtet:n/%y .
dadid, sastidot visuese attiIesetiIjuaous
rindfs (), Xxugoes kxoeficienmnti ¢¢6,. G,
ir 48viEléitl, ar vienigoe nosacijunu,
ka rinda

< z° C £’
M) 6. Er Gt * Gt

savirsas.

7. ¢adXjuma, nanamnu./w/ pieder mo -
sl8gta eilkla grupai:

fros)= fir-3),
ulusﬂuuawuhum-
= == / /’-_r)"/

Heg) = Gx}
un listotd funkedja (4) Ar 815 grupas funkeijas:

Hivy) = Hir-g), Foog)= Freg).

13) J.Peres /11/. MAnStA tedréma ir #I darda 79.1pp.
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Fo formulas (20) 8inI gadljumfi atrod

‘?l.'./;z.ﬂ'fjf‘—or
un t848] pSc vispirigles ryerurremces formulas (21) visas funkcijas
K (3 1,y) = © (r=423... )

Fo formulas (19) dabdbl
--71./;,'1!;7/3 4 P
bet nmo (23) - funkeiju N
plony) = | Fiom o) 0
; Yr 5
Jeb rd=3

G2 03) = J Freyas

levErojot, ka 8ini gadijusi ir |
P(1:03) = P (-3-5/,
no Volterra formulas (22) secina permutablo funkeiju

x=g
Sﬂ/(,y/= /\(“07/* \(J/"‘(y¢[’r"t7-j/°(f

gy = PO-4),

kas rids, ka ar //r-y/ permutablds funkcijas ari pleder nosligta
oikla grupai.

Ir sinSme (§ 5), ka nosl3gta cikla grupas funkcijae ir savi
etarpd permutadlas. Izlietojot Volterra fommlu (22), Vessiotl4)
pierida sekojofu vicpfirIgo permutadlo funkciju grupu I pa-
8§XIbd>u: Vieaes funkedljas

X~y

(22) prrg) = ANx=3) + JAG) $(xy)ds5
kas permutabdlacs art vienu funkeiju
{(rnf} ;, 4 savi starpi permutadlacs.

S0 IpaBibu viegli var konstatét, islietojot t.s. Pexes trane -
forndcidjae (§ 10).

8. lNoslEdszot pamatproblémas diskusiju, kad ir dota pimmis kiir-
tas funkedja f‘n;/ , sastédisim funkeljém v’f%: vy el {4 ) reksta=
rigose funkeciondlviendado jumus.

foxuu

WP T - - ——

14) Yessiot /19/. Cits plerddijums ir Volterra darbd /27, lpp.174/.
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Pernutadbilitites nosacijunmi

f 4 X
= £F
fevietojam ¢/.y/ Adsteiksni no Volterra formulas (22). Air nainige

plenrotinm substitiicljim un vajadeigo integriicijas kirtidas maipu
var izteikt wmuu resul tantes

#/ / pma) frages L7 = / S 3%

forni J'-f

(3,2,) rf/ ff](.r}[/(x-f//-f 9:5/f xa/f/dy@/‘{j
[f”’) /5" /f"f/[/{/"a’*f/* //’f’/fﬁﬁ’ f/”/“f]o(j

i

78431 no permutabdilitites (\ - patvalIga funkelja) nosacijuna sasté~
da fnnkcionilvienadojumu x

N {15y + tin o) sy da= Ly v J fee) B0 a5
kas @izektd saists fumkedju Fl5xry) un doto funkeiju Arr ).

Panatproblimas atrieinfiSanfi jevestd funkelja

vy = =1
ari ir permutabla ar Meuu /l’/x;/, .10 pastiv pakari
i 17 / 7

18 ki péc fLormmlas

7 /) = / \/f/ Kt v )45,

ted konmposiciju resultantes }5/ f }" var isteikt sekojo#i (1lids3-
&l (32) un (32')): Xy X-f

(34) }4/‘ /\(r/a(:/ K (5 w.-’//{;/a

(34*) /‘)" /W} Ay //éﬂ' ) Kl 4 p/ts

Fo permutabilitites nosacljuma }M’ / }P sastda funkeijas 1/ . n/
funkcisnflvieniido jumu
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=]

: v
(35) _} A x02) //:r,‘ 4/l = ff/n 1) ARG, 43)4s.
4 e

K& sinfime, funkeija ¥/r7/ apmierina integrodiferenciiilo vienfi-

do juau 5 ' . 5
o oy PR
ja /7Y noteie ar absoliiti un viemmdrigi am.ul-u mdu
3 A X, X x
(&) iy = Hog)+ BTH + BIHTH 1/, z /
r/ﬂ )f
78 k4 no (17) a :qunu atvasiniitas funkedjas 1: )
M S ry i ?X/(rrr/
= Mayy)+ [NG) =25 4, = = Moy +ﬁay

Mmﬂu‘do:m (9) var eastS&azt funkodjas X’/fzr*;y FAkKEVu-
rXgo 1ntosrod1£oroaoallo vicnldojn-

B u
(36) [g o gj/ K/(f L'y [K//}‘, o //1/57/00 ~—/ﬁ7(.r 7/%’/; 5, 3 )ols
Jr3
PEAE jais vienfidojume, kophi ar nosac::mu
W{J—J; rny) =4,
ir ekvivalents atrisinitam integrilvienfidojumam (18).

lio permutabilitites nosacijuma

?,_r },‘: 7(-(5;,
kad funkeijal ¢/7 7/ eksist@ pimmilis kiirtas parcifilie atvasindjumi,
var dabdlit sakaru _, x /_
=

kas ar h-poueuu lmruju simbola / isteikami

= [+ Frrny
top par ummmzm vienido jJumu

C N Yt

analogu (9). Ja te mto ﬁﬁ’ un /¢ Adsteiksmes mo (32) ua (32')
un atvasinijunu nosimes

, 2 2 # (7, %3 2 -
= Niey) = [a0) <—s, ;-~Aﬁr;/+faz/ ’;f 49
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tad var sastdit funkoijas /5, ry/ raksturige in-
toegrodiferenciilo viendado Jun utd)
(”) (:{?7‘ +."9§'-}¢[§,'1;5}—= [‘(f— -5/‘_7/'_ /_’(-X;J'f“‘)"/ 5

x=~3 -
v [ @5 0y Foryy 4 — SFres) $ls; 35/
J cyf 3
Citida veida funkcionflvienfidojuni rodas, ja izteic funkeiju

G
¥xy) = /A ts) K5, ny)<s,
o] 'r-o?

e Cf/xf g) = /](/’f'é'/ + /‘"(;/ %(ff"fj/‘ff
grupu Ipadsidu (T.ned.). Lietojot citu patvalisu
Lunked ju SR i dabl citu permutadblo funkeiju grupas funkel ju

d=4
) = 0/ Sy KL 1.3/,
resp. J

oy = fetig) + [ I PO 1y

Punkeiju ¥4/, ¥ 73/ xomposiciju resultantes ¥ un ¥ ¥ var
isteikt ar plemirotiia substitiicijiz un integricijas kirtidbac apmaigm
peko joda veida X3

X~y X=y~g
$3 = s | keyy ) K60 Kpi 275
) 0 ol’-j—f SEY 4

-

"f’i{f = fw/aff fﬁ(?/“’? /7?’/7»*"7 Alss %)%
o o U‘f.r_;

Fo pernmutabilitéites nosacijuma

2. g Xr X

=y |

sast8da ( \ un 1 - patvajigas funkeijas) funkcijas (/77 7/ funkoie-
nilvienido jJunu i

=t
(39) /R (30,90 K7 9,5/ =-_//?/},' ty K3 2/)% .
na——————— 7+ a i

b § Ar citidiem siné 8is vienddo vV A= ¢
5) Arena fa 1».'- Lo ® Juns atrodams Vol terru-Péres
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Tamlidsigu no sakara 5"{5‘5 ' ?;,f;f
atrod otris funkeijus (5,1, muuzmm“’
(40) ?9/3 X,]+7/+ 95[7 A _;‘// /5[)/[’ 753’/7 4//04-;—-
ST Xy

—Fhingti) TPy j{;m ) Hps s.1)%.

§ 7. Ezoblima ar otrfis kirtas funkedju.

1. Probliau nesadaurinot, var plegemt, ka doth otrils kivtas
funked ja //,r. ir kanoniskf formfi, t.i. der noeacijumi (f 3):

u){(//my % ( /f[ _(J}:/ “"//f
::J,wL = = 9,”] _ .{7 =

Zad dBfinicljas mau (A) eksists Mou Zix,y) pareislie
atrieinijuni 1ids ce tal kiirtal, var noteikt ({ 4) komposzXcijas
inversijas simboiu /7 / ar

“_ o
(2) f(’-/: £ a) 1+ f,’/x’fj/

vai '3 X 5 £
-/ . -2 / o /7 /f,

Ja apeIn® funkel jas 93/ . ?3/
S & o N Hy)= - {7 = -/ﬁ
(3) 4= Ay %) / 9x°% Jy=x )= ‘72(4,(J”

S 4 < X X
&) )= My = B fe o B fe =
W) L) = Hod) = 5 - ff Hye..

16) %o mfun ar citidies apsimfjuniem min Volterra suvs dardl
/27, 1pp
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P8dSjas dives rindas savirzae A8fInicijas apgabald (/) abeolfiti un
viennlrigi; to locekjos ir lietotas funkeljas

(5) fmny= '—/ 2 £ 4;—-—/ M) = — Wz Z/J/;f:z/

9,(‘-:?7’»

un z
Py 4 _ 2 /-
(5!) %ﬂy/: e , AA/J/: ‘37% .
Atrisinfisin permutadleo funkeiju %77/ noteikBanas problimu
vispilrms e peo i 818 gadijumad, Ekad
am)=o, £L(y = o,
t.4. kad dotali funkeljal //I,J/ ir foma

(6) vy = (x~g) + (*-3) "wiry).

Tad kompozicijas reljas simbolan 4ir kopiga iztelkeme
('” fx-/:.- /-z"/' /4-’/;;;//

ar fupkedju

" {d
(8) /T/x,j/ H(r,]/+ﬁ/ﬂ ,y//ﬁ///{/ //7——9—,_‘27:'/_

Izsteikymi (7) dslieto prodlimas sadledroto integrélvienide jumu

7/‘5;“—_- winy), 5&"/{: ¥t/
atrisinidanal péc :bmlh
8)  ¢my/= = + £ gy = oy * ,V'/["
P8c p@dijo formulu salldsinfilanas sastida m&:u

X X

(10) ¥y = u//ﬁ:/ F2% ) :/f/{,y/(/o;//aéf

Y

1nto¢rodizoronoinlo vionlaojumu

(11) % 9‘; = 7/’ ﬁ ¥ —ﬁ;‘/:,o/ﬁ/d,;y /kf"v/}b/:{jjﬂg
76 ¥a {/rfj/ ir otrfis kirtas funkeija, m mo (10) secina, ks %,
ir viemaz trefis kiirtas funkcija, t.i. der nosacijumi

w0 vmg-o ()~ (2.~ o

/4 x Y= x ;}J [y < x .

T848] ir jSatrisina vienddojums (11) kops ar sfikxuma (Canchy tipa)
nosacijumien (12) jeb - &I vienfidojuma Cauchy pro dl Ema.,

- -
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2. Tenlidelgl kil ar pimmés kidrtas funkeiju (§ 6) atradisim di-

{erencitlvienddo juna
2% 2%
(13) e 9{74 = j/*rif/

stricinAdanas formulu, kad +r 7/ apmierina nosacijume (12) un ap-
23me

X
) gy = / L¥ers) Fesg) — fres) v ) s
Ar jJeunien mainigiom

X~4 e
(135) i s, @ *z&

isteic vecos malnigos
N=DFHA; H= T-de
un funkcdjas
glrf) =" YT B = ¥ v/, jay =J(rta Vo) = 7 Com).
levéro jot mainigo transformfcijas fornulas, sastida atvasingjusus

PF _ 2+ _ 2% 2¥Y _ 2% 2%

un e T X 2y }:_-—- 2% — & + QJ
2 2f 2% oy
Qv PvIdn  2Ar {71, )

T8 tad vienfidojums (1)) reducdjas uz formu

Pl -
(1‘) 2% v e ? (q(u)’
ko var viegli integrSt sekojoSA veidi:
-.f(,‘,,/—- Bcx) + () +[c:(4 fj (&, 7/AF

Ar sakaridas formulém (15) dadl vienfidojums (1)) visplirigo atrisind-

‘m 21~ L
am ¥ay) = B/ + () + Jd/.f /j/ﬁz‘, :f—z"/aff

Te H/+/ un Y(v/ ir patvaligas attiecigo argumentu funkeijas, un funk-
cijl - 7~ ©
(18) 'f}'((,y/-.-_— Z’(’r,z;/ e ‘1[4:6;;/.(7/:‘;:2_‘/ :f--z‘/a{r“

ir vienfidojuma (13), resp. (16) partikuldrais atrisindjume (integréils).

Viegli plrdbanda, ka pSdtjais apmierina sikuma nosacijurms (12).
Tie#fn, kad y=/ tad «=c un no formulas (18) secina

Yinx) = ¥ (o v/ = o,



Ja sastida atvasingjusus

%1#_/. - .—. /;{p.ﬁé z;-,.-f/a(f -+ ""'"/?/d*“\' J-"U/ﬂlﬂf

o _ g [oieet, rtftt = = [ara ),
35? a
tad no 8¥Im isteikendna atred

e s ()~ & frrae
Iy o L=~ %

Jo p&c formulas (14) ir
j/X/!/E (o

Lal visplrigals strisindjuns, kad J= X, reep. =0, V=X,
apnicriniitu nosacljumu

¥ x) =0,
Fro)+ (W) =o
Y/x) = — BCe) = coar?—

isvéloties vienu patvaligu funkeiju (/< ar nosaeljumu
(23) dle)= o, QZ’/=0}

atrod vienfdojuma (13) visparige ctrum,jun
(@) oy y= v+ / 4 [ofent, o)t

kas apnierina sfkuma mmumns (12).

Ja formuls (20) levieto 7/, 7/ 4dszteiksai (14), tad sasifida
integrialvienddo junnu

@)y = O 2/ ﬂéfbﬁ'é {[ Y108, 6 FE 6] = Flort s i o -8 [

ir jAprasa

Job

kus ckvivalents integrodiferencifilan vienfidojuman (11) kopi ar sikuma
nosacijundiez (12).

3. Plerfdisim tanlidsigl k6 6. {~f8 atyisinijuma un i ta -
tes tedrému: Ja ﬂ(y/://%ﬁ’/ kopd ar savu
atvasinijuzsu un /r-'[i,;/ iy dotaces nepiadr-
trauktae funkedljacs d8finicijas ape-
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gEabala (14-), tad integrialvienfide juman
(21) eksieté aunugsestiakais viens atrisi-
adjums '%/r,cy/ k6 nepértraukta funkreija
6 ajJa&a apgadaid.

Pilepemot pretéjo, ka eksistd vEl otrs atrisinfijums %y o
minftien nosacijumiem, sastida diferences

Ying)= vtyy — ¥y

no teik8anai homogenu inusrnuo"aldojmn

(22) 'Lf} y/= /,,,, St /- (] Wit )F o a2~ F L0 of Yty +-¢ -

Konstatdsim, ka ar ninluan aoml‘..juun p8d&jam vienfido juna: ir vie-
nigaie atrieiniijums
?ﬂff:‘y = J.

Lietojot aGfinicijas apgabald (/4 ) nepArtraukto funkolju /7r) _‘ﬁy
absolilto vErtibu augé jas rodefas

M?}F(';W} / /‘7}%;(7//}
atrod no formulas (22) lablis puses muram Jaum noverts jusu
[WPrayl < 1 (- [0t

e sy
’qf“'b*/}< fet(€-2) - Liii

Ar atrasto formulu vElreiz novertijot (22) labo pui dadt

x-
|q{/(x,3) < #Mz/{ ‘7 J/
Tandidaeigl turpinot, konstatisin wvisplirigo “mjm

fy) | Fouy) < papeyt L2

29)!
T™H pareisIdu pilerida ar mat@mati skis Jas sliédslenu. lieéém,

Ja ar (23) noverts (22) labo pusi, tad rodas Jauns novértsjuas

’?‘[x 3/,( 2/(/? H/g a/u//‘ _LAJ«:}ZC

/
/m&y Eni &)

,’f’/x,;/ < /‘/7 (b-a) w7 )

(Fe2)!
kas sastildins no (2)) ar 7 apmaigm pret , .

Jed

jeu



78 ki nevienlidzibas (23) ladbd puse, kad 7> °° neaprobedoti
tuvojas mullei, bet kreisf puse ir no 7 neatkarigs lielums, tud JA-
dat identiski Y7ry) mmllei. 74 tad, abi plepemtie atrisinijumi

Yy um Yorry) sakrit:
¥a, ) = ¥ (X ;;/ b
reep. integrilvienfidojuna (21) atrisinfijuma unitfite konstatiia.

4. IevErajot nomxjm (12) 'm (19), isteicam funiciju

(24) B() = f/c(;/df /ﬁ{f/u’/
un integrilvienido juma (!1) atrisinfijusu %77/ fLorull
(25) Y/ = ?/ ,f(;/ K 19

ar jaum putvalign funkeiju /£(J/ (kem ix vertida //s/=o ) un jeunu
nezinfmo funkelju K(s$,/ry/ , ABLInBtu apgadbald

{/4() agyg xs ~ , 0% 5= X3

PT0 plepemto isteiksmju (24) un (25) sudstiticijas viendidojuud (21)
rodas sakars

- a4
S ey Risi vy ds = Jpcpts + 9= 7,

kuyf aps:nl 7t € 23 S )
T foa [t ] P mef ) ey R o8,
un I é : =~ 4 £

faq/o(z‘/ FCo+ % f*“/“'”‘_//t(f/ K5, 6 2-2)3

Ja pidéjos lntegrilos dara substitiocljas

Iré- 0= &, B8p. 0—Ipf= &

rd

tad dabdi

= /n/#//’(ac’ & f_f/azz‘//(/;//?/: 71 #, 4r E~T )3z
/'f#/ﬂ’*/ /’Y"”{ 4"("‘/""?fﬁz’f/;{y/f S1Fe T, 74/ Ay

PBe vdmuau integricljas kilrtidas apnaipas (starpaprikinos da-
ra substitieiju <7=¢ ) istede

2¢ » 4 7
=—f/t(;/a(;fd4flf/ A(r 47 ¢, wz‘“f‘//"(ffz‘—?“; :f-t‘/a(g‘
o 1’0 3-

2
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X
d=4 e;/f/a{ % N R
uatrmmiuunnémnmu pakara pastéida funkc i jaes
(s 05/ 1ntosrtlvi{onadojuuu
(26) K(i, ry/= /+/4‘f/’*"‘/[3”/f 75t 9r-T) F91#-C 1- ¢/~
z -/7[4;:‘ a-¢t £ T/ K5, 7-£+T, A-z‘/_/c(c.
PEAEJA vienfidojuna atrisinfifanal 1ieto p ak @ peoenisko tu-

vinddjunma metodi, istelicot atrisinijumu ar abooliti
un vienndrigi savirs@aou rindm

(2m) (s xy)= 1+ Zﬁ’cs ry).
Bis rindas locekjus aprékina plo tonul.ln

(21) Z/[;,r;‘y/ /;/Zt‘/[[ﬁff e, f—z‘-""-/’(!fz‘, /-z‘r‘?‘//ﬁ"'

un if

(29) Zj/,c/'(,;/=fd,,/¢(f/[7 (3 7FE 7#E- //4’(7,‘5- ", /- z«/__
A “ 4 ../1(#2‘ 7~ z‘fc//z//rf zc,‘(}/j_éz/a{(

()Z..—/, oﬂ},.../ ;
Rindas (27) konvergence konstatijasa ar loceklu novertd junies
r-9-5)°
| % tsey )< e ST
un vispirige 2,
" ” (x~9-75) (}_/‘ _
o K Csinn | < )" =T 4 .
P3dsjis formulas pareizidu plerida ar indukcijas slEdsienu: mneo
rekurrences sakara (29) dabl 24 ‘ L
nt P Z?:-j_‘/
: < DM laa) ™ c{z‘ _ £
X jj/ [ } % ; (477
‘.b (z?(’ Lorpy
uH ‘.7//<\ Z/? (ﬁﬁq o J‘---———:—jZ //Z‘
Z (J'?f.r/

y
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aprikinot p8dSjo integrilu ar subdstiticiju
22‘/-' I= o
atrod galigl novertdjumu Py
g 4 (x-9-5)
‘7“( {;"I r’f/ ] < ﬁ ( cy (’4”‘_&/-/

kas sastidine no (J30) ar 7 apmaigu pret 7/

Punkedjal K(5/xy) Ar sekojolis I paBIbae . Licket
integrilvientido jun (26)

§= lu = X=F
atrod nosini
(31) K(x-g; xy)=4
Ja apasind ar

Lf5; 4,4 5)= R #t, sut-T) Far 65 5-2/ = Flort, ~4T) R (3, 1447 ¢/
wn atthsina divreis ple [ vienRdejuma (26) .u-pun. tad daba

Rlong _ 1 /df /4(; v, & T _/d,,/z,(,, 44T/

.l

9 1/(;,.%7} _/A[;/v g e //df/ SL[f 22 7/ o

x*

+ V/M/—-——-*-BMM{/ 7 £ ”/46‘ 54 W)

Foslmei 3= %=1y atred

= 3K{f f,j/
. S
un . ‘2"—/?{;;-",_://7 _ o /Z [‘z‘(; d, a,&/d.f ;
[ Ixt Jf’""(“éj o

™ /4 ry/-7 wn /
| 7 — /757‘«, It4
| (3,0 2) = F/ 1= n, 2-4) = 7 .
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Mommmm.mmmmuummu

YVt

(33) [ 2 7((.3'!:3'/ - ____jp(,a Tla6~ = __//r"(rr/orb—

T
ox f'—"-x’-g U, - n Oyt

5. Lai galigi noteiktu funkeijas Y777/ kas permutablas ar do-
to otriis kfirtas funkeiju %(r, y/, 48levieto atrastd funkeijas
isteikene

(25) yiny) = f Kes) G xy)s
viens no (9) vienSdojumien, piem. formuld
P03) = Fie + fﬁﬂ"/'f‘[ﬁfrj/b‘d'

Var aptqult parciiilos atvuuum

£ 4 (s O'Z’/;
/cfx-‘y/—f—f/urjii—— As, a,ﬂ = fr-j/+f/((;/ A ,,(,-/

ievirojot nozimes (31) un (32). Romposicdjas resultantd
=7
i /“medaf/c(;/ A (3 LA

7 >
ar mainigo transformficiju un integriicijas kilrtidas apnaigu var is-
mt ““ 2 xX- X

F’yf = /ﬂ({/df/ﬁ(fri} A (G 9, 5)As .

o J*f

M43} permutadls funkeljes vy apréjina ar formulu

S
B9 Fly= Ky ey Fla vy,

kuyf apsInd funkeiju Z/
(35) 1{’(33 1.9) = g /" 2 L /ﬁw Z/f,w/a

Galigi var dabdit !_gltor;a formulu (§6)

——— - g o -

(6) 90/"%7} = ,l/:-;/ — fA (5/ 9‘(‘}',‘ Xz(_f’/d/f,

Ja leved jaunu mosligta oikla grupes funkeiju [ i-y/ pBc sakarIdas
formulas

I
(3D kieg)= J Al
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un funkeiju fig
(38) 47(5',«'393):* f’?[/ (1 X 3)ely.
5

M tad, ar dotoe otrAe k@rtas funkeciju

fin,9) = Cr-9)+ (-3) Yo n3)
visas pernutadlilaés Zunkcijas T/
aprikkina p8c Velterras formulas (3),
kug8 Jr-y) 4 patvaljigi 1esvsldta no-
s8ldgta eikla grupas funkeija un
funkoiju f(s;ry) meteie ar formulln (38)
un (35).

6. To noteikto permutablo funkeiju ¥~y L padidas,
kas pamatojas us Volterra formulas (36), ir tidas pat ki prodldmd ar

pimiis kirtas funkeiju (§ 6, 5.-T.m0d.). ArI funkeiju K'(f,-,r,y//
?9(;, r_y/ funkcionilviensdo juni

[ Fesiny fra -/ “Utis) A3, 577

) +f G (r:12) frops = //ww/ Fro) P 4,34

ir tie padi. bm raketurigos integro-
difeoerenciilos vienido Juasus sastida no per-
mutable funkedju 7y wn ¢ /ry/ vienidojumien

an 3= - -;31 - {[V(r,://"(«f;)— Frx,a) ¥4 99 Js
un x
(a1+) i f [7002)FCry) — Fees) gny [4s,
xt Qj’ b

devietojot % ¥ /. $/%5) dstedksmes no formulSm (25) un (36).
Viegli atrod integrodiferencifilo vmu:-n

o
(39) /75(5 1,9)= /X//f ra//[}:f//c{d' //-'(NVZ//*' 4/,
/3




k
as hpl, ar nosacijumies SHiswy g
ﬁﬂ‘w'"v} =4, / oA _/ - °

J'=X—j
Ar ekvivalents integrdlvienfidojumam (26).

Piegemot permutableo funkeiju &4 y/ atvasinijumu eksistenci, no
Voltezzrs formulas (}6) atrod

v * 2 ’ P e
Lo Ny + /’“’7 "ﬂ_"ﬁ“’f} L~ Nty +/'|/>’/ —”Z‘i/-:—-’éf

ox W
e i "9‘/’! iy
_ A ﬁ.;/ + A (x-y) z//ﬁ‘/“f f) - f" ot T
2/(" =Y

o P/
N a-g) + AEV) 2 Ve, T //'f/ —%—J—/ Af,

'zg‘}_:
Ja levéro Ipabidas

o vienSdojusa (11') ar atrastia m-u un pirveidojunien dadl
funked jas ?é/f, 1,7/ integrodiferencidlo vienidojusu

(40) [M i‘./?é[;m/ fa-t,5) = Frgrs)+

f~3
+ /¢[{ X 3) /—'/"'jjclf—— //’/I‘J/f{[f’ /J/ﬂ
Jr3

T» Ilc,lr!gn:l gadijunmid, kad /C?x;f/ ir
dotd otrfis kiirtas un kanoniekfic formas funkeija (1), ir lietojamas
komposicijas inversijas simdola /  visplrigis isteikemos

(2) /"’: 74y Q'/J')’/"?"/;ﬁ,cy/ (kompos3Icdj& pa kyeisi)
val

(2*) /-/’ /ey 1 /472 (remposSesys pa labi)
ar funkeijia (3) un (4). Tad no formulim

W) puy - L= TEramy + £ F
un P .
« J )
(@) Cray) =¥ F =3



pie funkedjas ¢/77) AselSgbanas yodas prodlimas integrodiferenci-
Slais m:—-l‘"

(42) -g;é— J = [€3)—acr)J¥cny) + / [l ( %7) = /f/f 7)Y, ;{/»f.f

Lal sastBditu ekvivalentu uupuman-. atrisiniBanas formuls
(20) Fity) = Blu)+ [<0 ] G162, 12 )t
devisto funkeijas iztelkemi

hmu“;% ZJ/J/"ffl'/]}“/l,/-f- ,/,,;" ;;p

(43) 7‘/{,7/— f/ay -+ /dd/{[{/d z‘/ 47/:»'fz‘/]3/f(4fz‘ -2/ +
IZ?LM”‘ o) £ (6 7-¢/ — K (1+¢,5)y/5, f—f//r—/({t

kas vispirina integrilvienfidojumn (21). TamlIdsigi kA pSdSjas viend-
dojuman, atrisinfijuma unitfiti koustatd par vienfidojum (43). PSc jam
lietotlin sudbstiticijinm r~y

X~y
G = //«f/df, Y )= L/ﬂ/)VZ/£ Y, 9/
un analogies pirveidojuniem no (43) sastdds funkeijes /7 r 7/ inte-

grilvieniide junu
(“) 7([1'4"”_ 7—/‘/.4«' /{[f/:f-z‘/- 4/#2‘/_//%/; I2E, 74+

s / [ Ko, 7€ 1t-T/f [ f{— r r2) = £ et orteT /Rl ?‘*z’f// /-zg/f/f A~

mmmm:— (26). Var atrast ar pakipenisko tuvinijumu
motodi vienlidojuma (44) atruuljuu dezgaligas rindas veids

W Rliiy= 1+ 3 Kl 27

=y

kas savirsas adbsolltl un viemmlrigli 4Sfinicijas apgaball
(A) as y<x< ¢, 0555 £y

No integrilvienfidojuna (44) direkti atrod nosimi
(46) Rte-g,x,9)= 4,

17) Vienhlido ir ekvivalents tan, ko tada V.V
et s T un S aes oy, L0y, cactada Lilelterzs savos dar-
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bet ar atvasinfdamn plc X mmuw S=A-p dadl

9X0z'1ra‘f/ .
o | —— [ = *XCy= "f[ffv-«/ Q( 1+ 4 [ols
j‘x“‘;’ Vg VA e
Jed x((,; = Z-fg[ﬂ'/o(*_"‘ ‘Z_/Q{Uq/’(f’_
Y-u Y, 2

levErojot nosimes (46) un (47), atrod funkeijas
Y5y = f/c;:uy K (s, a9/

parciilo atvasinijumu t‘:?u-n[
K, x,
L~ ko //wy —g;ﬁ"‘f

__..-—q

ax
un - 2 7\’[3', 1.4/
___... - /f/:—;/—f— X/X,j//@/fj/ fﬂff/ "‘“"‘""‘"“‘(3"

PSc 3o isteikenmju sudstiticijas formull (41) un pirveidojumiea rodas
permutablo funkoiju ¢~/ Sorma Xy )

U8) Gy = Loy Kloy feawy) r //‘((f/ 1C8 x4

Ja apaind funkelju

- /E{f/? e 2/(’{!1#/+ i) K/ rj/+//?(r“7 A3,3, /s

Galigi no (48) dadl Volterra tomh

(50) Pt y)= Aa-y) + ) / A(;/ }g(:’,‘fy/o{; ,
lietojot funkeljas £y
feaa= g/= //l (5)ely
un X~y

(52) _(55[; A4/ = X,y + /7{/[7,;; /../7

Ari vicpArigaji gadijusl penmutadliin funkeijim ¢/ der Ipalidbas,
Ras pamatojas ue Volterra formmlas (50); var sastfdit 8inI gadijumil
funkeiju R/s vy wa P57/ Aintegrodiferencifilos vienddojums, kas
vispirina vienfidojumus (39) un (40).

8. Specisls gadiIjumiB, kad 7y ir me -
8l¥%gta eikla grupas funkeija

Feny/= Frp/s
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lietotads funkecijas

93% ' 93/
) P FP
(3) aw (9;*9; /j” ;) €Y e /y=x

reducdjas uz konstanti
am= £y = -/'”/a/,
bet funkeijas (5) ir identiskas 2 o,
(52) /fﬂ’f]/ f vy = Hotr.y) = -/ /53] 7,_//0///%7/
T8 ki funkeijas

hing=hiies), £ 25 = [T/, fiz 25 =2 Viy

pieder nosl&gta cikla grupai un ir savid starpd pemtablal, tad no
formul@m (4) secina, ka ﬁ'/x,;;/ un /'/’;/ ir identiskas:

(53) F/r]/ fo by = Fxg)= flo Xy — /7/‘,; //”
Ari funkeija // /%, 7/ pleder mosl&gta cikla grupai:
fo (%) = Fo (X=7).
IevSrojot mindto, konstatd, ka vienfidojumi (42), (43), (44) 3inI
gadijumd attiecigi reducdjas uz vienddojumm (11), (21), (26) veidiem,

kuyos funkcija ;}rf;/ apmainita pret /4 » /-
No rekurrences formuldm (28) un (29) ar /= 4A/x-y/ secina:

Ky (4 ty= o Cratt 3.e )
T8 tad 8inI gadijumd irx
KC;,/".{J/ = i/

bet péc formuldm (35) un (38) funkeijas
x=9—~1

qfr(; Yy) = f/:’(r/a(r: qf/@"j )

un -"(‘5 3
CP(; Xy) = qu_(’;/d? Cﬁ(“‘ﬁ"!}

Volterra formula (36) x8da, ka ar do to otr&s k&rtas
un noslé&gta ei1kla grupas funkciju
f/,_y/ visas permutadlas funkei jas

¢ ig) = Flx-4)
arI 1etilpst Sajd8 grupid.
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§ 8. M. (7>1).

1. Ar plemSrotim transformficijéa ({ J) permutadlo funkediju
7ry) notelkBanas prodlluu reducd us tAdu, kur dot8 7 kirtas funk-
eija )(/x,;;/ ir Xanonieskd forad, t.4. dor nosaci-

o 9‘7?/!:5'/] — ( <t)= K, }
[2‘(.3;3. jz):“ K=0,4,2,..., -1, 77

‘1) n-—! ?k-lf h-l
= - = (1 P—
[ P /yagf )x”"ﬁy /s = x 6} =/
Ja définicijas apgabali
(A) asysxs £~

funkeljal //r;/ ekeists nepArtrauktl atvasinfjumi 13dz kirtal %
(deekaitot), tad komposzieijas inversijas edmdolu /“’muxc (5 4) ar
formuliim

‘:- "" X_,,,,‘ a
(2) // -7 41 % w —/—é%,,/,r// + /y)

s Y
(2') /(/:- /""’-f fﬂ_/;// &./‘.. o f(;v// - /xy

kas lietojanas h-puuululo siabolu pa kreisi, resp. pa ladi.
Sajie forsulss funkedjas 4, X/, ., Py cx) 6ty ni , bucy)
ir iateicanas ar ){/x ,y/ Pezeidle atvasinijusu nosindm

gl . »rs
3 4w= (7m 9;)(/;”’ b =€ /9;;‘ /
wn F”J/, x,y) ar sbeoliitl un viensSzrigl savirsinia rindis
(4) Foy = ﬁ/x;}_/f/'+,yﬁ/,_
(8) A my)= My — //7 +//‘é’
kugfis apsiaB
w b= €[+

Stwd <
4 R 97:{_/,

[«

?,4"’“"‘;57«

w=/ ?“7{ ?“"""( 9 ¥
() % fg) = 6} ;:7—3——- A J/,:y Taé,»"" - i) 50
un 57 ®
(6) Lty oo 4 )= E1) el
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¥
lieto jot komposicijas inversijas siadola / ! 1stetxomes (2) un (2'),
atrisina mulnn sabledrotos integrilvieniido jumus

£F = #x), $L= ¥ony)
ar foraullm

-2 x X
rx 2% % o . a Y 4
s G~ FoEE T R Y g v T RWP G F

L) 34"-1

i S eyt g™ ¥
() gay=¥F =€) 50t Y Ly Son

bl Gy + P

Salldsinot abas p3dsjis formulas, sastida funkedjas

x X
(8) Y/t,g) = {//r,,y L% ﬂ_/‘gﬂmy 15,9 )04

notodkBanal predlémas integrodiferencii--

0 vien&dojunmnu -

™ i ﬁk-l -1 2 y’
3"y y ¥ Y _ £ £ /
0 Xy E (et ) G g [

X
+ [ﬁq/«f/— /;f:f/]f’/’fjﬂz/[y/::a/{/x;/—/?’/x:/V/@yjafd.

T™xs £y ir 7 WArtes funkeijamm (/) - meklGjend meplr-
traukta funkelja ar positivu kfirty, tad funkeijas kiirta ir augstika
par 77 ; no formullm (1) un (8) esecina nosacijums

“ .
(20) o o 1/4:,.;/_/ . = (('*f"“"; £=0 14,.. , 7).
Qx(.gjd J=x
26 tad slisu pamatproblind ir JAatrisina integrodiferencifllalic vienlido-
Juas (9) koph ar Camchy tipa mosacijumiem (10),~ citiem viipdiem, 8%
vienidojusa Cauchy proedlima. Ja funkeijas 7/
ir noteiktas, tad ar formulu (7) val (7') apréfina permutablis funk-
eijas Py
Epeciiilid gadIjumd, kad
by = €= o = Gyx)= £, (1)= o,

dotlis funkeijas /(v ;/ forma (§ 4) ir

n~/ Z
X~ 7
(11) //ffj/:-: S‘ﬂ_i! 7% [X‘j/ é)/[/t?//
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un komposicijas imversijas simbolu /r'/uuu ar formulu
(12) . /’-’= S+ Feny),

kupa wpeind » £ 10 1 I 9 /

a3) Fmy= Hony)+ VIV L S T g

EinI gadijusih integrodiferencidlais vienfidojums (9) vienkliricjas par

2"y n "y x
yraal G ogn = yf[wrf:/ﬁ’r:,;/— Fx) ¥4y s

Jo der identitites

(14)

/f—’/x,oy/ fy 9] = P('K;J)
ApsinSjot ar 9/vy/ vienSdojuniem (9) un (u) ladds puses

Y

Fh-FF o FA-FF

var integrodiferencifilos vienddojums (9) un (14) reduoSt us ckviva-
lontion i ntegrilviendido jumien, Jair sinfaa
g_mmu-usmnmu“ diferenciflvienido junien
(9*) oMy » 9 [4‘ H-2 9‘_,,{

9 TX: - (-1 /’/Qxy- —(-Y 4{{‘7/%;;_—{]? +

P [ ay ) = €n )] ¥ir,5) = F00y)

%

vai
y S

3"y e e
(141) () 5= 9ry).

£2 redukcija ir lespijama t84d8}, ka funkeija 7/7/ satur nesinimo
funkelju ¥/r,y/ sea integrila simes, det n e tis parciflos atva-
sinf junus.

Turpretim ar Volterra un Péres’®) metodi peducstu us jaum
intogrodiferenciilu vieniidojum. @mshﬁ
bos noréda us gritidia lieteto diferenciflvienfidojumu Cauchy problE-
nas atrisiniSani, kad dotds funkecijas kirta 7 >, jo msinSto vienAdo-
Jumu karakteristikas tad ir imfginfiras. Vipd ir piinigi diskutSjis
problisu ar analitiskiia funkelijiam, lietojot komplekses mainiyos.

P AP e DT S o -

18) Analdtiske mnw lun formulu vienfidojuman (14') deod
Pdzee /11, 1pp » App. 47/.
19) fk. Péres darbdu /11, 1;9. uunw/

—
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2. Problémas integrodiferenciilie vienSdojumi (9), resp. (i¢)
iy simboliskd nl.-m /_{}z 7"/ o

pirveldojumi, ja ievieto komposicijas inversijas simdola / iz-
teikemes (2), (2'), »resp. (12). Funkeija v~/ Air aril pernutabla
ar doto funkeiju iy , J0

=2 P

nkumpunuuuﬂhtnuuan

f i f”/

un sakariem /. /_/ _7_ S
var atrast simbellsiko mm
/-/ K _ /(p'/{ =0,
kas analoga lepriekssdjal, tad ari permutabléis funkeijas 7“7/ ap=
mierina integrodiferenciflo vienfidojum (9), resp. (14) (Ja funkoi-

Jai ¥/xy/ eksidetd vajadzigle parcidlie swul.nl.hnt). 6 tad
mindt« vienSdojusy raksturo funkeijas,
kas persutadlas ar doto 7. kiirtas un kanoniskie formas funkoiju ¢ ./

3. Specidals gadijumB, kad 777/ir no -
8lEgta cikxla grupases funkodija

Fry)= frrsy,

no formullm (2) secdns, Xa 4,4/, dvcr), 447/; ey 4-4!/ ir kon-
8 H ot
SOt it o, Gim e Ty e it

Bint gadijusl mo formulSm (5), (s') un (4), (4') secina vionlidsIbas
%/ﬁ//r—-— VA xoy)= /?//ﬁiy ‘[//(’1-7/-/- 6’/0’//-# . +4, (';{-(_y/
un

%
Fiy= K imyy= Ky By ~Hf s K H 2.

Ja levero, ka nosldgta cikla grupas funkoljas
G

ﬁﬂrﬁy:/f‘/ﬁ(ff/} /ﬁ"’/ /(/7/... /(x—;/

Ar suvi starpl permutablas funkeijas. 5ini gadijunli problimas integro-
diferencifilais vienfidojums (9) top par



(15) i
// 94 + 4, [‘Q,r*z_[ ;;n-—z]h”*_
't armr[ 2x @_/zy/‘[fﬂ"/é/’f"é’/— fﬂ‘d/y/"’cyjﬂé.
Viezli plrdauda, ka 8% vienfidojuma atrisinSjums ir nosligta cikla
grupas funkoija I )
o formumlas (7) 8inl gadljunS aprZgina pormutablo funkedju

% =L

A
?y/,r,j/-:.- —9?;": -+ 41 D,r’r:’ Toi.e - (("’ %/r—y/-f}///:/f-yf/%y/éd

arl kfi noslSgtd cikla grupas funkelja
Py = F54).
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/
111 g_ajg_. TRARSPORMACIJAS UR 70 LIETOSANA
' PAMATPROBLEMA .

1. lepriekisjd modalii (I7 6 un 7) atradia, ke ar dotde pirmiis
val otris kfirtas un kanoniskiie foruas funkeiju visas permmutadlas funk-

eljac ¢ y) apr¥king ple Volterra formulas

=g

(1) gry) = Alewg)+ Ao b5 09)%.
8%e formlas labo pusi var usskatit par funkec ieoendl -
transfornédeci ju X~y

(20 A= Aa-y)+ o/:!{f/fé/-f/rg}a@’,

ar kugu no noslégts olkla grupas funkcijas 4(*-5) redas transforaBth
funkeija ¢vxy). Yelterra transformicijas (2) veidotaja
funkeija 76[;,1«;/ (Job ko dols) ir nepirtraukta funk-
eija, kas 43fIndta apgabald

(A) d&yexed, CSjEaY

un kas permutablo funkeldju prodlémf ir noteikts veidd sastiidita no do-
tis funkedjas.

‘ekojot g_ﬁén‘gm) norddijumien, un papildinet viga daduc resul-
titus, konstatisin vispirms Volterras transformficiju visplrigis I p a -
81bas, kad P(5 5/ Ar vispir mepirtreukts funkeija apgadbald
(A4').

feklésim nosligta cikla grupas funkeijas (/1-7/, kuju transfor-
ndtE funkeija ~

3 oy [reey Sl

ar jaunu veidotSju funkedju ¢ (s, ry) 4r identiska ar (1).
sast@dita Iﬂll!'f -4 |
fx=j) + /ﬂay %(f,'rf;/dj = /f{fr-;/ +0/J(17¢5[f, ¥, 9 )

plogea 7= d= coes’ un tad epmaina v pret ¢7 2, tad yodas attiecIbd
20) §,réres /13/ un Yolterra-peree /26, chap. 1V). MinStos darbos
dietots 4GLfinicijas apgadbals



-&“

-

/4('1/1- '-/;‘[J’/ fé,[f,'lfdr, d’/o(f = Jﬂ/?" _of:’/)y?/f,'lﬁq, 4/1)/}
kan atrisinidjuou atrod formé P
fer) = 1ov) + W s) GG 1)

ar viegli sastSdimm funkeiju £5/7 x/ no funkedjinm ff un 592
¥Sc substdtiodjas P
@ flomy = Ay + A BC 15/

funkedja (3) top par (1), Ja transformiiclju veldotAjas funkoijas
salsta ar sekojodu sakaru: v
8 Pony) = By + ECry +J/ Bl39) (17 )%
usskatot (7, 4-7/ par patva}sgu funkeiju, dadd Vol-
terra transformiciju (2) veldetdjus funkeijas F(Vry visph -
rigoe formu, kadar vienu veldotijas funkeciju
;ﬁ, (7/1,y) AF sastBdits 14 patl transformStd funkelja.
2. Islietojot to apstékii, ka Volterrs transforadedju 24/
veldotija funkeija ir atkariga no vienas patvaligas funkeijas, J.Peres
ir vispirme noteicis tidas transformficijas —////, kas divu nosligta

cikla grupas funkeiju ) /}/i—;/ s Sl transformficijas
isteic ar 8o funkciju resultantes transformdto funkeiju, t.i. der sa~
e (6) /e —/Z//‘/ = —ﬁﬂ/‘/ '

Saka, ka 88das transformficijas nemaina kompoziIciu,
un tSs suukeim par g_g/_.g_‘g-q traneformfci jin,

Yo sakere (6) var sastfalt g!_g_‘gg transforafiol ju veldotajas
funkeljas }a’/f/'r, /)  CunkelionAlvienidojuna, isteicot Al ar (2)
un _ﬂ-/fc/ ar

I~
(2') _/Z//e/- /4/17/1-?//‘/)/%/{. t 9] 4
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Plc iovietoBanas vienidojuma (6) kreise pusi parvelddo tépat, k4 6.5-fa
. (40) plerddijuman, bot hbo pusi

LY e AF . [posga i
pEc integrieijas kiirtidas muqanxm plenSrotiim sudstitiieljim 1steio
~gmz

_/1/17-5/ /f/‘ f»l(f/a’f//tﬂ/ jﬁ/ff';w, xJ/qr7

Ja no dablitSe vienlIdzIbas adlim pusln atyem locekli A/ un tevero,
knlm/‘—lrum patvajligas nosligta cikla grupas
funkeljas, tad secina !nutelonilvzonldojuan

(M (}é{.sfy,xj} ?ﬁ(j X ty)+ ff*/;, ¥ )7-!-/?5/!(//65/7, 4 9)7,
kas raksturo Péres transforsiciju veidotdjas Moun P50y
Péros transformficijsm ir th evarigh i padIda, kaar taEnm

eastiditae funkecijas (2) un (2') ir 8 a-
vid starpid pernutabdlas. Tiedlim, pastiv sakars’

Ay~ = LpX) < 2oxf) = L) Lk,

Alx=~3), f(x-4) , kS mesligta cikla grupas funkeijas, ir savi star-
Pa pozautadlas.

fo Ipadidu var konstatit arl 8, kxa formuld (7) apmains savetar-
PSjL S ar 7 ; tad sastdde funkeijes  §/4,'x,;) Sunkoiondlvienido-
Jumu (f 6, form. (40)), kas yukoturige persutablia funked jéu.

3. VienSdojuma (7) atrisinSBenn plc Peyes metedes v i s p @ -

riga)8 gadijumi reducd ur otrfi velda linefira Volterrs
dntegrilvieniido juna atrisinfifanu sekojodlh kfiytE. VienfidoJjuxd isvisto

J-a' cowT" .D'Om.k}l ﬁ/] ;j/a_/ plimedanas pretija pusé ro-

?6(1 X aeg ) ‘[7?‘(53 x3) P 59) 4 < fgfff?» Y
Ja te apmaina a+7 pyet 7 un loved funkelju

(8) Ky = Pl x4,

tad attieeIdd pret f{;, ¥,/ abG tiedda Yolterzs integrflvienidejumu
x4y
?‘(5; vy * f?éff,‘l;sya’/f,;/aé = A JE P~ KEET, 5]
o
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PEAG A vienddojuma atrisinfifanal sastfida rezolventes funkeiju
(9)  [fry)=~-xeny) v~ 75

kan der sekojodl integrillsakari i
(10) 4’+F+d‘ff= df;fs‘-f/@p(x:o

an (TR )T )= () )= 1

HinSta Volterra integrdlvienfidojuns atrisinfijumu izteic ar
x=5
Gl %3] = X(nyes)= (x5 7 /[ [, 20l foms, o) Pty
of

Jad g
[ﬁ/ ¢[f/&7/= "é[ﬁ'/]f.l/f' {Q/X*.f,(/"/-f-j/a[xj ‘(*f///‘ij/aﬁf/

Ja ievoro sskayus (10).

P8c atrastis veddotdjae funkeijas isteiksmes (11) substiticljus for-

zulé (2) un pirveldojumien dabl Peéres transformd -
¢iju formm o X % X KX X
2= A+ L4 +/Xﬂ+°‘)/3

(12) Al (7L /f(/:‘ﬁy

Viegli péirbauda, ka transformiicijar (12) nemaina kEompos=
.:c“‘o

Tief@im, der sakari : G 8
£ B/r)= [/;x/f//‘-’f/o/(/w//« (/+,_@/
& (fe-fa{/)}/: [/a—r{f/,
Ja ieviro nosacijumus (10').

Saji pirbeuds var usskatit 4A/vy/ par patvaliIzu funkellu,
bet A y) noteiktu ar (9) val (10), wesp. (1), Mtad visas
Tolterra transfornmBiold jas (2), xas ne-

maina kompozlIciju, Jebvisae P e x e s

transformlcid jas noteie¢e ar fornulu
(2), Xxugé& funkedjas c\’/r% wn A7y sSadisa

titas ar nosacIjunmienm (), pie tan
viena no tiéia ir patvajliga.

Jeb

Jeb
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"unkeionfilvienfidojuma (7) vispirigais atrisinfjums ir (17), kas
satur vienu patvaligu funkeiju, plem., X/07/, bet (Mfg;/ no todktu
ar (5). ‘

4. TonstatBpim, ka foymli (12) var att8lot vie-
nuy un to pafu funkeiju dezgala dau-
édaos vedldos.

Ja formild (12) 47, ﬁomgx/ ir viens pris funkelju, kas
aprmiorina sakazus % g o R o X ) Ko

[/’_f’(o}[/x-fﬂ:/'ﬂ [’f?"jﬂa/(/‘f‘da/— /,
ted o salldeinifanas resultita B e
X o X CHE o
(<L) A (/+ﬁ/= (7+& )N (1 +/’/
ar ploendrotin mpomi.,;ma var socinst sakaru
2= X7, ,
a istele i . 8 xo e 2
J 4,.1‘&:[;.1_’(,/(/-'_{// /-ffl-; [/?S/(ffo/
ar funkodjdn g/, N7/,  1avelotdm ar nosact juntes
[1or B (P T~ (23] () = 7°
Atrasteis sakars r@da, ka a“fl’g/ unlnzpaartoarx
;/x,‘y}r-— J"/&J/-f—f{'— J"Jf-...
ir nosldgta clikia grupas funkedjas
sy = Sy, Sty)= Tty
Jo J/b;/puarmm. M tad visae funkcdijas
X (11}/, pay , kee ar g__c_:g_‘o__g transfornici-
Ju (12) atté&Ele vienmu un to padu funk-
¢4 ju, 4dr aprijfinsdanas pic foraulin

(13) Xty)= etny) + &0y) oZo F
un

asy ey = o+ A+ TP

Ja o/, [e/My iz Bedu funkciju viens pdwis, /7x-y/- patvaliga
nosligta cikla grupas funkedja un 37&’-;/ cita 6is grupas funkeija,
saictita ar sakariem

® Ll
18) §;S+FT = ¢eFrIT=0



Patvaligo funkeiju ) x-y/ var viennosiImIgi no-
teikt, prasot, lal dotal mosimei /= # = <=«-7 bitu funkodjas x/xy/
vortida /1, «/ fiks¥ta, plea.,

‘ /% a)= 0.
Tieffim, ar Sidu nosacijumu sastiida otrS veida linefiro Volterra inte-

grilvieniido jumu
J‘(X—-a) +‘/q,o/x¢’/f{d“‘?/z¢f _= - Q/ /‘r/ q/

’ix) + fxo{m 1) = — Ko (Fra, ),

kuya vienigals atrieinfijuns ir ;
Yoo) = = Lo (xra,a) — }J/é("*“; V)Xol a2/
Porsula (9) ¥da, ka ar t&du )7~/ avi
yal= 0.
848} mo lmlllll-lf formulas (11) secina lietoto sakaru
?ﬁ// a;, ¥a)= &/ny)

5. PunkeionAlvienSdojuma -t

D Plirnj 5= Plarnyey)* $0ix f;/+f;"/ffr«/;f‘47fdz/za

otra !,nggg .trtaiallanas metode 1ir
letojama gadIjunif) xad eksists

2 .
2 5‘%/ 9‘5[3‘, .1/
%e (7) atrisinfdanu reduod us viena integrilvienidojumu atrisinfiSamu.
Vispirms no vienfSidojusa (7), kad /=7 =0 sastida funkeijase
(f{ (o' xy) = ¢y noteikBanal h-puu:uu kvadrétvieniido jumu

$rxry) + 70
kam ir vienigais atrisinfijums
, ey = (oY= o.
ModifioSjot Peres metodi d¥finiloijas apgabalanm

Jeb

(A) asycxs 6 95fis xny,
ieovedan vienfidojumd (7) funkeiju
(25) ’2{7‘(&‘ )= 9;5/; 1+, ;_/,/,

“M apmainot X pret <+ wun (f".t (_y...7‘- 5
?5[;1"7; Yt 7, (’f-}/:-— jé/fxl)(fj 7/1- fify,;r,j‘?/ .,L/?g/_,r/r,r, ‘V?{/Z ',;J_7/,,J

a) mn/u/ 10lterra-Pores darbs /28/ tad transformficdjas no-
tas par r S gulidri@nm.
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o Aepriekds )i sastida jaumu vienfidojumu ¥
Yisrvi -y p-3)= Visiny + @2/ v p-7/+ f/?/i,‘m/fﬁ/ﬁ LI Y,
no kuga ar atvasindbamu pSc ; rodas
i?ﬁfyx'x’?/f‘7/ﬂ ?Z/{f[)'r]/ +f a?[jf/7/¢[7‘ e «7/4“{
20577/ 4 7

Liekot te f=° un apmaimot . pret <77 , ,pwet yr), dabl integro-
uﬁnnuhvunhhn 4%

?’/% vy = J¥*Y; 3/ */ 5y, 1) P 4p) <
Jebd f

(26) é‘?‘ Veriny = yuns, ge7)+ / 770200/ Y B/
Ja apaind funkedju

o el

w e (W@Mmh=¢ﬁmﬂ*q,

tad sastiditais integrodiferencifilaiec vienfidojums ir ekvivalents ar
integrilvienidoe junnu

(17 “f’(v, x.y) = fﬁm%ﬁ 7 /)% * S /f/f% 771/ Yers I .

Hu“hhnﬁhﬂ“unnﬂggigﬂn vienddoeo ju-~
man (18) ar doto nepirtraukto funkeci-
Ju / ekeists augstidkaie viens atri-

l:nlaunly’%fw kEf nepirtraunkta funk-
cija apgabaléd

(') asysx< &, 0% 7%ay.

Ja plegeatu protSjo, ka bes /(7' Xy/ ir vel otrs atrisinijums
Yi()i vy) , tad difexemce _

VO vy Vlng/- Blrey
apnierina homogenu integrilvienadojum

(29) q}‘;(?, {,{y/ = f‘(?ffﬁ /;,7’ J .7'#71// %7: RPld
S

9’/’5 Y//
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Ja ar / un j apsind sekojoSe nepirtraukto funkeiju absoliito vertIdu
augls jis yodedas: -
lgwy/|<M, | Y(eyl|<
un novérts formulas (19) labo pusi, tad dadll nevienlIdzIbu
} (L,‘/('J,'x,y;’< M. 73]

No Jauna atkiirtoti novirtijot, dadll visplrigo formulu

- . 4 n }'

/ V(ruy | < e 7 /;_?' )
no kuyas mbo!ndxju-l__, kad 7> co, gecina
’}//[%' xy)=o.

78 tad abiem piegeatiem atrisindjuniem jAbLUt identiskiom:

Ylr o= Yol ny)

Viendojuma (18) vienige atrisinfijumu var konstrudt ar p a -

kGpoeniskoeo tuvinid jumu metedi, lietojot rindu

Yy < 2 Vomy,

kuyas locekjus moteic ar tumu?n
n—{

. 2 Vil , £ 5 A
%{7;'l’r('jj= :)/-47’0/;(7{,““& 47# (%f j?b.‘./;'f (‘(W [ -~ /‘“//

Ja apaind i?(r'ijrfﬂ*;%/*?/'

MinUths rindas abeollitd un vienmSrigh konvergence dSfinlicijas apgada~
18 (/') xonstatSjama ar loceklu novertSjumu formuldn

# ._./"-/
//l{/h , < H —,57 : —%57‘ Cr=iditidiie- ).

78 ki 0
405099 Foresg)= 5 ¥ L r),

tad funkcionfilvienfidojuma (7) visplrigais atrisinijume 8inI gadijumd
% 7&-1

s}
gty L Jo oo Jpfiice fr

Ja ;m{;/ usskata par patvaligu funkedju.

Lo vienfidojumiem (16) un (18) ar v apmaigu pret -7 un 7
pret ; sastda funkcijas fzﬁ/;,- t 7/ moteikBanal ekvivalentos viensi-
do jumus ’



-1')-'

(21) __— # =2 /?6[3‘ ,rj/ /ﬁl’,j?‘f/-f-/j/[,/ (5. 3, 7)s

x-§
un
(22) ?5(5 1y) = fjﬂ s2 % e pl g * /47fﬂﬂ'f*7f~"*?/?5/7 49, 1),

6. No vienSidojuma (21) viegli sastiida sakard starp iopriekds-
Jés atrisinisanas metodSs lletotém funkcljéam 9rry/ wun
Ky~ PG-air ).
Ja vienfidojuni (21) liek /=2 un apmaina | pret /—<, tad tiedSm
rodas mekl&tuls sakars

['5;' * a;/"‘f*'a'/ 7% V*ﬁ?/faﬂfﬂﬂ”
Attiecidd pret dotia funkedjinm
Qﬂ( L. - /‘“3—-{-
a{/x.]/, 04(:‘7/.... -+ 9{7 = x 2

un nesindmo funkelju ;zx;/ vienBidojume (23) ir otr@ veida linedrais
Yolserra integrilvienidojuns, kam atrisinSjumu isteic formula

(20)  gmy = Liny) + / X (1) (%3) 4
ar rezultdntes funkeiju

ey ~ acny+ 4 AT ne

Ja turpretim usskata 7/v;/ par sinfimu, bet «/r)/ par nesins-
mo funkciju, tad sakars (23) ir integrodiferencifils vienfide jums, kam
pSc (20) formulas ir specifilais atrisindjums %

3- 77
(235) «, (ny) = jﬁ(j-—cr, 1) = Z a, f‘{% /%/;;;4 jﬂ'—/ﬂ?j‘y

un vispirigals atrisindjums ’ )
(A3) X /xjy/= oy + ICx-jp) + o
ar viemu patvaligu moslSgta eikla grupas fumkeiju J'(¥-4).

G‘/X{J/



1. Lai noteiktu funkeijas 7777/, kas permutablas ar doto
n. k@rtas (7 - vesels positive skaitlis) un kanoniskiis formas funkedju

#y), mexdBsin funkeljes «cvy), (/1 y), af kuya istele fr;/

/

Péree transformSicijas formé s s
(1) _/Z/,W/= _Q//y= [/ 1‘0(// il +ﬁ/

Zinot 3ddas funkeijas /(v y/ wun (y/, var atrast (§ 9) Volterra

trancformficl jas g ry ,
X-3) 51 -
(2) //x,j/ = [f"‘i-' +/ CETX 95(-“} Y. 7) 4
veddotijas funkedju L=f

. B/K~ X(k, 7+ § 5, y)AS.
(3) ?6(5, x.7) = (%, 4# 5] + X f,;/—!—}/ (4 7+ /f[ J
Apskatisin g adXI jumu, kad dotis funkcijas forma ir

=1

X-4)
W Lry= _(?_z)_._

Ja ©/0j) ir nepirtraukta funkelja kopl ar tis parciBlien atvasinii-
Jumien 1%ds kiivtal 7y . K8 zinins (§ 4, 4.nod.) 3inI gadijundi funk-
eijad f«, y/ ekeist® attistijums absoliiti un viemmdrigi savirsing

RM « X,p x P s 'd . £ o

(s) %/X,//:/"—f/&/-f //'//’/-.H__/
Ja [y wvetelc ar oitu rindw | e
(6) ﬁ(,(}’/r /%/[(,‘7/.;- ,’75/%7,_//‘%,///.‘ é//f/,(_y gx"f” .
Rinda (5) ir divu simbolisko um,,/: )
| lstetksaju:

(n foy = (1 + /A7

X Xo ';( re -./
D) %;/(,67/_—. 4 [/ +F7
kopigais attistijums.

Lai sast@iditu vienfidojumu vienas funkeijas, plem., ¥/ noteikia~
nai, fornulas (1) abfic pusSs dara kompozIciju pa labi ar

Xo
7 +X.

# (fx“j/&"-’”@?/z
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78 k8 pastiv sakari
(8) ( f"+£)(/’+,a‘)= (/bfﬁ/(/"mjz /,
tad dablitais vienfido jums m:-{- par
L0/ %X) = (742) 7"
Ja te levieto //x,;/ izteikami (7) un dara komposicijupa X re i -
s8s ar [+ /7, tad rodas vienSdojums
frfoud ) = (0 PF)(7+ Y17
x x X
_/"*a/x — oé /x’-—_: //K”(F-f'/:a(//,,
Deblitais vienfidojume ir ekvivalents ar simboliskiis formas vienidojumu
Tk dd = = F&

ko atkliitd izteic k& i ntegrodiferenciidloe vie-
nidojunmu

Jeb

, ok %
() 937“7 — =t "b—;—- = —Fry) —Jf/’/m/ X (4 3)%.

TanlTdslgh kArtS no (1) pSc komposicijas pa k re i s 4 u/"’+__,a
un isteiksmes (7') ievietodanas dadll pic pirveldojumiem vienddo jum

7= 1= A LA
ks ekvivaleats ar sisbeliskSs formas vienSdojum
{1~ 1= Fepr
jeb integrodiferencislo vienado jum )
(91) ed (‘dbg_;;.,ﬁ" frey) +//3/1,9y/?4;/96’.

ox"

Lal noteiktu Volterrs transformicijai (2) veidotdjas funkeiju (3),
pletick atrisinit vienu no sastiditiom integrediferencifliem vienfido-
Juniem, plem. (9). Vo sakariem (8) tad var atracst otru funkediju

Xe X3
= —aAMy)tx —&X"F e
Py Y

VienSidojumi (9) un (9') visplirina tos, ko sastidljis J.Péres®?) pirmas
kfirtas funkeljas /(r;/ gedSjumd. PUASJE gadTjund, kad +- <, vienS-

22) Yolterra-Peres monografija /28, lpp. 72 un T5/.
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dojums (9) top par x

2% gf‘_ == fl )~ [ Frra) x(3.31%,

ax o I
kas identisks ar depriekdSji (-8 atrisinfite intesrodiferencifilo vie-
afidoJumu (23), Ja

Jp) == Friy).

idetojot «A/xy wm f/b;/ nozimes, kas apnierina viendde jumus
(9) un (9'), neklssim ar doto %. kirtas funkciju (1) permutablis funk-

(10) gy = L) = (7°+) Iy (/"+f’j.
Funkei ju permutabilititel X ¥ x X
Fr =t
ir nepieciadans un pletiekofs neosacijums
=11
T8 k& ar vienidibas komposicijas pakipd /"pomtubm funkeljas
pleder nosldgti odkla grupai (§ 5), tad atrastais mosacijums rida, ka

Aty = Ax-3).

M tud, Ja L 2vElas patvaligu nosldgta
ciklae grupas funkciju A(x-;/ fornula (10),
tad dablii vieas funkoijas, kass per--
sutabdlacs ar 7.kirxtae un xanonilisgskdes
formaese funkciju (4).

levirojot noslidgtd cikla grupas funkelju savstarpdjo permutabi-
14tatd un Péres transformiciju izomorfiemu (§ 9), secina permutablo
funkeiju (10) svarigu grupu ipafibuy: funkod Jae, kas
permutad®las ar 7s.kfirtas un kanonis-
ks formauas funkediju (4), 4r savid star-
paé& permmtadlas.

2. VispArinot metodi, ko J.Peres?’) liote plmméis kirtas funk-
eijal, meklBsin transforuficijas (2) veldotfjas funkeljas ¢/ sy
izteirens (§ 9) £ I x

(11) ¢{§,'X,j/= ZT?' !47,j474 .../d%j:,i...oz,'(x-,;(]}

M=y

/

25) J.réres /13/ un Velterra-péres /28, lpp. 65/.
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nezindmo funkeiju ..., . Ir Srtdki lietot funkcijas 76(!; x.y) inte-
gralvienado jumu i oae
7 -
/ . i 5 4 /
(12) ¢/§,‘X,‘y/= Z?/:-—;+7, y¥*7 )47 f: -/7‘”/ Qx- 3¢ %, It7 ?'7; a+y, ¥/

un izteikt funkeiju (2) forma

A
(13) try)= 1+ Kt/
ar ievesto funkciju X~y j"’
(3 X,9/%5 .
(14) r’f..r’ﬁ/: ‘a/ /)"_I)..r ¢ ; L./ 5
Ievietojot p8dsja formuld ¢/J ¥/7) izteiksmi no (12), dabii formulu
Knthg)= J ~+7,,
Ja apzimé oy ;
/ [ 4 (r~F 7>
Ju o T HT A 1 )y
un Ix‘! h~) .f X-f
:/:: / 3/‘(7 //""f‘7; /*7//&7/ a+7, J/‘(J .

f
P/ ‘0 t?l/

Parveidosim, piem., pirmo izteiksmi .| apmainot vispirms integra-
cijas kdrtibu: b S
T= [ 47 _
i = 7 (‘Q-;j."
P8c tam ar sekojoSfm substitici jém
r-ge7= & J?)*= z

FEB5y, yiy )

dabi X~ +Z‘-;J/
74 /4t - A
\“) — {0/" /j / {»_!/‘l
Ja te p@c binoma formulas izteic
| »-/ 4~/ L Lot
(r-1tg) " -9 @J/ g / g/
(r-1)! (n-1)! (7-2)! @)

Km=-t X X2 ")""f

]zfjf'f‘f j;f.,;... +'/j¢
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Ar tamlidzigiem p&rveidojumiem dabu 5
X x
»” Ll * -
Z= /’ q"/(: 4 7 /_f,(z £ i 1,_/}/1",, .
7 (

Jja apzimé ‘J o

Kf/*’?y /0-y, ?5(’! x]/ag [/u—- 04, 9,.., nj

T8 tad p&c formulas (13) atrod sakaru

/{r.-_- ”""/7}(/1*4‘//_;. /”’X(/-r-,{%/_,“. _*/}A(/"’;(i/
Xy x x y X
(15) /—/+/f/,c/’/’+... 19

Jja apzime P x-;/

*~4)
K‘ (¢ 7

un pienem s.tmotr.ijas dq.
;,r my) = //"J/-

T8 k8 var izteikt ar g_g/_z;ig transformiici jam

Yrogjm 2O fomge LAY, o, fu wy= R,

tad der sakari " -
//;y-r /i e A/I’ZIV: /g

78 tad formula (15) galigi dod sekojosSu sakaru

Jjeb

¢/ 5,00) A

X,,../

(17) ///-;-f//,u.. 7“///4 / /

kas saista nezinBimo funkeiju //n;/ nn

18)  Amy~ L/7)~= /+/ P g

T8 k& /,/; = //r,;/}

tad funkcija (18) ir kompo z I c i jas bDinomd@lia
integra@alvien&do jumna

(19) Y = Y

atrisindjume, kam diagonile
‘}l'.fr,xy = /; //"/‘7"" j



Kos

78 tad permutabdlo funkciju

Mm.k&8rtas un kanoniskas £
¢cl jai fuy péc lietotdas m
ducée jas visparigalja g adil
pozicijas binomadala 1in¢teg
juma (19) un I patnd jJ&8 inte
do juma (17) atrisinié&anu.

Specialajd8 gadlIjuma,
mSs kartas (4= 7/ un kanoniskds formas funkcij
nigi integrilvienddo jums

i = Pt
péc funkeijas //rgy izteiksmes
//A,J/—a /—-//5'{/ ///=
substitlicijas un parveidojumiem top par
7’;7’[/("— /W(//r=‘ - /S
PE8AE jo vien#do jumu ar atvasinASanu pgc + un 7
/[/‘_ /)~ —4,
no kuras galigi izteic =
gmy= ~B(7= 18 == (Hrg)+ H7H 5
Salidzinot ar funkcijas (6) attistijumu, konsta
Jmy) = — /"ﬁ;;/.

noteiksana
oxrmas funk-
e todes re -
Jumd8 uwgz kom-
r8lvienaddo~
grédlviensd-

xad #/%%/ ir pir-
a, ir Jaatrisina vie-

0¥
Px 9;7—/

reduc® formd

/7///'///%‘ j

té, ka

T8 tad visas funkeciljas, kas permutabdblas

ar do to Pilirmaias k&rtas un
formas funkedilju /7y , apré
res transforméacijanm

o

kEkanoniskas
kina ar Pe-

(20) @rey) = S2/1) = /}/t-yj + /)(f/ jﬁ/_{, x LS

kuzrau Yoidetijas tunkciju

@ sy~ Z(u f«y; /«f;., / Y

apri;ina a

/"‘
"G Y



= 8% =

Ja apzimé@

>¥
fray) = /'//"‘!/‘*ﬂ/ﬂ’{ﬁ/ﬁ//* //7? 2;:?/

L

;,7‘ /r.py/ - F[Hy, It/

3. Kompozicijas binomBld integrdlvienddojuma (19) atrisindjumu
XUt

‘}P/r,)y-; /”
sauc par kompo ziIciljas pakapi ar dalu
kapindataju 7. 38y n. kdrtas funkcija, tad ¥ = /‘
ir pirm@s kdrtas funkcija (§ 2).

Integrdlvienddojumu (19) var atrisindt vienm8r tad, kad dota
funkeija Z/«.y) ir attélota ar Péreés transformlcijec

(1) Ly = L/ = (1%L )17 7% £

I v/
(2) ///r,// - /"f- / —/—:%;;/— ff/‘z'/j!/fé‘,

pienram, kad //Mf ir formd (4). Izlietojot Peroa transforméciju

Ipasibas un vienibas 7 sakni ¢ jeb algebriskd binomdld vienidojuma
£'= 1
atrizindjum$, atrod integralvienidojuma (19) atrisinajumus

@ ymy- f g 207,

kur speciilais atrisindjums

)= (7)1 TR
_ﬂ/»fj}-: 1+ a/ G;é[f/"f/"‘f

ir izteikts ar formulas (1), resp. (2) funkeijam ~; f3; B2 7).

Saknes ¢ daf@dém 77 nozImém atbilst integralvienddojuma (19),
7 daz&di atrisindjumi resp. kompozicijas pakdpes / * dasddas « no-
gimes. PFunkeijas (22) diagonfile ir konstanta un vienliIdsziga ar 5 :

¥ ¥ =

vai

Jebd
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mutablas ar doto funkeiju £/47/, ir ari permutablas ar tds kompozI-
cijas pakd@ipi /’f ? Gadijumd, kad funkcijas </~ %/ forma ir (4), no
formulas (22) secina, ka mindtajam jaut@jumam ir pozitiva atbilde.

24) Volterra /29/. 8o jaut@jumu esmu diskut@jis ari savi darba
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N 7/
SUR LE PROBLEME PONDAMERTAL D5 LA THEORIL DBES
FONCTIONS PERNUTABLES.

(Rézume)

Dane 1'Introduetion je domne un aporgu oeurt sur le dcveloppement
de la théorie do composition et de fonctlons permutables de premiere
oap‘co;, et J'annonce met résultats nouveaux omu’e dane co travail.
Comme 11 s'agit Lei tonqurl de la composition et Gn Mtiovus perx-
mutables de premidye espece, ces notions sont nomnges plus brovement: la
compoedtion etles fonctions permutahl.!.

Ce tmux est une extension cousidérable de ma lote /9/ et
de mon Memoire /10/ sur la recherche des fonctions permutables.

Pans la suite les fonctiens envisagdes de deux variadles X et y
saront nnppoms continues dane un domaine tel que

(A) d.édtféxsl-;

et ces fonctions admettent les «ﬁﬁes partielles, contimues dans

le domaine (A) M'Q‘ 1l'ordre déteranine’ Puisque ce domaine differe
de celui-ei, pris dans mes publiecations /9/ et /10/ et dans les travaux
fondamentaux de MJi. Vol terra et Pé re s, il faut modifier
convonablement toutes les formules employecs.

£% 1 ot 2.
Dans oes premiers paragraphes’”’ je rappelle los notione ot les

nﬂpr“tfc/l fondamentales, do la composition ot des fomctions permuta~
blee, necessalres pour la suite.

+) loi ot plus bas les m figurant entre crochets, renvoient a
1'Index bibllagraphique, placs & fin du travail. '

*+) Les numeros des formules et dee citations remvoient au texte en
languwe lettomne.



§ .

Ce paragraphe est mwu/i llo'tubnmt des formules expli-
cites des transformations guli mettent une fonotion du prenmier ordre
(n? 1) st en xu’:énl d'ordre 7 entier positif (n® 4) sous forme

canonique.
Lo cas 4'uns fonction ﬁ’frj/ du premier oxdre est 11lustre
par un exemple (11), auguel corrvespond la fexme canonigue (12) avee

la relation (13). Cet exemple renferme, comme cas particulier, la
fonction lindaire (11'). »

Pour etablir les formules gemerales (19), (20) et (21) des
trancfoymations j'ai donné un lemme (n° 4, formule (14)) sur la
dérivation d'une fonction conpo“/t.

§ 4

Dans ce paragraphe la déternination du symbole / ’ d’'inver-
sion de la composition est faite ocomme dans mes publications /9/ et
/10/. Ce symbole domne (n® 1) la solution formelle des cquations
integrales ascsociees (ouadjointes) (1) et (2) par les
formules (3) et (4). .

Dans le eas particunlier (M2 om /=7 ona
respectivement les formmles fondamentales (3) eu (13) de compositien
@ gouche ou & droite avee /7 ~ , loregue la fonction ¥4y  est
d‘erdre lupo/m a 2 ou d'ordre 2 , ot &u type canonique.

Danc le cas genéral (n 3) d'une fonction /ﬁ,;/
d'oxdire entrg.n- positif 7 le symbole / p-ut etre regarde comme une
temtionMn (-7) au sens de M. P& r o 8 3, L'exprossion ge<
nérale de telles fonctions est (14) ou (14') avec les fonc tione hray)
et / /ry/ @&'ordre positif, et les sutres termes, représentant le
produit et non la composition des fonetions 4,1/ .. 2,4, %y iy

par Xe
oy
/S



a0 =

En supposant la fonction donnee /ﬁ'ij sous ﬂm canonique (16)
et ddrivedble jusqu'a lL'ordre 77 , je donne le procéds’ suivant pour
ddtorainer los fonctions employdes dane lee expressions (14) et (14').
Par la substitution de l'expression (14) dans la relation / —7* 7
on tire, en vertu dees conditions (16),

a,)= 4, 40/ =o0.

En ddrivant successivement tous les membres de la velatien obtenme
(15) par rapport a 5 et en posant /=x on ddtermincles fonctions
sulvantes I e W par emploi des ddrivees
particlles de //ry/ Jusqu'a llerdre Jy-/ oullona y=x . De
la relation (15) on forme l'd’muan intégrale (17) avec la fonction
(18) a'oh isme@iatement la représentation de la fonetlon A£7x, y/
par la série (19) gui converge abselument et uniformement dans le do-
meine (A4 ). ,,/ X,

De la méme facon, en partant de la relation // 77 et de
1l'expreseion (14') on obtiant les valeurs de

fﬁ{,;'/e 4, §y)=0, €.(3/, é///

et la fonetion /7 /r.«;/ » Colle~-2i étant Nprb/unt{e par la sdrie
(19 ) ou ﬁi/xf;/ ddsigne 1la fonction (18')

Alaﬁndupamaapho (n® 4) est examine’ e e as par -
ticulier ou

dmjso , £09=o0 (=1, 2«0, 7).

Il a 1ieu pour une fomction Ainy)  qui peut étre mise sous forme
(22) on w(x.y) est une fonetiom contime, derivable :unqu'a 1'ordre /.
Dane ce cas-la 1as fonctions (18) et (18') sont identiques a la fonc-
tion (23), et de méme les fonotions (19) et (19') a la fonction (24).
Donc on obtient l'expression (25) oome du symdole /"/ i gene-
ralise celle gue M. Peros® .ammmnmmnan
proaier ordve. On peut tnum la relation (27), utile pour la suite
(§ 10), entre la fonotion domnée (22) et la gbmm (24).
Les expressions obtenues du lynbola seront uployeac dans ln
huapitre enivant pour discuter d'am une nouvelle méthode le m
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Zondamental: trouver ot dtudier toutes
les fLonections P4) permutadles avec
une fonotion donnee Ay

§ 5.

‘l'orisimda;parasrapho (n® 1) Je forme les o/qu ations
syndoliques (4) ot (5) du probleéme fondamentsl, an intro-
duisantd'wmmh dua e VOolterra, la fonction
dioomwe euwxlllaelre (2).

Apres svolr uuum (n°° 2 ot 3) les fonctions pernutables aveo
l'unita’.u on genewal nvoo , ot apres avoir constate” lour proprie-
t¢’ @u groupe, je pose (n°° 4 et 5) lo probleme suivant: A Ba=
terminer toutes les fonctions //&;/
de premiexr oOou, en sonetal. df'ordree
Qu i s o rc/dnitont re sp.etivament s.ul
la forme canonigues a l1'unite ou a 7
In employant les formules de trmtomuons (¢ 3) 41 est facile ln
demontrey que la ¢ondition mcusairo et suffisante pour telles fono-
tioms ect (13) dans le cas d'une fonction du premier ordre ot (22)
avec (23) dans le cas genéral.

Farce que ces tramsformations conserventi la composition et les
fonctions permutadles avec 1'un1ta/ (ou avee 7 o ) forment le groupe éu
eycle reru/. on obtient par la formle (18), ou & est arbltraive,
toutes les fonctions permutables avec (13%) eu (22). Il est facile de
véritior gue les fonotions (18) sont permutables entre elles.

§ 6.

Tout d'abord (n° 1) le problene fondasental dams le cas d'une
fonction //rfty/ du premier ordre ot de forme canonique (1) est re-
duit & 1a reSolution de 1'eguation integro-diforenticlle (9'), jointe
4 1a condition (10)., D'npr&a lamethode @0 M. Volterra 19
on forme paxr le changement des variables (12) l'o/w.at.ton integrale
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(14) (o (O est une fonction arbitraire telle gue Gle)=0 ) est
dmivalente & 1'equation preoédemte. Dens la forrmle (14) et dans
los suivantes je donne une explication diffevente des ouvruges ol
16020, en employant toujours 1'intdirale definie entre los limites 7
et U .

.o.pmmnu-nm (n° 3) le théoreme d'uniecits pour la solu-
tion de l‘o@at&on :lntograle. (14) je wuttache (n® 4) le probléme fen-
damental a la résolution de l'sutre eguation intdgrale (18) oui earae-
tdrise 1a fonetion A(4 ry) , introduite par (17). La résolution
effective e 1'éguation (18) nz faite par la méthode des approxima-
tions successives: on obtient la solution (d'allleurs unigue) par la
sdrie (19) qui converge absolument et uniformément dans un domalne
tel que

(A) 25 ysxs £, 0 s vy

Par la substitution (17) dans la formule (7) J/ou (7')/ on trouve
toutes les mmna pernutables ¢/r ;/ ’ ropromtau par la formmle
(22), duo a M. Vol terra, mdoumtpu Ali—y) une fone~
tion arhiwam du groupe du cycle fem et en formant le noyau (ou
la fonotion gemératrice) /% *jy/ & partir de A(sx.jy) et do £ory)
par les formules (23) et (4).

ensuite (r®® 5 - 7) je ruppelle les proprio’ha basess cur la
forzule (22), des fonc tions #r4:y/ pernmtables avec Z%y/ . Je
donno (n° 5) une somrslmat.lon sulvante: 11 existe une
fonction permutadle g7/ et une csewu-
e qui prenmnd, pour y=a(c. s d-mruncotcdn
triangle (A)) des valeurs tasignoec
@d "avance. La formle (22) mtommplunpar (26) om
la fonction L/3, 1y est formee per (25) a part.‘lr du noyau ¢/sry/
et de la resolvante /77/x) d'une equation intefrale de volterra.

in particulier, si la fomotion ¢/~y/ s'anmule pour /= <, elle
est nul idéntiguement dans tout lo domaine d'existence (4 ).

nnns le n’ 6 sont aussi rnppon(n les résultats principanx, dus
a H. Parx o s 10 sur les fonctions permutables analytiques.

A 1a £in du paragraphe (n® 8) je forme les €gnations fonctionnel-
les diverses qui caractérisent les fonctiens employdes A/~ » 7/ et



4
$ls5:xy) . De conditien de permutabilite”

$=1F w Ff=1F
on obtient 1l'equation fonetionnelle (33) ou (35). Bn partant des
./qn.nucmt mto/ae-uﬂ{rmuuua () et (37) on txouve les squations
integro-differentiolles nouvelles (36) et (38). De la permutadilite”

mutuelle des fomctioms ¥/ owu ¢rry/ on forme les cquations
Zonotiomnelles (39) ou (40)36,

¢ T

En o-’htnt les mu.uuou mralu, dues a .YVolter-~
ran. otmmnuunt lanthun dun pnnpapho pr&odont Je domme
dans ce paragraphe-ci la resolution aomplotc du prou-o fondamental
dane le cas d'une fonotion f/rf// m‘!du second ordre.

Tout d'abord (u®® 1 - 6) utcxnns.m le cas particu-
lier ou //ry/ est du type special (6). Par emplol de
ltmunon {7) aveec (8), on foxme dans ce cas 1'omu¢m mtcsn -
différentielle fondamentale (11), jointe sux comditions (12). Par
le changement dos varisbles (15) 1'oquatien precédente se réduit a
1'dquation intégrale eguivalente (21) on G/«/ est une fonction arbi-
traive, verifiant les conditiens (19). L'unieite de la solution de
(21) est demontrée (n® 3) par ia ndthode cnalogne & celle gu'on om-
plofe dems la théorie des equations intégrales linéaires de Volterra.

En mettant les fonctions 7/« et ¥/% )/ sous forme (24) et (25)
on deduit (n® 4) de 1'equation integrale (21) une autre equation in-
tograle (26) qut caractérise la fometion X/47y/ . Pour récoudre
1'e4uation precedente on emploie la méthede des spproxizations sue-
ceseives. La comvergence de la ssrie (27) est assuree par les indga-
11tdee (30) on les fomctions X /7 xy/ sont donmées par les formu-
les (28) et (29) de recurrence.

En vertu des valeurs (31), (32) et des relations (9), (25) on
obtient les fonctions persutables ¥ 7/ sous la forme (354) ou la
fonotion /7, xy/ est donnee par (35). Pinalesent on peut mettre
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les fonctions permutables ¥%y/ sous forme (36), dwe a M. Vol -
terzra dans le cas d'une Mmem‘ohm.m.m
introduisant les mouvelles fonctlons //7-y/ et i xy par (37) et
(38).

Donc toutes lee propridtes, gui sont dasées sur la formule (36),
sent les memes gue pour les fonotions permmtadbles avec une fonction
dennee @u preamier oxdre (§ 6, n°® 5 - 7). mm(mmm fonc-
tionnelles /¢ 6, form. (33) et ()5)/ qui caractérisent les Mum

Kisivy/ et Hl5xy/ eont les mémes; mais les équations integro -
tielles Mm se gonéralisent ici en (39) et (40).
Dans e c¢cas goa.rol d'une fonction quelcongue
£/ @u second ordre et du type canonique on forme (n® 1), par
mxmmmmnu (2) ot (2)dumboh/ 1'equa-
tion integro - differentielle (42) &u prodléme. Celle-ci, jointe aux
conditions (12), est equivalente a l'eguation intégrale (43) i gs-
alise (21). On obtient, comme dans le Cas ’arucuuu. I'thm
(“) @l caractérise 1a mum X/, %y et gui gendralise 1'egua~
tion (26). Par la méme methode des -ppnx.haﬂ.m mcunim on
mndt ddterminer la eolution unigue, exprinde par la serie (45)
convergente. On yetombe a la méme forme (50) des fonctions permutab-
2ee 7}/ ,en prenant les oxpressions (49) et (51) les fonctions
Viiny et s A

Done les propriétés mnm des fonctiome permutadles ¥/7/
mtmmm:l.ocumn. La fin du paragraphe (n® 8)
o5t consacres a l'etude d'un ¢ as particulier oumla
mm f/ty) est tu groupe du eyole forme. Duns s cas les fomo-

tions (3) se reduisent a constantes, et on a los identitet (52) et
(53). En vertu de cela, on constate facilment gue dans ce cas les
fonctions permutables ¢/~ 7/ appartiennent aussi an groupe du cycle
Sm/-

§ 8.

5 Al'oﬂsn- do ce paragraphe (n° 1) est etablie 1'eguatien in-
togro - differentielle (9) du prodleme fondamental dans le cas d'une



fonotion demnoe 7/%y)  a'ordre entier positif 7 et de forme cano-
nigue, en employant les expressions generales (2) et (2') du symbole

. Pour la fomotion du type spécial (11) on a 1'equation corres-
pondante (14) plus simple. En vertu des conditions (10).ututdnne
r‘un‘.nh ptohzo-o de Cauechy pour les eguatiens
intogro - muma (9) ou (14). En designant aem;/ le second
meabre m.onum (9) ou (14) on peut remplacer ces eations par
des oqnutloal lntasraloc ommnua.ulou
mtm.umuﬂh Cauwechy mhsmumuﬂb-
rentielles (9*') ou (14') ot m eonu.u.m aux limites (10).

umtrdn.puhpmm.npunm I.Poros“ on
mtm tmwm.omtmuum du'zucntuuo. Les
mmuu-anmmmxooumnbz/ pnﬂmntdtu
que mmum ditferenticllos (9') ct (14') ontdncaruumu-
ques imaginaizes. C'est pourguoi M. Peres ntruteloprobluo
mmmmmm-mqm

Jtm(n"z)mhsmﬂ.mznum ummmuu
(9) ou (14) ou la fonotion ¥y est vemplaces par ¥/<y/ ngnota-
risent aussi les fonctions (//ry/ pomuuum f%y) « Alda
mam(a’})umu cas ou 7~y ectune
t’nunhmhcmtm. On a dsns ©e cas les constantes
S ﬁ;,={&:---1 ﬁ,:—/,,,
et evidemment 1'équation integro - differenticlle correspondante (15)
admet la solution

' Yoy = ¥y

En vertu de la relation (7) entre les fonctions ¥/ et #/%%/ em
concluit aisement gue les fomctioms ¢#/7/ permutadles avec

{/r-;/ appartionnent aussi au groupe du cycle forme.

§ 9.

m-u.wrm,mmm—numuu.
umuuhsa H.Péros? sur les transformations _/?_/)’.1
conservent lacomposition (transformatione de
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Mo P 6 88 ), onmodifiant le domaine d'existence de la £
M&tﬂ (ou noysu) Sﬁ/_f,'x.i/n tion
(Aj) . d-s;f-x-sﬁa/ o 55 X4,

Pour oe domaine on etablit a partir de la condition (6) 1 'e'qua -
tion fomectionnelle (7 gui caracterise la fonction
75/.{;15;/ I.sulntua sono/ralo da('l)uthm‘omh
formule (u) ou les fomctionms /%y et [#p) sont lisée par les
relations (10) ou (10'), l'une de cettes fonctions étant arb i t -
raire. Onala forme gonorasle (12) des transformations de
H.Peres. )

On peut mettre (n® 4) celles-ci sous forme (12) d'une infinite
de manieyes: o1 duns une telle transfornation <. ot f» font une pai-
ummm.mtlumwuum(m),onem
tient mu-mummm par les formules (13) et (1}')m
les fonotions )y/r-y/ et 9/x-y) du groupe du eyele forme sont lices
par les relatioms (14), l'une de cottes fonotions etant arbitraire. )

Jompcuo(n 5) pour le domaine (4')1a seconde me -
thode duea I.Portlawunnmunul'ommn
(7). ?nl'umuud'm Mmm(”)mbmm
omtun ht.sn uzammm (17) ot m maﬂon musrno (18)
om&vdnhahmu. wmmmuma'm-
citd ot d'existence do la solution par la méthode des approximations
successives on obtient la solution de (7) sous forme (20) ewm 9.7 7/
utwmmmm

aumtws)utomnmmsz})gsomunm
les doux mm o(/Xf;/ et ¢/vy/ employees dans les doux metho-
m«mxummm.

§ 20.

mnmammmlaﬂmnuua'm
fonction f/x,«// d'ordre entier positif ~ , des retultate que
. Péxres 22 aoexposés pour le prodleme fondamental dans le cas
d'une fonction du premier ordre



- 93

Mn'bumupnuhmmdmheucé‘nld'w
fonction 7/.y/ Q'erdze ” et @u type camonigue 11 suffit do mettre
#/ty) eous forme d'une tyansformation (1) ou (2) de M. P &re s .

Mhl"lj'otmumrh type speeial (4)
les dquations integro - ammuea (9) et (9') qui sont vérifices
par les fonotions chewohées ~/x 7/ et ﬂ/M’ figurant dans la for-
mule (1). 81 l'on a résoln, par exsmple, 1'eguation (9) on peut for-
ner direotement f/fr// par emploi des relations (8) et la fonction
gohexatrdce /5, % j/ au moyen de l'expression (3).

Pour gue la fonotion (10) soit permutable avec (1) il est neces~
saive ot suffisant que /7% soit pernutable avec 7 - Dome
A/xgj- A/I-J/ doit etye choisie du groupe du eycle f.em/mr
former toutes les fomotions permmtadles vy .

, Par la umuuu (10) on etadblie tres faoilment le théoreme
Mmupmpmtoeuw les fonctions yny
permutabdbles aveo une fonction S/ny
d'ordre 2 ot 4u type (4 ecsont pernu-
tabdles entroe 01109.

Pour le cas /=1 umontmomhmm
par M. Vessiotd

Dans le n® 2 jo domne la gomeralisation, en cas d'une fomction
f(ry d'ordre % et do forme canonigue guelcongne, suivant une
nmum.m; M. Pdxes your la fonction du premior
ordre. Pm deterniner la mm PP/ dm 1'expression (11)
il est ’uuranc d'npl.om 1l'eguation integrale (12). Ea mettant
la fonction //%71/ lomm forme (13) avec (14) et en appli-
quant la substitution (12) om otadlit, aprds guelques transformations,
la welation (15) avee (16). Il en resulte 1a relation (17) @l lle
seulement deux fometions 7/%)/ et 7 (vy/ , oette daralere etant
mcw(m)

I est evident gue la fonction (18) est une solutien particulie-
o (avec 1a dlagomale egale a 1'unite) de l'eguation integrale binome
(19) de composition. La relation m) par rapport & 1'incemmme 77’
est une dquation integrale du type special.

Dme, dans le oas sonor.:l. d'une
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fonetion dordre 71>igt de forme canonigue,
1¢ prodleme fomdamental d'apres 1la
methode. precedente 60 réduit a 1la
résolution de l'eguation integrale
binome (19) de conmposdition et d4d'une
.ut/ro o’quation 1nto/grala du type
epecial (@17).

nmlocal?) 4 n.mzmmamvmm

‘on ob
(17) d'ou 1'en odtient f/*f fim _F/,//

la fonotion /7%y atant definie par la série (6).

Aunnenmmpho (n® 3) Jodml.auhﬂonhl'mtm
uhsrtl.a b.tnu-o (19) de composition par emploi des transformations
Ge M. Pdres. )

Toutes les fois gu'on a la representatien (1) ou (2), par exem-
ple, pour la fonctien //ry/ @&u type special (4), 1a solution de (19)
est donnee par (22) ou £ deeigne la racine de 1'unite.

M.Veolterradd a’ou/hwsuenmwha ies fono-
tions porumtadles avec une fonction dommee 7/ , sent elles aussi
permutables avet la puissanse fractionnaire / *  de compositien? Il

est @vident que dans le cas mentionne précedemment la reépense doit
‘etre affirmative.
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A Lusis.
~Permutablo funkciju teorijas pamatproblema®.

Sledzieni.

Visparigaja gadijuma, kad f(x, ») ir n. kirtas (n —
vesels pozitivs skaitlis) “E kanoniskas formas funkcija, kompozi-
cijas inversijas simbolu /~* noteic ar formulam
() Fo=1"4a @1t  La @)+ F (x 9)
un
1) fo=T1"+ o)1+ 4.+ b () 1+ Fi, 2,
kujas funkcijas
{2) an(x)s vy Qg (-L‘) ' 6‘3( _1'), vy ba (}’) ) Fl(x: J’)’ Fﬂ(x' y)
ir aprékinamas ar doto funkciju f(x, ») un tas parcidliem atvasi-
najumiem lidz kartai 2ux.

Specidalad veida funkcijai

@  frn="TT e @ )

T (n—1)!
der simbola }3_1 kopiga izteiksme
@ Fromte 4 P 9

kura funkciju F (x, y) poteic ar absoliiti un vienmerigi savirzamu
rindu

- »* % - * % * % * f]Snf
(5) Flw =He, )+ H1 A 11 e e =1 5 2=}
Visas nepartrauktas funkcijas ¢ (v, y), kas permutablas ar pirmas
kartas funkciju

(6) fla, ») = glx) h( y) [g(x) #0, h(x) 0
vai ar augstakds kartas funkciju

6" [l ) =g h(y itz — £ (A1

(n— 1!
ir aprékinamas péc formulas
) P (x, ) =g(@) h(y) O [{(x) — L(y],
kura © apzimé patvaligu funkciju un /(x) — fuakciju
(8 lo) = [g() h(x) dx

Gadijumos, kad f(x, y) ir dota pirmas vai otras kartas un

un kanoniskas formas funkcija, pamatproblemu (noteikt visas

funkcijas %(x, 3), kas permutablas ar f(x, y)) var

reducét uz funkcijas A (Z; x, y) raksturiga integralvienadojuma

atrisinasanu, lietojot jaunds nezinamas funkcijas

O b= [oln 9 [l D ds= [l 99l ) ds

izteiksmi ’ '

10 4w = [1O KE v (A=A — ]
)

Mingtajam integralvienidojumam ar vajadzigiem nosacijumiem
eksisté viens vienigs nepartraukts atrisinajums.
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Visas nepartrauktas funkcijas o (x, y), kas permutablas ar doto
otras kartas un kanoniskas formas funkciju f(x, y), ir apréki-
namas pec Tolterra formulas

X~y

(11) @ (x, y) = A(x —_}') b f}\@] ®(&; = ¥) dz,
0

kura »(x — y) ir patvajiga noslégta cikla grupas funkcija un ko-
dols (jeb veidotajas funkcija) @ (£; x, v) sastadams no dotas funk-
cijas f(x, ¥). Visas funkciju ¢ (x, y) ipaSibas, kas pamatojas uz
formulu (11), ir tadas pat ka funkcijam, kas permutablas ar pir-
mas kartas funkciju.
Pamatproblému visparigaja gadijuma, kad f(x, y) ir dota
s, kartas un kaooniskas formas funkcija, var reducétuz integralvie-
nadojuma atrisinaSanu, lietojot funkcijas (9) simbolisko pamat-
vienadojumu
(12) h—d =0,
Simboliska vienadojuma tips (12) un ta atklatais veids ar integro-
diferencialo vienadojumu ir raksturigs ari funkcijam ¢ (x, y), kas
permutablas ar f(x, y).

Specialaja gadijuma, kad f(x,y) ir noslégta cikla
grupas funkcija, ari % (x, ) pieder $ai grupai.
Gadijuma, kad dotai funkcijai
(13) Fla ) = Q(1n)
ir specials veids (3), pamatproblému ar Pcrés transformacijam

(14) Q=14 mi(14+5 [(1o+ado+h=d0+% do+r)=17
reducé uz integrodiferenciala vienadojuma

_ e 7] i ; "
(15) ~pr (— I)“'”_“ = — F(r, ) — J F(z,s)a(s, ) ds
vai i

e R I'j (m 3 d ; " &3
(15") T SR ) o = I\, ¥) —|—j 3(x,s) Fi(s, 9 ds

atrisinaSanu, ja /'(x, y) apzimé funkciju ).
Visp.érigajz'l gadijuma, kad f(x, y) ir n. kartas (# > 1) un
kanoniskas formas funkcija, pamatproblema p&c visparinatas Zérés

metodes reducéjama uz kompozicijas binomala integralviendgdojuma
*

(16) $* = fla )
un ipatn€ja integralvienadojuma

S B 7 v E, w
(17) " i I g it oo+ lg fi=f —1°
atrisinaSanu, ja par unezinamo funkciju uzskata ¢ (v, y), resp.
é.’_(-f_- ¥) un ar f; (v, y) apzimé vienadojuma (16) partikularo atri-
sindjumu, kam diagonale /£, (v, v) = 1.
Visos gadijumos, kad ». kartas un kanoniskds formas funkciju
Sz, y) var attélot ar Pirés transformaciju (13), funkcijas, kas
permutablas ar f(x, )), ir ari permutablas ar tas kompozicijas

zl,
pakapi 7.



»3ur le probléme fondamental de la théorie
des fonctions permutables.”

Conclusions®).

1. Dans le cas général d’'une fonction f (x, y) d’ordre entier po-

sitif # et de forme canonique on peut exprimer le symbole }*‘
d’inversion de la composition par les formules (1) et (1) oi1 les
fonctions (2) sont déterminées par emploi de la fouction f (x, ¥)
et de ses dérivées partielles jusqu’a l'ordre 2.

Pour le type spécial (3) ilexiste 'expression commune (4)
oit la fonction F (z, y) est représentée par la série (5) absolument
et uniformément convergente.

2. Toutes les fonctions continues ¢ (x, y) permutables avec la fonc-
tion (6) du premier ordre ou avec la fonction (6’) d’ordre supé-
rieur sont représentées par (7) ol © est une fonction arbitraire
et /(x) est donnée par (8).

3. En le cas d'une fonction donnée f (v, y) de premier et de
second ordre on peut téduire le probléme fondamental (trouver
toutes les fonctions % (x, y) permutables avec f(x, )
par l'introduction d'une inconnue auxiliaire (9) et son expression
(10) a la résolution de I'équation intégrale qui caractérise la fonc-
tion K (§;x, ¥). L'équation intégrale mentionnée admet, 2 des
conditions convenables, une solution continue et une seule.

4. Toutes les fonctions continues © (x, y) permutables avec une
fonction f (x, ») du second ordre peuvent étre exprimées par
la formule (11) due & M, ['olferra en désignant par A (x—y) une
fonction arbitraire du groupe du cycle fermé et en formant le
noyan (ou la fonction générairice) @ (Z;x, y1 a partir de la
fonction donnée f (x, y). Toutes les propriétés des fonctions
% (x, ¥) qui reposent sur la forinule (I1) son! les mémes que
celles des fonctions permutables avec une fonction du premier ordre.

5. On peut réduire le probléme fondamental dans le cas général
d'une fonction donnée f (x, y) d'ordre » et de forme canonique
a la résolution d'une €quation intégrale en partant de ['équation
symbolique (12) qui est vériiiée par les fonctions (9).

L'équation symbolique du type (12), ainsi que sa forme explicite
par une équation intégro-difiérentielle, caraciérise aussi les fonc-
tions ¢ (x, y) permutables avec [ (x, ).

Dans le cas particulier ot f (x, y) est une foaction
du groupe du cycle fermé, les fonctions ¢ (x, y) appartiennent au
méme groupe.

*) Les numéros des formules et des expressions employées plus bas renvoient
an texte en langue leiton:e.
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6. En se servant des transformations (14) de M. Pérés on peut réduire

le probléme fondamental dans le cas particulier d'une
fonction donnée (13) sous forme (3) a la résolution des équations

intégro- différentielles (15) ou (15’) oit # (x, ») est la fonction (5).

7. Eu généralisant une méthode de M. Z¢rés, on peut réduire le
probleme fondamental dans le cas général dune fonction
donnée f(x, y) dordre » (»>1} et de forme canonique a la
résolution d'une équation intégrale binome (16) de composition
et d’'une équation intégrale du type spécial (17) oir les inconnues
sont respectivement ¢ (x, ), g (x, y) et ot f (x,y) est la
solution particuliére de (16) telle que la diagonale f, (x, x) = 1.

8. Toutes les fois qu'on peut représenter la fonction f (x, y) d'ordre
n et de forme canonique par la transformation (13) de M. Pérés

les fonctions permutables avec f (x, y) sont aussi permutables
1

* -
avec la puissance fractionnaire /* de composition.

R. Ekis, ). Kronis un b. gram.sp. Jelcavd, Cakstes bnlye, 10,
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