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Kaut kad 1960-jos gados, vél students biidams, lasiju (krievu tulkojuma) Ein$teina 1916.gada
uzrakstito popularzinatnisko gramatinu:

[1] Albert Einstein. Uber die spezielle und die allgemeine Relativitiitstheorie: Gemeinverstindlich.
Sammlung Vieweg, Heft 38; Braunschweig: F. Vieweg & Sohn, 1917 (online English translation).

Tur pirmoreiz ieraudziju Lorenca transformaciju formulu izvedumu. Salidzinot ar citiem
popularzinatniskiem apstastiem “uz pirkstiem”, tas likas aizraujosi kompakts. Palikusi atmina
“autentiskuma piegarsa” (pats Einsteins!), tad pienémums, ka formulam ir jabit linearam pret x un t
(kapéc to nepamato?), t.s. relativitates principa izmantoSana un V&l pienémums (fizikiem —
eksperimentals fakts) par gaismas atruma neatkaribu no atskaites sist€mas.

Tuvak pensijas gadiem, 2005.gada vasara man sagrib&jas saprast precizi matematiski, kadi tiesi
pienémumi ir EinSteina specialas relativitates teorijas (Lorenca formulu) pamata. Nonacu pie
secinajuma, ka So formulu izveduma pien€mums par gaismas atruma neatkaribu no atskaites
sistémas nav nepiecieSams, jo maksimala robezatruma eksistence seko jau no relativitates principa.
ArT tas bija aizraujosi: izradas, ka no loti visparigiem pienémumiem (“dabas likumiem”?) seko, ka ir
iesp&jami tikai divi varianti: Galileja-Nitona absoliita telpa un absoliitais laiks, un EinSteina
laiktelpa, kura telpa un laiks ir saviti kopa, un mehaniski kermeni nevar kustéties atrak par kadu
konstantu atrumu c (c ir teorijas parametrs, kura konkréta vértiba no tas nav izrékinama). Citu
variantu nav — neko citu ka Lorenca transformacijas Einsteins izgudrot (vai atklat?) nevargja!

Mgginot visu maksimali visparinat, sapinos un beidzot nolému paskatities, ko $aja virziena ir
izdarTjusi citi. Un, protams, atklaju, ka mans “atklajums” ir atklats jau 1910.gada (Vladimirs
Ignatovskis, sk. pieminas plaksni $1 raksta beigas). Izskatas gan, ka “istie” fiziki $adus mekl&jumus
par nopietniem neuzskata, un gramatas piemin tikai garamejot. Tas laikam tapéc, ka neko jaunu
fizikas teoriju attistiba Sie mekl§umi nav devusi. Toties uzgaju vairakus “off mainstream”
saceréjumus, kuru autori, likas, “manu” problému ir atrisinajusi pat labak neka es to sp&ju (sk. talak
teksta min€tos avotus). Jutos sevi loti vilies, tdpec $os sacer§jumus nemaz nelasiju un visu

pasakumu pametu uz 8 gadiem...

tiesam tiku lidz galam...

Lik, kas man sanaca — liekas, relativitates teorijas formulu izvedums no tiri matematiskiem
pienémumiem?

Slavenas formulas

Pienemsim, ka mums ir laiktelpa, kura ir tikai viena telpas dimensija x un laiks t, un apliukosim
divas inercialas atskaites sist€tmas S un S' (nav svarigi, kas tas ir). Otra sist€éma kustas kustas pret
pirmo ar kadu konstantu atrumu v, attiecigi — pirma pret otro kustas ar atrumu —v. Sakuma abu
sisttmu koordinatu sakumpunkti sakrit (x'=x=0, t'=t=0).

Ja kada laiktelpas punkta P koordinates sisttma S ir (X, t), bet sistema S' tas ir (x', t'), tad ka §1s
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koordinates ir sava starpa saistitas, t.i., zinot (X, t), ka var aprékinat (x', t'), un otradi? Ir zinami divi
varianti:

x'=x—vt

e (t.s. Galileja transformacija);
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Loti vienkar§as Galileja transformacijas atbilst Niitona mehanikai (pats Galilejs par “savam”
transformacijam gan neko nezindja). Lorenca transformacijas atbilst EinSteina specialajai
relativitates teorijai, kura nekas nevar kustéties atrak par gaismu (t.i. mehaniskiem objektiem: v<c,
pati gaisma ir Ipass gadijums).

(t.s. Lorenca transformacija, c ir gaismas atrums).

Matematika izvedums

Parfrazgjot Feinmana teicienu: nav svarigi, kada veida Jiis izvedat Lorenca transformacijas, ja vien
rezultats ir ... Lorenca transformacijas. Tas ir fizika viedoklis.

Ka jau teicu, tas, kas tiek piedavats talak, pirmkart, nav nekas jauns. Jau no paSiem relativitates
teorijas sakuma gadiem atseviski cilveki ir interes€jusSies par minimalajam pien€émumu kopam, no
kuram var izvest Lorenca transformacijas (sk. $T raksta beigas). Un, otrkart, meés So izvedumu
veidosim nevis ka fiziki, bet ka matematiki (ko tas nozimé — redz€siet pasi).

Viens no EinSteina relativitates teorijas pamaprincipiem nosaka, ka visas inercialas atskaites
sisttmas visiem mehaniskajiem procesiem ir jaizskatas vienadi. Tas ir EinSteina ievestais
“relativitates princips”. Tik izpludis princips (ta nav kritika!), protams, nav noformul&jams ka
aksioma. Paskatisimies, ka tas (isteniba — loti maza dala no ta) tiek izmantots teorijas uzbiivésanai.

Tatad velreiz: pienemsim, ka mums ir /aiktelpa, kura ir tikai viena telpas dimensija x un laiks t, un
apliikosim divas inercialas atskaites sistémas S un S' (nav svarigi, kas tas ir). Otra sist€ma kustas
pret pirmo ar kadu konstantu atrumu v, attiecigi — pirma pret otro kustas ar atrumu —v. Sakuma abu
sisteému koordinatu sakumpunkti sakrit (x=x'=0, t=t'=0).

Saksim ar jautdjumu, ko diezvai kads fizikis pasa sakuma sev uzdos: kadas “likumigas” veértibas
var pienemt atrums v? Pienemsim, ka v nevar but bezgaligs, t.i. ka v ir reals skaitlis. Bet vai
jebkurs$ reals skaitlis? Pienemsim, ka atrumu spektrs ir nepartraukts, t.i. ja v>0 ir “likumigs”
atrums, tad tads ir ar7 jebkurs redls nenegativs mazaks atrums v,<v . Un, protams, pienemsim, ka
eksiste vismaz viens pozitivs “likumigs” atrums v, , un ka ja v ir ”likumigs” atrums, tad tads ir
art —v.

[Ja no pasa sakuma gribam atlaut arT diskrétu atrumu spektru, tad probléma klust savadaka, un
zemak piedavatais risinajums pilniba vairs neder. Vai nebitu interesanti izpétit So situaciju lidz
galam?]

Interesanti, ka jau tagad, no miisu paSiem pirmajiem pienémumiem seko, ka ir iespé&jami tikai divi
varianti (vai divarpus): vai nu “likumigie” atrumi v aiznem visu realo skaitlu taisni (Galilejs?), vai
ar1 tie aiznem tikai kadu intervalu (—c, +c), kur c ir kads reals skaitlis (Lorencs?). Vai, varbiit,



intervala vieta varétu but segments [ —c, +c]?

Ja kada laiktelpas punkta P koordinates sisttma S ir (x, t), bet sisttma S' tas ir (x', t'), tad
pienemsim, ka §is koordinates no viena sist€mas otra ir parveidojamas, izmantojot [linearu

transformdciju:
x"|_(a bllx| . x'=ax+bt
= b
(t') (d e)(t) I e

Koeficienti a, b, d, e, iesp&jams, ir atkarigi (t.i. ir noteiktas funkcijas) no atruma v (bet ne no x un t).
Uzskatisim So piepémumu par vienu no miisu postulatiem.

[Zemak min&tajos rakstos transformacijas linearitate tiek izvesta no relativitates principa, vai pat
bez ta, sikak par to sk. raksta beigas. Sie izvedumi izmanto fizikalus apsvérumus, pieméram, tajos
figuré stieni un to garumi. Bet ja linearitati piepnem bez pamatojuma, tad viss formulu izvedums
sanak tiri matematisks!]

Pie v=0 sisttmas S un S' ir identiskas, tatad a(0)=e(0)=1;5(0)=d(0)=0 . Arl tas ir
pienémums, nevis teoréma! Tiesa, So piepémumu mes neizmantosim, jo tas seko no citiem
piep€mumiem, ko izmantosim.

Nakamais solis: sisttma S apliikojam sisteémas S' koordinatu sakuma punktu, tam x=v¢ . Sistema
S' §is punkts ir nekustigs un tam x '=ax+ bt=avt+bt=(av+b)t=0 .Taka aunb nav atkarigi no

t,tad avtb=0 un b=—av
x' a —avl|lx . x'=a(x—vt)
= b
(z’) (d e )(z‘) I dxver

Ja a=0, tad x'=0 visiem x, kas nebiitu interesanti. Tapéc pienemsim, ka a#0 (jebkuram atrumam v).

Vel vairak, uzskatisim, ka a>0 (ja ta nav, tad mainisim x' ass virzienu uz pret€jo). levérosim, ka
a=a(v) ir funkcija no v, un pienemsim, ka ta ir nepartraukta funkcija, tad nebis iesp&jams, ka
a(v)<0 vienam v vertibam, un a(v)>0 — citam, jo tad kadam v biitu jabiit a(v)=0.

Lai otra vienadiba kliitu lidziga pirmajai, ievedisim apzZim&umus d =—ad,; e=ae, ,tad:

x"\_ I —vifx . x'=a(x—vt)
|Fa ,jeb
t —d, e |\t t'=a(—d x+e,t)
Starp citu, transformacijas matricas determinants nedrikst bt 0: a’(e,—vd,)#0 ti.
e,—vd,#0 (jo piepemam, ka ir jaeksiste inversajai transformacijai).

Vél vairak, uzskatisim, ka e,—vd,>0 (ja ta nav, tad mainisim t' ass virzienu uz pretgjo).
Ievérosim, ka e=e(v) un d=d(v) ir funkcijas no v, pienemsim, ka tas ir nepartrauktas funkcijas,
tad nebis iesp&jams, ka e,—vd,>0 vienam v vertibam, un e,—vd,<0 — citam, jo tad kadam v
biitu jabut e,—vd,=0
Tagad, tiri matematiski, no (x', t') varam aprékinat (x, t):
e x'+vt'
X=————
x|_ 1 e, vilx' jeb ale,—d,v)
t a(el—dl\/) dl 1 t' ’ t— d]x'_{_t'

ale,—d,v)



Starp citu, $1s transformacijas matricas determinants ir

az(el_le)

Saskana ar relativitates principu, abu matricu determinantiem ir jabiit vienadiem ar 1 (citadi vienai
sistémai tas blis mazaks par 1, bet otrai — lielaks par 1, ka var but tada atSkiriba, ja sist€mas viena

pret otru kustas pilnigi vienadi?). Tatad: a’(e,—vd,)=1 . Te izmantots “mazs gabalin$” no
relativitates principa.

!

Nakamais solis: sisttma S' aplikojam sistémas S koordinatu sakuma punktu, tam x'=-—v¢
—evt+vt'" (—e,+1)vt’

ale,—vd,) ale,—vd,)

Sistéma S §is punkts ir nekustigs un tam: x= =0 .Takaa,diunelnav

atkariginot,tad e,=1 |, tapéc:

x' —4 I —vix jeb x'=a(x—vt)
t' —d, 1 \t] "~ t'=a(—d,x+t) ’
= x'+vt'
x|_ 1 I vifx' b a(l-vd))
t] a(l—vd)\d, 1)\¢' g . dix'+t'
“a(l—vd,)
Determinanta vienadiba «’(e,—vd,)=1 tagad parvérias par a’(1—vd,)=1 ,jeb

1
a=——
\/I—le

plus secinajums, ka 1—vd >0 . Skaidrs arf, ka a(1—vd,)=+(1—vd,)

Esam ieguvusi jau kaut ko lidzigu Galileja un Lorenca transformacijam:

= x—vt x:x’+vt’
\/l—vd] . \/l_vdl

—d x+t ~ d x'+t'

[ . — [=—————
\/l—vdl \/l—vaf1

Ja d,=0 ,tad esam ieguvusi Galileja transformacijas:
x'=x—vt . x=x'"+vt'
t'=t t=t’'
Betja d,#0 ?Tad di ir jaapliko ka funkcijanov:no 1—vd,>0 mgszinam, ka d, (v)<l , ka
v
ar zinam, ka d,(0)=0 (jo, ja v=0, tad abas sistémas pilnigi sakrit). Caur koordinatu sakumu zem

hiperbolas zara % var novilkt loti dazadas linijas.

Bet izradas, ka d,(v) irjabit linearai funkcijai no v.

Lai to pamatotu, jau 1910.gada V. Ivanovskis (sk. pieminas plaksni raksta beigas) ka vél vienu
pienémumu izmantoja $adu “slégtibu pret kompoziciju”: aplikojam 3 atskaites sist€mas: ja S'
kustas pret S ar atrumu v, S" kustas pret S' ar atrumu w, tad S" kustas pret S ar kadu atrumu u, ko
var aprékinat, zinot v un w (visu sistému koordinatu sakumpunkti sakrit: x"=x'=x=0, t"=t'=t=0). Te
atkal ir izmantots “mazs gabalins” no relativitates principa.



Tatad, no vienas puses, nemot punktu P, kura koordinates sisteéma S ir (X, t), ta koordinates sistema
S", t.i. (x", t") var aprékinat caur koordinatém sisteéma S':

(’;ff)=a<w>(_df(w) _lw)“(v)(—dhv) _lv)(f):a(w)a(v)

No otras puses:
et

. . .. ) _ . dl(V)_d2<W> . .
Pirmais secinajums: 14+wd,(v)=1+vd (w) , jeb =—2— jebkuriem nenulles v un w.
1% w

Tatad d,(v) tieSam ir jabit linearai funkcijai no v, ko varam apzimét ar d,(v)=av , kur
koeficients o ir kada universala konstante, kas nav atkariga no v:

x"|_ 1 —v||x . x'=a(x—vt)
=a ,jeb
t' —av 1)\t t'=a(—avx+t)

Otrs secinajums no matricu elementu pielidzinasanas (tuvojamies atrumu saskaitiSanas likumam):

1+wd,(v) —Vv—w
_dl(w)_d1<") 1+Vd1(w)

a(u)=a(w)a(v)(1+avw)
a(u)uza(v)a(w)(erw)

Tatad:

_vt+w
1+awvw

Tagad butu jaizsecina, ka a=0 , tad pie o=0 mes iegitu Galileja transformacijas, bet pie

_ _ - 1 o : . o .
0>0 mes varétu apzZimét o.=—; (universalas konstantes ¢ dimensija tad bitu atrums) un iegiitu

c
Lorenca transformacijas.

2v

Bet ja nu a<0 ? Apzimesim oc=—L . Tas

2
C

v+w .
, tad u=——— , un ja w=v, tad u=
W

1——2 1——
C C

nozimé, ka Sai gadijuma v=c nav “likumigs” atrums (jo tad butu “likumigs” arl u=o0). Ja

v=(V2-1)c¢ ,tadu=c, tatad ari (V2—1)c nav “likumigs” dtrums, un, spriezot lidzigi, tads nav
arf jebkurs atrums  (V2—1)"¢ . Janir tik liels, ka (V2—1)"¢<v, , tad esam ieguvusi pretrunu ar
saviem pienémumiem par “likumigajiem” atrumiem. Tatad nav iesp&jams, ka a <0 .

Esam gala. Pie a=0 iegiistam Galileja transformacijas:

x"|_[1 —=vi[x . x'=x—vt |
= ,jeb H
t' 0 1 t t'=t

un Nitona mehanikas atrumu saskaitiSanas likumu: u=v+w

. . 1 1 . .
Pie a>0 ,apzimgjot a=— ,tad a= =~ ,un ieglistam Lorenca transformacijas:
¢ v

c



, X—Vvt

un Finsteina atrumu saskaitiSanas likumu:

v+w

vw
1+

Secinajumi
Apkoposim visus izveduma izmantotos pienémumus, tie visi ir tiri matematiski:

1. Mums ir laiktelpa, kura ir tikai viena telpas dimensija x un laiks t, un aplikosim divas inercialas
atskaites sistemas S un S' (nav svarigi, kas tas ir). Otra sist€ma kustas pret pirmo ar kadu konstantu
atrumu v, attiecigi — pirma pret otro kustas ar atrumu —v. Sakuma abu sist€tmu koordinatu
sakumpunkti sakrit (x'=x=0, t'=t=0).

2. Kadas “likumigas” vertibas var pienemt atrums v? Pienemsim, ka v nevar biit bezgaligs, t.i. ka v
ir reals skaitlis. Bet vai jebkur§ reals skaitlis? Pienemsim, ka atrumu spektrs ir nepartraukts, t.i. ja
v>0 ir “likumigs” atrums, tad tads ir arT jebkur§ reals nenegativs mazaks atrums v,<v . Un,

protams, pienemsim, ka eksist€é vismaz viens pozitivs “likumigs” atrums v, , un ka ja v
ir’likumigs” atrums, tad tads ir ari —v.

3. Ja kada laiktelpas punkta P koordinates sisttma S ir (x, t), bet sisttma S' tas ir (x', t'), tad §is
koordinates no viena sist€mas otra ir parveidojamas, izmantojot /inedaru transformdciju:

x'"|_[a b|lx jeb x'=ax+bt

t') \d e)\t]”’ t'=dx+et
Koeficienti a, b, d, e, iesp&jams, ir atkarigi (t.i. ir noteiktas funkcijas) no atruma v (bet ne no x un t).
Pienemsim ar, ka a=a(v), d=d(v) un e=e(v) ir nepartrauktas funkcijas no v.

4. Pienemsim, ka a#0 (jebkuram atrumam v). V&l vairak, uzskatisim, ka a>0 (ja ta nav, tad mainisim
x' ass virzienu uz pret€jo).

5. levedisim apzim&umus d=—ad,;e=ae, . Uzskatisim, ka e,—vd,>0 (ja ta nav, tad
mainisim t' ass virzienu uz pretgjo).

6. Transformacijas matricas determinantam (no S uz S') ir jabit vienadam ar 1. Citadi
transformacijai viena virziena determinants biis mazaks par 1, bet otra — lielaks par 1, ka var biit
tada atSkiriba? Te izmantots “mazs gabalin$” no relativitates principa.

7. “Slegtiba pret kompoziciju”: aplikojam 3 atskaites sist€mas (visu sist€mu koordinatu
sakumpunkti sakrit: x"=x'=x=0, t"=t'=t=0): ja S' kustas pret S ar atrumu v, S" kustas pret S' ar
atrumu w, tad S" kustas pret S ar kadu atrumu u, ko var aprékinat, zinot v un w. Te izmantots “mazs
gabalin$” no relativitates principa.



No $iem pienémumiem seko, ka vainu d,(v)=0 , un tad:

x'=x—vt

f (Galileja transformacijas),

o o v
vai ari eksisté tads universals atrums c, ka d,(v)=—

5 un tad “likumigi” ir tikai atrumi v, kas

c
mazaki par c, ka art:
, X—Vt
2
\/ _y
2
c
Y iy (Lorenca transformacijas).

t=——
V2
C

Citu variantu nav — ja vien neatsakamies no kada no minétajiem matematiskajiem pienémumiem!
Neko citu ka Lorenca transformacijas EinSteins izgudrot (vai atklat?) nevargja! Bet, protams, to, ka
c ir gaismas atrums, tiri matematiski izsecinat nevar, te gan bus vajadzigs fizikis!

Prieksteci
Pirmkart, mans Sodienas domu gajiens diezgan labi atbilst tam, kas ir atrodams jau 10 gadus vecaka

sacergjuma:

[2] Palash B. Pal. Nothing but Relativity. European Journal of Physics, Vol. 24 N 3, May 2003
(online copy: http://arxiv.org/abs/physics/0302045)

Papildus minétajam, kolégis Palash B. Pal izved transformacijas linearitati no telpas un laika
homogenitates (lokalas).

Sakuma pienemam, ka sisttma S' punkta koordinates iegiist no koordinatém sisttma S ar
diferencéjamu funkciju palidzibu:

X ’:X(x,t,v)
t’zT(x,t,v)

Sistema S aplikojam cietu stieni (x,,x,) , parvietojam to par h uz priekdu: (x,+%, x,+h)
Sisttema S' tad S§is stienis parvietosies no pozicijas (X (x,,z,v), X (x,,¢,v)) uz poziciju
(X(x,+h,t,v),X(x,+h,t,v)) .Stiena garums pie parvietosanas nedrikst mainities, tatad:
X(x,+h,t,v)=X(x,+h,t,v)=X(x,,t,v)—X(x,,t,v) jeb
X(x,+h,t,v)=X(x,,t,v)=X(x,+h,t,v)-X(x,,t,v)
Dalot abas puses ar h un liekot h—0, iegiistam:

0X(x,,t,v) 0X(x,,t,v) i 0X(x,t,v)

; L1 =const
ox ox 0x

Tatad funkcija X ir argumenta x lineara funkcija.

Lidziga veida secinam, ka X ir lineara ar1 pret t, un ka ar1 T ir lineara x un t funkcija. Funkciju
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koeficienti, protams, var but atkarigi no v.

[3] Joel W. Gannett. Nothing but Relativity, Redux. European Journal of Physics, Vol. 28, N 6,
November 2007 (online copy: http://arxiv.org/ftp/arxiv/papers/1005/1005.2062.pdf)

ST raksta autors slave [2], bet uzrada vienu nepilnibu transformacijas linearitates izveduma, ka art
piedava §is linearitates izvedumu no vél visparigakiem pienémumiem (pieméram, vinam nevajag,
lai transformaciju funkcijas biitu diferencgjamas).

Mingta nepilniba ir interesanta, atgriezamies pie sprieduma par parvietoto stieni.

“Sistéma S stieni (x,,x,) parvietojam par h uz prieksu: (x,+#4,x,+h) . Sistéma S' tad stienis
(X(x,,t,v),X(x,,t,v)) parvietojas uz (X (x,+h,t,v), X (x,+h,t,v)) , bet stiena garums
nedrikst mainities, t.i. ...”

Bet kas te notiek ar laikiem? Ja sisttma S abus stiena galus nemam viena laika momenta t, tad
sistema S' atbilstosie laika momenti T (x,+4,t,v), T(x,+h,t,v) jau var atskirties! Un tad
pienémums par garumu vienadibu vairs nav izmantojums! Ta vieta kolégis Joel W. Gannett piedava
sarezgitaku izvedumu no vel visparigakiem piepémumiem.

Visos $ajos transformaciju linearitates pamatojumos tiek izmantoti fizikali apsverumi. Matematikis
var sevi mierinat, parfraz€ot Feinmana teicienu: nav svarigi, kada veida Jus pamatojat
transformaciju linearitati, ja vien rezultats ir ... transformaciju linearitate.

Ir arT citi prieksteci, sakot jau ar 1910.gadu:
Vesturisks citats no

[4] Sebastiano Sonego and Massimo Pin. Foundations of anisotropic relativistic mechanics.
Journal of mathematical physics, 2009, N.4, Vol.50, pp.042902-1 - 042902-28 (online copy:
http://arxiv.org/pdf/0812.1294.pdf, $aja raksta ir loti liela bibliografija “par teému”):

“Note that the possibility for the existence of invariant speeds has been derived as a kinematical
possibility only from the postulates of relativity, homogeneity, and pre-causality. This approach to
relativistic kinematics was pioneered by von Ignatowsky in 1910 [11], and was later rediscovered
many times in different ways [3, 9, 12, 13]. See also [14] for a rigorous treatment, and [15, 16] for
clear presentations at a textbook level.”

Teémas pioniera pieminai
Urnarosckuit Bnagumup Cepreesuy (1875-1942)

(Notiesats kopa ar sievu un noSauts [eningrada 1942.gada janvari.)

Wikipedia: Vladimir Ignatowski.
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