
во вь 

ZINĀTNISKIE RAKSTI 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ 

V I I I 



P S R S AUGSTĀKĀS I Z G L Ī T Ī B A S M I N I S T R I J A 
LATVIJAS V A L S T S U N I V E R S I T Ā T E 

МИНИСТЕРСТВО ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ 
ЛАТВИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 

Z I N Ā T N I S K I E R A K S T I 

У Ч Е Н Ы Е З А П И С К И 

SĒJUMS 

VIII 
том 

Latvijas 
Universitātes 

B I B L I O T Ē K A 

RĪGĀ 1956 РИГА 



Redakcijas kolēģija: 

f i z . -matem. z i n ā t ņ u kanci. doc. V. I\. Detlovs ( a t b . r e d a k t o r s ) 
f iz . -matem. z i n ā t ņ u kanci. doc. P. J. Ķuņins 
f i z . -ma tem. z i n ā t ņ u k a n d . doc . E. J. Riekstiņš 

Редакционная коллегия: 

доцент к а н д и д а т физ . -мат . п а у к Д. Л'. Дет.ювс (ответств . родакто 
доцент к а н д и д а т физ . -мат . н а у к П. Е. Кунин 

доцент к а н д и д а т физ . -мат . н а у к Э. Я. Риикстыныи 



F I Z I K A S - M A T E M Ā T I K A S Z I N Ā T N E S 

Ф И З И К О - М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Е Н А У К И 

2. I Z L A I D U M S 

В Ы П У С К 2 



К. Я. ЗАЛ ТС 

В настоящем сборнике публикуются две работы 
умершего в 1953 г. старшего преподавателя Латвий­

ского Государственного Университета Карла Яков­

левича Залта. 
Карл Яковлевич Залтс родился в 1885 году в 

семье латышских крестьян. В 1904 г. окончил Ел­

гавское реальное училище, а в 1912 г. — Киевский 
Политехнический институт, получив звание инжене­

ра­технолога. С 1914 г. работал там же в лабора­

тории тепловых моторов. При Советской власти ра­

ботал в конструкторском бюро Киевского арсенала 
и затем читал лекции о паровых турбинах в Киев­

ском Политехническом институте. В 1921 г. вернулся 
а Латвию, и с того же года начал работать в Лат­

вийском, университете по инженерной математике. В 
1936 г. дополнительно окончил математическое отде­

ление Латвийского университета. Его научные ра­

боты по математике относятся, преимущественно, к 
номографии. В последние годы работал старшим 
преподавателем на кафедре общей математики. 

После его смерти членами кафедры были про­

смотрены рукописи его научных работ и, после не­

которой обработки, предложены к опубликованию. В 
первой из этих работ обобщаются некоторые резуль­

таты по теории аниморфозщцрощего множителя, ра­

нее опубликованные автором, а вторая работа носит 
методиче с кий характер. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т 

У Ч Е Н Ы Е З А П И С К И , Т О М У Ш . В Ы П У С К 2, 1956 ГОДА 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ТОЧЕК ПЛОСКОСТИ, СОХРАНЯЮЩИЕ 
ПЛОЩАДИ ФИГУР 

К. Я. ЗАЛ Г С 

Если отображение данной фигуры имеет такую же величину площади, 
какую имеет д а н н а я фигура, то в картографии говорят о равновеликой 
проекции. Равновеликая проекция желательна во всех картах, на кото­

рых изображаются величины, зависящие от площади, например, плот­

ность населения. 
Основания математической теории равновеликой проекции созданы. 

Эйлером в 1771 г., опубликовавшем в одном томе Трудов Академии Н а у к 
три работы по вопросам картографии [11. В дальнейшей разработке тео­

рии равновеликой проекции участвуют Л а мберт (1772), Л\айер (1794) [2 
и д р . В конце прошлого столетия крупные успехи достигнуты русским 
математиком Д. А. Граве, опубликовавшем по рассматриваемому вопросу 
обширные и исчерпывающие исследования [31. [4]. 

О б щ а я теория равновеликой проекции показывает, что существует 
бесчисленное множество способов преобразования плоской фигуры В 
равновеликую плоскую фигуру другого вида. 

Среди них л и ш ь немногие отличаются простотой и легкостью приме­

нения. Но в приложениях простота метода имеет первостепенное значе­

ние. С этим связана задача настоящей! статьи: среди преобразований 
плоских фигур в равновеликие плоские отыскать те, которые выделяются 
простотой и легкостью графического или графо­аналитнческого осу­

ществления. 
1. Вообразим д в е плоскости и в каждой кз них примем декартовую 

систему координат. Координаты точек одной плоскости обозначим через 
ti, о, а другой ­ через х, у. 

Уравнения 
л­ {(и, V), у= g(u, V), (1.1) 

тде функции / и g определены в области S, к а ж д о й точке Р [и, сЧ ­ 5" по­

ставят в соответствие точку Q (х. у) z 1' на другой; плоскости. Можно ска­

зать, что область S преобразуется в области Л'. 
Если допустить, что функции / и ģ в S дифференцируемы и якобиан 

I) («, _ ­ ^ ^ = ­; 1 (1.2) 

всюду в 5, то iniM обеспечивается линейная независимость функций f И g­

взаимно однозначное соответствие между точками Р и Q и сохранение 
площади при преобразовании [5]. Знак «­1­» соответствует одинаковым, 
а з н а к «—» противоположным направлениям следования вдоль данного 
и отображенного контуров. 



В дальнейшем рассматриваются некоторые частные случаи (1.1) со 
свойством (1.2). 

2. Рассмотрим прием отображения, который можно рассматривать 
как обобщение центральной симметрии. Из точки Р данной фигуры при­

водится касательная к произвольно выбранной гладкой вспомогательной 
кривой, отыскивается точка касания Т и на продолжении касательной 
откладывается отрезок TQ — РТ. Полученная таким образом точка Q, 
согласно определению, есть отображение точки Р. 

Назовем такое преобразование зеркальным отражением вдоль каса­

тельной относительно точки касания. 
В качестве вспомогательной кривой можно выбрать любую линию, 

допускающую проведение касательной из точек данной фигуры. В прак­

тических применениях выбор ограничен тем, что построение касательной 
должно быть легким и точку касания необходимо найти с максимальной 
точностью на данном чертеже. Ясно, что при таком построении меняется 
вид фигуры, за исключением случая, когда вместо вспомогательной кри­

вой выбирается точка. Д о к а ж е м , что конструкция сохраняет площадь 
фигуры. 

О т о б р а ж а ю щ а я точка Q(x,y) получается в результате зеркального 
отражения точки Р(и, v) относительно точки касания 7"(?, л ) , так что 
ОТ =. ТР. 

Допустим, что вспомогатель­

ная кривая имеет уравнение 

^ = F 0 O (2.1) 

Абсцисса Š точки касания на 
ходится из уравнения касательной 

F(£) — v = F'(g) (S — и ) , (2.2) 

если его решить относительно ^. 
Очевидно имеем 

л­ + и = 2'i, у 

и ii силу (2.1) 

c)(u,v) 
: О 

Черт. 1. 

Ф и г у р ы У •£ 3' 4* и 1" 2" 3" 4" и « » 
п л о щ а д ь , рапную п л о щ а д и к в а д р а т 

Принимая во внимание 
(2.3) имеем 

(2.3) 

(2.4) 

(2.4) , из 

д (и, v)' 1 — 2 01 
()U 

11епосредственны\1 вычислением из (2.1) и (2.2) получаем, что выраже­

ние д4 Idu ­ г dt;ļdv тождественно равняется нулю. 
Поэтом v 

д\х,у) 

д(а, v) 
4 - 1 (2.6) 

Формулы преобразования координат и, v в координаты х. и вытекаю! 
и-, уравнений (2.1) , (2.2) и (2 .3) : 

Сказанное i л. огтриронано на черт- 1. 

(2.71 



« 

Преобразования, сохраняющие илощавь фигур 

3. Пусть данная точка Р(и, с) отображается точкой Q(x, у) следую­

щим образом: около выбранного неподвижного центра (полюса отобра­

жения) описывается окружность, проходящая через Р, и на этой окруж­

ности в определенном направлении откладывается дуга PQ = С— consi. 
Д л я с > О имеем направление против часовой стрелки, а для с <Г 0 — 
противоположное направление (см. черт 

Черт. 2 
П р л л а я АЛ пропори.1\чл , л г, 

крпьую I I (если <;>(!) или II II 

{е<0>. 

Черт. X 
П р я м о у г о л ь н и к II ! ipenGp;i: iycT4u и 

ф и г у р ы I и П равновелик)" 1 
г ф н м о у г о л ы ш к у . 

Назовем это преобразование постоянным перемещением по копиейi­

рнчески.м окружностям. 
Введем полярную систему координат. Полюс системы совместим t 

полюсом отображения и для простоты предположим, что эта точка яв­

ляется началом декартовой системы координат. Точке Р (е,ц) соответ­

ствует о т о б р а ж а ю щ а я точка Q(r, Ф), причем легко видеть, что 

(3.1) 

Переходя п полярных коордшкп к де­

картовым в силу соотношений (3.1) , полу­

чаем следующие формулы пребразоелппя: 

У 

У и2 ­4­ v­ cos ( — У 
1 (/ г / 2 ­f­ V

2 

[ и* + ­и* sin ( с 

Ч и" + 02 

агс 
(3.2) 

тмеем 

д(х,у, и\х,у) и (г, ii dip.cp) 

cHu,v) д (г. i) д (о, «) di и. 

агс tg 

= гЛ • = 1 

7 щ 
/ 1 

1 
V 

f / \ ь Ķi 
1 1 / 

д 1 ^ ' »*' 
/
 у 

Черт. 4. 

I ( г XI) или II I c < . (II 
о г р а н и ч и в а ю т ф и г у р ы р а в н о в е л и к и е 

ОКРУЖНОСТЬЮ П. 

н и » т о м у преобразование сохраняет п.ипщиш фигур и направление следо­
вания по контуру. 



4. Вообразим следующее геометрическое построение. Из точки Р(и, v) 
проводится перпендикуляр к оси абсцисс, пересекающий последнюю й 
течке А. Из начала координат описывается окружность радиуса ОА = и, 
и на этой окружности (в положительном направлении, если vlu О, 
в отрицательном, если vlu <С 0) откладываем | v \, Полученная точка 
Q{x,y) считается отражением точки Р. 

Если ординату АР рассматривать к а к абсолютно гибкий стержень, 
закрепленный неподвижно в точке А, то отображение можно истолковать 
как изгиб стержня до совпадения с окружностью, описанной около О 
радиусом и. Поэтому этот метод называем изгибом ординат по концентри­

ческим окружностям. 

Черт. 5. 
Т р а п е ц и я АРР' А' п р е о б р а з у е т с я 

к о л ь ц е в о й сектор AQQ'А'. 

Зависимость между координатами точек Р и Q выражается простыми 
формулами 

­V = и COS — , и = и s i n — (4. 

Пользуясь этими формулами, легко убедиться в том, что D ­ 1, т. е. 
преобразование сохраняет площади фигур И направление следования по 
контуру. 

Черт. 7. 
К в а д р а т и его о т о б р а ж е н и е 

( э а ш т р н т в а п н п п . 

Черт­ 8. 
П р а в и л ь н ы й т р е у г о л ь н и к и ого 

о т о б р а ж е н и е (кол ьцепбра з н а я 
ф и г у р а ) . Соответствующие 

р а в н о в е л и к и ^ ф и г у р ы обозначена 
одинаков! >. 



При гаком преобразовании бесконечная прямая , параллельная оси 
ординат, отображается окружностью с центром в начале, (см. т а к ж е 
черт. 5 ) , а пряма я через начало, имеющая угловой коэффициент т, ото­

бражается прямой, проходящей через начало координат, которая состав­

ляет с осью абсцисс угол т (в р а д и а н а х ) . 
П р я м а я v ­ Ь отображается гиперболической спиралью ;<</ : Ь. 
5. Если прямая на плоскости перемещается так, что связанный с нею 

перпендикуляр проходит через неподвижную точку, и если некоторая 
точка прямой описывает замкнутый контур, то п остальные точки прямой 
описывают замкнутые контуры. 

Контуры, описанные различными точками, имеют в общем различные 
виды, и, следовательно, мы имеем преобразование фигур. Назовем это 
преобразованием посредством прямого угла. Покажем, что оно сохра­

няет площадь. 
1 

v у 

Черт. 9. 
П р я м о у г о л ь н и к I 1! III IV 

п р е о б р а з о в ы в а е т с я в рлиновея 
фигуру Г IT III' IV*. 

Черт. 10. 
П о с р е д с т в о м ф о р м у л к р у г Р\ Р­

и р с о б р л юв[ ш л е т с я в рапнпиелвкук 
ф и г у р у Q\ Q • 

Д л я доказательства совместим начало координат с неподвижной точ­

кой О, а точку Щи, v), описывающую данную линии.', примем в точке 
пересечения перпендикуляра . Отображение находится па перпеншкуляр­

к ОР в точке Q или Q'(PQ—= а ~> О, PQ' ­ и). Из черт. 6 видно, что 
л' = и — а sin ./ , у = v ^~ и COS •/ (5.1) 

где у полярный угол. Исключив его из (5 .1) , получаем формулы пре­

образования 

л­ ­ и­ • .— у ;'• ­ — = _ ­ . (5.2) 

Из них следует значение функционального определителя 
д (х, у) _ 
д (и, V) 

1 

О т о б р а ж а ю щ а я точка Q(x,y) находится на ПОСТОЯННОМ расстоянии 
а от скользящей стороны прямого угла, проходящей через полюс О. Та­

ким образом отображение располагается вне окружности, описанной окол* i 
полюса радиусом а. Полюс отображается этой окружностью. Некоторые 
примеры такого преобразования даны на черт. 7, 8, 9. Преобразования 
подобного рода, ю г д а одна сторона прямого угла касается некоторой вы­

пуклой кривой, раимотрена Шеффером [6]. 



6. Надо отметить, что формулы преобразований, сохраняющих п л о ­

щ а д и фигур, вытекают также из формулы замены переменной в опреде­

ленном интеграле 

/ v du­­= I у dx. ( 6 1 ) 
J ii 
а ­j. 

I Л С. 

X ­ F(u), У^^~ (6.2) 
Функция F(u) может быть произвольной, лишь удовлетворяющей усло­

виям з а м е н ы переменной в (6.1) [5]. 
В некоторых случаях преобразование легко осуществляется графи­

чески, как это показано на черт. 10. 

Кафедра общей математики. 
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T R A N S F O R M Ā C I J A S , KAS N E M A I N A F I G Ū R A S L A U K U M U 
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Darba apska t ī t as dažas speciālas t r ans formāc i jas , ar kuram plakne; 
figūras var pārveidot vienlieias f igūras. Apska t ī t ā s t r ans fo rmāc i j a s ipat 
nejās ar to, ka t a s at ļauj Figūru pārveidošanu grafiski izpildīt [oti vien 
ķiršiem līdzekļiem. 



Л А Т В И Й С К И Й Т О С У Д Л Р ! ТГВВННЫ! I УНИВЕРСИТЕТ 
У Ч Е Н Ы Е З А П И С К И , Т О М V I I I , В Ы П У С К 2, 1956 Г О Д А 

ОБ АНА!\\ОРФОЗИРУЮЩЕ]\\ МНОЖИТЕЛЕ 

К, Я. ЗАЛТС 

ВВЕДЕНИЕ 

Пусть даны три шкалы, /­я помечена значениями переменной г,­

(' ­~ 1, 2, 3). Декартовы координаты /­ой шкалы выражаются уравнениями 

­У / —— т! i уч= Ъ , (ЫфО) (0.1) 
/ 'i 

где F,­, О',, /7,­ — функции переменной г,­ (я,­ < г, < bt), удовлетворяю ­
i[ii;e определенным необходимым требованиям. 

Будем пользоваться шкала.ми как номограммой из выравненных то­

чек, т. е. будем рассматривать пометки шкал в точках, л е ж а щ и х на од­

ной секущей прямой. Пометки таких точек связаны зависимостью 

Gi 
Ft G 2 

(0.2) 
F, G ; я 3 

Таким образом, по заданным уравнениям шкал, составляющих номо­

грамму из выравненных точек, без затруднений находят изображаемую 
номограммой зависимость. 

В приложениях чаще всего приходится решать обратную задачу, 
именно; пусть дина некоторая (функциональная зависимость 

Ф(.г, , .г 2 , г,,) = & т = 0 (0.3) 

Желательно представить ее номограммой из выравненных точек. 
Гак как задача эта не всегда разрешима, то возникают два вопроса: 

1) каким необходимым И достаточным условиям должна удовлетворять 
функциональная зависимость, чтобы она допускала изображение номо­

граммой из выравненных точек, и 2) если эти условия удовлетворены, 
то как найти требуемое изображение? 

В наиболее обшем виде этими вопросами занимался Гронва.ть в ра­

боте, опубликованной в 1912 г. [Г. Необходимое и достаточное условие 
преобразования уравнении (0.3) в 'тетермпнантную форму (0 .2) , по Грон­

налю, заключается в том, что два дифференциальных уравнения в частных 
производных должны имели общий интеграл. 

По мнению Соро 2, стр. 2 9 , результат!.:, полученные Гронвалем, вви­

ду их сложности, имеют лишь теоретический интерес п никогда не встре­

чаются случаи необходимости их применения па практике. 
«Результаты ГрОНваля», пишет Н. А. Глаголев [31, «были обработаны 

бюро, который дал значп (е.тыюе продвижение в этой проблеме, но все 
же не довел ее до окончательного разрешения. Проблему общей ана­

морфозы можно, таким образом, считать одной и* проблем, подлежащих 
разрешению в будущем». 



В теории Гронваля предполагается л и ш ь эквивалентность уравнени г ! 
(0.3) и (0 .2) . Можно исходить из .менее общей формулировки задачи, 
именно: представить заданную функцию Ф ш в виде определителя в (0 .2) . 

По Келлогу [4 необходимым и достаточным условием возможности 
такого представления является требование, чтобы определенная матрица, 
составленная из функпин Ф\,:, и се частных производных, имела бы ранг 
меньше 4. 

В новейшее время задачей номографического разъединения перемен­

ных в общем виде занимался советский математик X. А. Битнер [5]. 
Может случиться, что функция Ф ш не допускает представления в 

виде определителя (0.2), но такое представление становится возможным 
после уменьшения ее на некоторый т. н. анаморфозирующий множитель V. 

Окань [6] и Соро 2, стр. 4,3—45, 107 109' дали применения анамор­

фозирующего множителя, не углубляясь, однако, в его изучение. 
Вопрос о существовании апаморфозиругащего множителя исследован 

С . В. Бахваловым V. Им получены необходимые и достаточные условия 
существования этого множителя. Но простых практических приемов для 
нахождения его в общем случае пока нет. 

Весьма много случаев охватывает формула , имеющая следующую 
функциональную структуру: 

Ф т F\K­>,, G\L2,, — ffiifflļļ • 0 (0.4) 
Это уравнение, ввиду его в а ж н ы х свойств и многочисленных практи­

ческих применений, подвергалось неоднократному исследованию. 
Б у л а д в ряде работ, опубликованных начиная с 1910 года [8, 9', дал 

очень простой метод непосредственной анаморфозы уравнения (0 .4) . Но 
метод Булада не дает никаких указаний относительно того, как следует 
поступать, когда непосредственная анаморфоза невозможна и когда не­

обходимо прибегнуть к помощи анаморфозирующего множителя . 
Соро [2, стр. 27­111, считает детальное исследование уравнений типа 

(0.4) имеющим чрезвычайно важное значение и посвящает этому иссле­

дованию две главы ­ почти третью часть второго тома своей «IТомогра­

фии». Метод Соро охватывает одновременно два случая анаморфозы ­

непосредственную и анаморфозу посредством множителя , причем на­

мечен т а к ж е способ нахождения этого множителя . 
Способ определения анаморфозирующего множителя , вытекающий из 

•ч года Соро, имеет существенный недостаток: анаморфозирующий мно­

житель выражается через функции, которые становятся известными 
только после разъединения переменных, т. е. когда задача уже полностью 
разрешена . Устранению этого недостатка посвящена н а с т о я щ а я статья. 
Автору удалось найти простые критерии анаморфозируемостн уравнения 
(0.4) и показать, что а па иорфозирующий множитель , когда он суще­

ствует, содержится в некотором простом и заранее известном определи­

теле, а в простейших случаях равняется ему. 
И з л а г а е м а я в дальнейшем теория опирается на предшествующую ра­

боту автора [10]. 

§ I 
Ai 1 Л М О Р Ф О З Л УРАВНЕ11ИЯ 

/ К. '­ б ; / . ­ ИМ л 

1. Рассмотрим уравнение 

УК. б / . ļ lUM.n _Г,{хМ<{г,г,)-\ G,(z,)[.(z2z,) + 

•- H(zi)M(z2z,) = 0 (1.1) 



00 аниморфозирунпцем множителе 13 

где функции /', G п II определены в [а, Щ, а Л, L и Д1 а некоторой обла­

сти \ . Из рассмотрения исключаются нее случаи, когда выражение (1.1 i 
распадается на произведение множителей, зависящих от числа перемен­

ных, меньшего трех. 
Допустим, что ни одна из функций F, G, Н не равняется тождественно 

нулю. Более того, предположим, что функции Л, ь, М нигде в области ^ 
не обращаются в нуль. Кроме того предположим, что в рассматриваемой 
области функции F, G, Н (соотв. К, L, М) линейно независимы. Эго 
предположение равносильно тому, что Ф\>, неприводимо к двучлену 
FļK'-ļ- GļL. При перечисленных предположениях имеем уравнение (1.1) 
с неприводимым трехчленом на левой стороне. 

2. Пусть левая часть уравнения (1.1) после умножения на анаморфо­

зирующий множитель у = у ( z 2 , z 3 ) , тождественно равняется определи­

телю, в котором переменные разъединены по строкам: 

б, s, 
Fi G 2 H2 (1.2) 
б. G, 

(i = 2,3) и множителi Требуется найти шесть функций Г,, Си, Hi ( б 
г°ф{). Однако для построения шкал достаточно знать четыре отношения 
F) : Cii : Hi {i­­­ 2,3) . Д о б а в л я я к ним v, имеем всего пять искомых. 

Д л я определения неизвестных имеются три условия, вытекающие из 
сравнения левой и правой частей тождества (1 .2 ) : 

G\ Н2 //. F, 1 / •s С, 

G, нг \ , ьк - - И F Ч G, ­сК= ( . н ,­cL­ И f : . : M ! , 0 ; (1.3) 

СлрЖйв равенства (1.3) , после их умножения соответственно на 
/ б (jj, Hj (б­­: 2,3) , и сократив сумму на ­у(фО), получаем: 

F2Ķ- - G2L 4- Я 2 Д1 = 0 

б К ­ б /. ­­­ // Д1 0 
.41 

Обратно, рассматривая (1.4) как однородную систему линейных урав­

щ ннй с неизвестными К, L, М, получаем равенства (1.3) , сети матрица 
F, С,2 Н2 

F, G, И. (1.5) 

всюду в \ имеет ранг 2. Если ж е в точке PQ(Z'1,Z?.\) матрица (1.5) имела 
бы ранг меньше 2, го тождество (1.2) , поскольку 0 — 0, показывает, что 

F\ (z,) КЩ, $ + Gt (zA L 4) + И, (zA М Щ ž-ļ) Š = 0 

т. е. функции F\, G,, Н\ линейно зависимы, вопреки предположению. 
Поэтому при условии, что матрица (1.5) имеет ранг два, системы (1.3) и 
(1.4) эквивалентны. Ниже будем рассматривать только систему (1­4). 

3. Д л я определения функций F2, G 2 , Н2 имеем не только первое ра­

венство (1.4) , но и бесчисленное множество других, полученных из него 
дифференцированием по переменной ? ; : 

F :К | G2/_ ­f #,Л1 = ( ) 

F>K', • б,/., ­г­ Н,2ЛЬ =0 (1.6) 

F:K'i + ОгЦ ­f /бШ = & 
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где ооозначено 

/с; дК 
6 = 2,3) 

Предполагается , что псе рассматриваемые производные существуют. 
Бесконечная однородная система линейных уравнений (1.6) всегда 

имеет тривиальное решение F2 = О, G 2 = 0, Я 2 = б ) , но оно совершенно 
бесполезно для построения шкалы и не удовлетворяет условию о ранге 
матрицы (1 .5) . 

Д л я первых трех уравнений (1.6) д о л ж н о быть выполнено условие 
их совместности: 

К L м 

Щ 
к; /,; м: I 

Тогда их можно решить относительно неизвестных /б , бб, Н2 

отличающееся от тривиального, дается пропорцией 

1. М 

м: 
м к К L I 

(1.7) 

решение, 

(1.8) 

если определители па правой стороне не ооращаютя в нули все одно­

временно. Поэтому мы будем предполагать , что матрица 

К L М [! 
(1.9) 

имеет всюду в \ ранг 2; более того, мы будем предполагать , что по край­

ней мере один из определителей 2­го порядка этой матрицы всюду в \ 
отличен от нуля. Д л я определенности будем считать, что таким является 
определитель KL'3 б/б',. В пропорции (1.8) л е в а я часть зависит только 
от Щ а правая , вообще говоря, содержит т а к ж е г3. Функции К, /., Л/ 
поэтому должны удовлетворять условиям сократимое ги 

I 

_д_ 
г) г . 

L м к L 

К " к'. L 

; и К к i 
. и К /,;, 

= о 

= о 

.10) 

Выполняя дифференцирования, указанные в (1 .10) , в С И Л У (1.7) имеем 

д ­ 1­^ 

7) г­

МК'?, ­ щ к 

А'б. Щ ' 

к L m 
Щ Щ 
к; Ķ щ 
к L м 
К', Щ 
к: L: м: 

к и 
к: L' 

к б а 



Итак , условие совместности (1.7) является одновременно условием 
сократимости (1.10). При помощи некоторой функции Я (г 2 , г : ; ) можем 
представить F­2, G 2 и # 2 следующим образом: 

I м 1 

Л". /. 
(1.11) М К | 

/ и ; г 3 

Очевидно, эти функции одновременно удовлетворяют и всем остальным 
уравнениям (1 .6) . 

4. Подобным образом находим функции / д , G<. Ня 

н\ю однородную систему линейных уравнений: 

/•'.Л' • Gd­ IIМ = 0 

/•'­.Л­ GJ ­ II М _ 0 

I К­ ­ б . / . • + / / Л! = 0 

решая оесконеч­

(1.12) 

Д л я разрешения 12) требуются выполнения условия совместности 

Л' L М 

К I. АГ, 

к: й АГ 
о .(1.13) 

и условия, что матрица 

к 
к; 

L м (1.14) 

имеет ранг 2 (более того, по. крайней мере один из определителей 2­го 
порядка этой матрицы всюду в \ отличен от н у л я ) . Введя некоторый 
Множитель И(Ф0), имеем 

Fi = 
L /VI 

м: G ; 

М к 
к: 

Л' L 
(1.1В) 

5. П о к а ж е м , что матрицы (1.9) и (1.14) при наших оговорках в п. 1 
всегда имеют ранг 2. 

В самом деле, пусть, напр., ранг матрицы (1.14) меньше 2. Это озна­

чает, что все миноры этой матрицы равняются нулю, причем в полном 
трехчленном уравнении (1.1) ни одна из функций Ķ, L, М нигде в \ 
не равна нулю. В силу этого имеем 

т 

Интегрирование этих равенств убеждает , что Ķ : L : М = А : В'. С, Сле­

довательно, функции Л, L, М содержат переменную г 2 только в общем 
множителе, что противоречит оговорке в п. 1. К такому ж е заключению 
приходим, рассматривая матрицу (1 .9) . 

6. Д л я завершения анаморфозы (1.2) разыщем еще анаморфозирую­

щий множитель с. П о к а ж е м , что для него существует простое выражение 
через данные функции Л', L. М и их частные производные, так что его 
можно найти, не выполняя разъединения переменных. 

Подставим найденные значения F,­, G,­. И, (i = 2,3) . определяемые 
формулами (1.11) и (1 .15) , в одно из равенств (1 .3) . В силу оговорок в 
и 1, безразлично, каким из равенств (1.3) воспользоваться. Выберем, на­

пример, первое из этих равенств. 
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1осле послужных преооразованнп определителя находим: 
К L М 

1 
/леи = — 

Л MĶ' — KM' KL'—LKi 
к\ L\ щ (1.16) 

Ввиду того, что в левой части (1.16) ни один из множителей / , v не 
равняется нулю, функции К, L, М д о л ж н ы быть таковы, что всюду в Л 
имеет МесТО 

Л' L /VI | 

Л uv •• к2 L:2 м1,\фо (1.17) 

(Это условие гарантирует т а к ж е , что ранг матрицы (1.5) всюду в Л ра­

вен 2 ) . 
Таким образом, достаточные условия для иниморфозируемости урав­

нения (1.1) даются формулами (1.7), (1.13) и (1.17). 
Соро [2, стр. 55—56] заметил большую роль определителя (1.17) при 

номографировании уравнений и называет его характеристикой уравнения. 
По он слишком мало пользуется этим определителем в своих исследова­

ниях, не подозревая , невидимому, что в нем содержится анаморфозиру­

ющий множитель. 
7. Из равенства (1.2) непосредственно следует, что анаморфозирую­

ший множитель есть функция переменных z 2 и z3. Д о к а ж е м , что он не 
может зависеть только от одной переменной или распадаться на произве­

дение функций одной переменной. 
В самом деле, пусть в тождестве (1.2) v равняется произведению 

функций одной переменной: v — i>2c»3. Тогда, разделив левую часть (1.2) 
па щ а правую — на щ и v% (с их распределением по соответствующим 
строкам определителя) , мы анаморфозирующий множитель совершенно 
устраняем. Этим доказывается , что анаморфоза посредством распадаю­

щегося множителя есть в сущности непосредственная анаморфоза . 
Анаморфозирующий множитель v — ­о (z 2 , z3) определен с точностью 

di' сомножителей, являющихся функциями одной переменной, отличными 
от нуля. В самом деле, если существует анаморфоза (1 .2) , то при Р/== 
— Vi (Zi) (i — 2,3) имеет силу также тождество 

Fi G, Я, 
\Г:К 4 G\L ­ Н\М) 

с F o3G3 

В простейших случаях множители i и /< оказываются функциями од­

Hi ii переменной. Тогда onŗ-еделител!) {1.17) сам является анаморфозирую­

щим множителем. 
8. Иногда мы встречаемся т а к ж е с неполным уравнением 

Г / С , ­ б /.. о, • (1.18) 

если в отличие от оговорок в п. 1 одна из систем функций линейно зави­

с да . Относительно функций F, К. G и /. оговорки в п. 1 остаются в 
силе. 

Ищем опять множитель OiZs, Z») так, чтобы имело место тождество 

G, И 

G_> 11 

Га б.. 11 
v(F[K • 6,6) /б С> / / , (1.19) 



Но здесь, п связи с тем, что И не задано , надо различать дна случая. 

1) #1 Ф 0. 
В этом случае из сравнения левой и правой частей тождества (1.19) 

следует, что 

-ж 

в каледой точке А. У м н о ж а я эти равенства соответственно на F,, G,-, Ht 

(г = 2,3) и складывая , находим после сокращения \\&1>(фЩ: 

F.2Ķ + G2L = 0, РгК + G,L = 0, F2G?, — F:iG2 = 0 
Отсюда ясно, что всюду в \ 

G2 я2 1 1 я 2 

' V L = Я з 

Г 2 

, о = G 2 1 

Gi н, 
1 1 я 2 

' V L = Я з 
, о = 

F J 

~ = «)«s/ . 
А 

т. е. функции К и L линейно зависимы, что противоречит исходному пред­

положению. Это значит, что случай Н\ ф 0 невозможен, 

2) Я , = 0 . 

Определитель F2G:i — F3G2 не равняется тождественно нулю (в про­

тивном случае К и L были бы линейно зависимы) , поэтому его можно 
приравнять выражению vM, где Л1 есть некоторая функция переменных г;> 
и г 3 , отличающаяся от нуля и не зависящая линейно от Л' и L. Тогда для 
определения неизвестных получаем тождества 

F2 G2 G 2 я2 ļ И, F2 ļ 
G, Я з 

ļ И, 
F, ' УЛ1 = ļ (1.20) 

по форме совпадающие с тождествами (1.3) , использованными при номо­

графировании полного трехчленного уравнения (1 .1) . Поэтому алгоритм 
решения остается в силе для системы (1.20). 

§ 2. 

У Р А В Н Е Н И Я Т Р Е Т Ь Е Г О И Ч Е Т В Е Р Т О Г О Н О М О Г Р А Ф И Ч Е С К О Г О 
П О Р Я Д К А С Т Р Е М Я П Е Р Е М Е Н Н Ы М И В О Б Щ Е М В И Д Е 

1. Напишем уравнение третьего номографического порядка с тремя 
переменными в общем виде, упорядочив левую часть относительно пере­

менной zi ; 

/ . И . Ь / з ! ­ Я . / 2 С, i, + D , b И 2 / 2 / 3 Ч Я 2 / 2 ­ С 2 / , • 0*1=0 (2.1) 

где А . В/, С, Di li .2) постоянные. 

1 ак как это уравнение должно в ы р а ж а т ь зависимость между тремя пе­

ременными, то из рассмотрения устранил! все значения коэффициентов, 
приводящие к распадению левой части на множители с меньшим числом 
переменных. 

Мы имеем здесь двучленную форму уравнения с левой частью 
Ф12.4 = fiK Чг L (2.2) 

где 
К .4; / 2 / , ­,­ В: / ' , I­ С, / з + 

/. . Г / ­ ; ­ Btii • C2i. D, 
­ V' imuie i;LL!LK'KĪI. Тпм Vi 11 
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Из условии (1.7) и (1.13) после преобразования определителей сло­
iytfr 

I С, h 4­ Л, б , б 4­ Dō б/ М , ' I 

= 0 (2.3) 

= 0 (2.4) 
Более подробное исследование [10, стр. 184—185] показывает , что В 

формулах (2.3) и (2.4) определители, с о д е р ж а щ и е Л , , Вь Ci, Di ( j = l , 2 ) , 
не могут тождественно равняться нулю, не вызывая распадения на мно­

жители левой части уравнения (2 .1) . Т а к к а к случаи распадения мы не 
рассматриваем, то (2.3) и (2.4) равносильны уравнениям 

С , / 3 ­f Di + D 2 

Л i / з + в, A i / j + B 2 

Bth + D, 4­ D 2 

A,f2 
­ б, Л 2 / 2 + C a / з " Л4 3 " 

и 

h" 
М'2 i 

i 

Мо" 
М . з ' 

= 0 

От сюда следует, что 

Д1 Л , / / . + й з / 2 ­f­ С з / з + /б, 

(2.5) 

(2.6) 

где Аз, В 3 , Сз, D:> — неопределенные постоянные интегрирования. Выбор 
этих постоянных ограничен требованием (1 .17) , которое дает в этом 
случае: 

б : / , ­ / б Cs U 4­Di С» Г) I) 
• ЫЫ Л, f 3 + й . А2 / з f B s / 1 3 / з + Вз 

A i / i + C i Л 2 / 2 + С 2 А , / 2 + С 3 

/.«(и ^ 0 

После некоторых преобразований получаем 

| Л , б , б , D, 

.4 2 В 2 С 2 D 2 

Л з бб С , / б 

i ­ь ­/2 hU 

/V/V = t о (2.7) 

Чтобы удовлетворить требованию >­yv ф 0, матрица 

Л , /3 , С , D: 

Л 2 б 2 С 2 D 2 

Л 3 В С, I), 
(2.8) 

должна быть третьего ранга и ft фО, f/фО в данной области. Тожде­

ственное равенство нулю этих производных невозможно в силу того, что 
рассматривается уравнение с тремя переменными. Это единственное тре­

бование, чтобы уравнения третьего номографического порядка с тремя 
переменными (2.1) имели бы анаморфозирующий множитель. 

2. Применяя общее правило предыдущего п а р а г р а ф а — формулу 
(1.8) убеждаемся , что б 2 , G 2 , Я 2 могут быть приняты равными ми­

норам матрицы 

б, h /) 

А h + С, 
/ б и 

AtU 
9s 
Ci 

12 В.. 

л и 

Р 3 

(2.9) 



Подобным образом Рл, 
рицы 

С] /;-, 

Gj. Hļ определяются посредством миноров мат­

(2.10) 
d , с>/ • п , п . 

а в (2.7) Я = / 3 ' , ,« = /V. 

Тс ж е результаты получаются, если исходить из матрицы 

л. # 1 с, Pl 
Л 2 В­2 D2 

А, Дз сл D, 
0 Л 0 fi 
1 0 f i 0 

С ­ 2 , 3 ) (2.1 

и пользоваться ею согласно следующему правилу: чтобы получить Г i, 
— С/,­, Hj, надо вычеркнуть в матрице (2.11) соответственно третью, вто­

рую, первую строку. Тогда получаем /•",, — О­,. Hi в виде определителя 
четвертого порядка. 

Номограмма , соответствующая уравнению (2 .1) , состоит из одной 
прямолинейной шкалы (переменной £i) и двух криволинейных шкал (пе­

ременных z2 и 2з), расположенных на общем носителе кривой второго 
порядка, выражаемой уравнением 

AļX -ļ- A:ly -+- A-, CļX -ŗ C:,y + C> 
B,xA-B3y — R> DļxA-Q0-A*-Da 

(2.12) 

Это уравнение содержит произвольные постоянные А?„ ВЛ, Сз, Ат, зна­

чения которых ограничены только требованием относительно ранга мат­

рицы (2 .8) . Свободой в выборе этих постоянных можно воспользоваться 
для того, чтобы придать номограмме желательный вид. 

Доказательство того, что шкалы z 2 и г.­, л е ж а т на общей кривой, и 
вывод уравнения (2.12) можно найти в цитированной работе автора 
ПО, стр. 188—1891 

3. Уравнение четвертого номографического порядка имеет следую­

щий вид: 

Ф , 2 3 = F, (Л, h h I • Bļ % + Ci h + Di) + 

GiiAzhh - Bsh H Gih + D2)~ (2.13) 

- / М Л . /';) / ( б ; , / , ­ С з / , | / ) . ) 0 

где А,-, B„ d, Di (г — 1,2 ,3) — постоянные. 

Примем сокращенные обозначения для выражений в скобках 

K = Alļ2fi • - B , / 2 - i Ci fi — Dļ 

L = А г fī /з - Bļ f.2 -f- Czh V, 

Л1 . 1 . ' ­ / ­f П i, I­ С з / . D, 

и чы имеем 

Ф , . / ; ; / \ С;/ . | / / ; . \ | (2.14) 

Нетрудно убедиться в том, что мы можем воспользоваться результа­

тами, полученными в п. 1 и 2 этого параграфа . 



Анаморфозирующий множитель получается по формуле (2 .7) , а функ­

ции Fu — G„ Iii ( / = 2 , 3 ) из матрицы (2 .11) , использованием того же 
правила. Н о в этом случае постоянные Л 3 , Ь' 3, С 3 , Д 3 не произвольны, по­

этому общему носителю помеченных значений z2 и ,г3 — кривой 
(2.12) — мы не можем придать желательный вид. Кроме того, в общем 
случае шкала Z] криволинейна. 

Кафедра общей .математики. 

Л II Т Е Р А Т У Р А 

Uronviull, Т. Н. S u r Ies e q u a t i o n s e n t r e t r o i s v a r i a b l e s r e p r e s e n t a b l e s pa r des. n u m o ­

g r a m m e s , a po in t s s t i g o e s . J o u r n a l <Io M a t h e m . p u r e s et a p p l i q u e e s , 6. sēr ie , T. V I I I , 
1412, c m p . 59. 

| 2 | . Stireau, R. N o n i o g r a p h i e он T r a i t e des a b a q u e s . T o m e II. P a r i s , 1921. 
j3l. Глаголев, H. А. О научной р а б о т е в о б л а с т и н о м о г р а ф и и . У ч е н ы е з а п и с к и М Г У . 

и ы п . 2 8 . 1939, стр . 4. " 
| 4 | . Kehgg, О. D. N o m o g r a m s \vith P o i n t s in A l i g m e n t . Ze i i s ch r . fiir M a t h . u. Phvs ik , 

Bd. 63, 1914, стр . 159. 
|ō|. Гяешер, X. А. Н е о б х о д и м ы е и д о с т а т о ч н ы е у с л о в и я а н а м о р ф о р и з у е м о с т и функция 

трех п е р е м е н н ы х . Н о м о г р а ф и ч е с к и й сборник , М . — Л . , 193.5, стр. 7 7 ­ 104. 
[61, D'Oeagne, М. C a l c u l gŗapfcilļļle et nomographio. P a r i s , 2­е e d „ 1914. стр . 2 9 0 — 2 9 1 , 29ч. 
[71. М а т е м а т и к а в С С С Р за т р и д ц а т ь лет ( 1 9 1 7 — 1 9 4 2 ) . О Г И З , 1948, стр. 817 . 
18|. Boulud, F. S u r la dis jone t ion d e s v a r i a b l e s d e s e q u a t i o n s n o m o g r a p h i q u e i n e n t 

r a t i o n e l l e s d o r d r e supe r i eu r . C. R., T. 150. 1910. стр . 37. 
|9 ļ . Boulud, li. Bi i l lc t in de la Soc. r n a l h e m . & F r n n c e . T. .49. 1911, стр. 105. Т. 40, 1912, 

стр. 383 . 
[10| . Залтс, К. Я. П р о б л е м а р а з ъ е д и н е н и я п е р е м е н н ы х в н о м о г р а ф и и (на л а т ы ш с к о м 

я з ы к е ) . Acta U n i v . L a t v i c n s i s , серия и н ж . фак. , П. 5. Р и г а , 1938. Стр. 137—200. 

PAR A N A M O R F O Z Ē J O Š O RF.I ZINĀTĀJU 

Л'. / . Zalts 

( K o p s a v i l k u m s ) 

Darba apska t ī t s j au tā jums par dotas saka r ības (0.4) a t tē lošanu , ja t as 
ir iespējams, ar kolinearu punktu n o m o g r a m u , lietojot anamorfozē jošo reizi­

nā tā ju . Šeit izra isās šad: j au tā jumi : 1) vai yienado juma anamorfoze ir 
iespējama? 2) ja tā ir i espē jama, kā to izvest prakt iski? Šie j au t ā jumi ir 
d a r b ā noskaidrot i . Atrast i pietiekami nosacī jumi yienādo juma (0.4) a n a m o r ­

fozei. Tie izteikti ar vienādojumiem (1 .7) , (1.13) un (1 .17) . Anamorfozējošo 
re iz inātā ju dod formula (1.17), bet funkcijas Fh Oi, Hi {i = 2 ,3 ) , ka­

va jadz īgas vienādojuma (0.4) anamorfozei , a t r o d a m a s pēr formulām (1.1Г) 
un (1.15). Ka i lustrācija vispār īga i teorijai apska t ī t a prakt i sk i sva r īgo t rešās 
un ce tur tās nomograf iskas kā r t a s vienādojumu anamorfoze . 
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ЛАТВИЙСКИЙ Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы IT УНИВЕРСИТЕТ 
У Ч Е Н Ы Е З А П И С К И . Т О М V I I I , В Ы П У С К 2, 195(1 Г О Д А 

РЕШЕНИЕ РАСЩЕПЛЯЕМОЙ МАТРИЧНОЙ СИСТЕМЫ 
ТЕЛЕГРАФНЫХ УРАВНЕНИЙ В СЛУЧАЕ ВКЛЮЧЕННЫХ 

СИНУСОИДАЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 

Э. Я. РИЕКСТЫНЬШ 

В одной из предыдущих работ автора [lj дана формальная схема для 
решения расщепляемой матричной системы телеграфных уравнений при 
помощи преобразования Л а п л а с а . В другой работе [2] эта схема иллю­

стрируется конкретным примером, но изображение решения в этом при­

мере имеет такой вид, что практически можно получить только прибли­

женное решение. Поэтому целесообразно иллюстрировать метод еще од­

ним примером, в котором решение получается в явной форме, и в котором 
можно провести полное исследование полученного решения. Этому посвя­

щена настоящая статья. Попутно здесь рассматриваются и смежные во­

просы — обобщенные решения систем уравнений в частных производных 
1­го порядка и некоторые свойства функций Л о м м е л я . 

§ С 

Р Е Ш Е Н И Е З А Д А Ч И 

1. Рассмотрим .частичную систему телеграфных уравнений 

fc«4XŽl + Ri = 0, f i + C ^ u ­ r G u О (1.1) 
дх at ' Ох 1 Ot 

!де и(.v, /) и i(.v, л неизвестные колонные матрицы //­го порядка, R, С, L 
и G симметричные, постоянные и положительно определенные квадра­

тичные матрицы того же порядка. 
Ищем решение системы (1.1.) в области II (О <С * <С О <С t С Т) 

при следующих начальных и граничных условиях: 

и(л­, ("))= i(A% 0) = 0 (0 ...v £ /) (1.2) 

и(/\ / ) = 0 И > 0 ) (1.3) 

ц(0,0 = 

у\{> sinSļt-jf- c o s t 
v{}~> sin О., t ­ j ­ cos 

^ s i n « V + xf>cos<J nf i' 

тле iVA. неотрицательные, a v't}' и с!.­1— вещественные постоянные, при­

чем лотя бы один из č'ļ;' отличается от нуля. Физически такие гранич­

ные условия осущесм ч.ляются, если в начале пучка непосредственно вклю­

чены синусоидальные напряжения с различными ф а з а м и , а в конце пучок 
заземлен. Если же включенное напряжение в отдельном проводе имеет 
более одной частоты, то можно воспользоваться суперпозицией решений. 
Граничные условия в таком виде автору предложил Н. А. Б р а з м а . 



Ищем формальное решение системы (1.1) при помощи преобразова­

ния Л а п л а с а . Используя общие формулы, приведенные в работе [11, при 
конкретных условиях (1.2) и (1.3) имеем 

u{x,t) z>{B­**— (E,,~e­^)­'q 
(1.4) 

i X / ) з ( G + р С ) Г"
 1 (£>

_

­*
г 4 ­ е ~ ( 2 ' ­ л ) Г ) (Е„ — e~2lT)~ 1 q 

где 

f(p)= I г р* F(t)dt с ДО 
О 

,/| Г = ļ/LCp2 + (RC + LG) р + RG 

Е„ = | 1 , 1 , 1| 

[4U = - ~ ļ + — k ^ {к = 1,2, ...,//) 

Обратное преобразование Л а п л а с а выражений (1.4) в явной форме 
удается выполнить пока лишь в случае расщепляемое™ [3]. В этом случае 
матрицы LC, RC, LG и RG одновременно приводятся к диагональному 
виду при помощи одной и той ж е матрицы, которую обозначим через S 
[3'. Таким образом мы имеем 

t C = S ~ 1 \ ' . п , /.jo, h*] S, RC = S ­ 1 [)..,v К, A.,„]S 
(1.5) 

LG — S ­ 1 [ Ā 3 ] , /.;,„] S, RG — S " 1 л 4 2 , . . . , A 4 „ ] S 

При этом матрицу S выберем так, чтобы было Ц*£1 ">л.i 
(/г = 1 , 2 , . . . , п—1). Заметим, что все кц,(1= 1, 2, 3, 4; k— 1,2, . . . , « ) 
положительны [3]. 

Матрицы Г и с также приводятся к диагональному виду при по­

мощи той ж е матрицы S: 

r = S­> Г­/,,"/.,, ...,­/„] S, е * = S­ Це~^г,е­^, ...,e­'­»\S (1.6) 
где 

tf&up* + Pāī + М р 4 / .4,­ ( / = 1 , 2 . . . . , / / ) 

При условиях Коваленкова [31 имеем у,­ = &>г 1' (р ­f­ с,­)­ — 

гле щ = ]/>.„•, «, = ­ ­ , а,• = ­ — (1.7) 

Значения корней у,­ берем со знаком 4­, так что при Rep *> 0 имеем 
Re­/, 0. Это всегда возможно, ибо > г/,­. 

2. Д л я выполнения обратного преобразования Л а п л а с а разложим мат­

рицу ( К„ — ( ^ ­ ' г ) ' ' в бесконечный ряд матриц. Р а з л о ж е н и е справедливо, 
ибо согласно сказанному о Re/ / , все характеристические числа матрицы 
е по модулю меньше единицы Л". Таким образом, мы имеем 

u(x,t) э ( У e . ­ S M + i K — V < > ­ и > л ­ д ( ) г ) ч 

i ( л ­ , / ) э R ­ l ( R G ~ ­ p R C ) r ­ ' [ X е­ (2vf+*)r_ļ_ V f - ( , v / - . v , r ] q 

V = 1 



Обратное преобразование Л а п л а с а выполним почленно, не интере­

суясь пока вопросом о законности этого действия. Д л я этой цели надо 
найти оригинал матриц 

e­"''rt] и ( R G + p R C ) T ­ Ы ) ­ ; ­ д 

где 
| 2пй — х. если )• = 2т (т = ­ 0 , 1 , . . .) 

*» \ 2т1 — х, если v = 2m ­ ­ 1 (т = 1, 2 , . . .) 

Д л я простоты значок v при дальнейших преобразованиях опустим. 
В силу соотношения (1.6) имеем 

(1.9) 

­JSq 

Элементы матрицы q зависят от р, поэтому выполнение обратного пре­

образования Л а п л а с а усложняется. Можно составить произведение по­

следних трех матриц, но формулы получаются более ясными, если разло­

жить матрицу q в сумму колонных матриц. 
Введем колонные матрицы \\р ( / = 1, 2 ; k— 1, 2 , . . . , п ) , которые 

определяются формулой 

I огда П О Л У Ч И М 

1 v f /) 1 — 1 0 , если i ф к 
V" I, I v ­

(/', если I = k 

vl
1

» 4­

­q=­S­

ре ­ Kl i p 

+ 

RG + p R C ) r ­ ' < ­
;

' q = S 

g — ; v 

+ 4 /
, г ~

 8

* ' " " + »1 

ļw- ŠTji ре — -6у я 

P~ * J 

Sv<" 

'.• = • 11 

1 - S I O ! 
"'i 

/ . , _ , ļ - ^ - j 

/'" + 4 r „ • I 

i 
' " ' " I / J Ā 4 , - 5Г.Д, 

P + e * "Д 

г - ; ' > " P''-.ui~ 5TĀ., 

Svļ?>4 

Sv</> 

3. Обратное преобразование Л а п л а с а для отдельных элементов диаго­

нальных матриц выполним, пользуясь известными формулами [5, 6д 

'"Ļ-^ с0м {% t)=U­mi""š sin , Л ; ) < ­ f ' ' [ ^ „ ( ^ . , ­ . ^ / , f / / / . , 0 ) ­
+ 4 

(1.10) 



Р 
'§­—• с ffj (ī,t) = {e­"ЛИ cos + е ­ И 0 цт0) — 

—t— S 7 

— С&о (А*'//, «4*Tf, фЛ, 0) + сАг (pVa*7, 9V1Ļ ffik, 0) — 

- cbt (pat},, сит, </», 0)]> h (/,) (1.11) 

X COS (<5;f tfffU i k i — — t " ^ [Cb0 {Pik^i, "ik''i, t / f t ) + 

4­ cb2{Pikit, <*mr,i, 4ik, 4k)]}h (/,) (1­12) 

„ 2 _L ? 2 
+ h 2 i — c / i r a o : 

T

' (1.13) 

= / f f t , /: Г » ­ 3 . ) _ļ_ Э£ e - / (о,- А (г,) 

где кроме обозначений (1.7) введены еще следующие: 

(1.14) 

(1.15) 

tg m ш = ^ ± ^ * (0 < e i k H a < n) 

а функции cb,/t sb.t и /; означают 

сЬч(л,у, </,*) = | ( ļ / f Г + ' 4«+v(2ļ/xy) cos (2и + » + • ) ' / 

Л , (л­, у, r , i ) = | (l/v)'""" 4"' W v ( 2 ^ 7 ) sin (2m + , + ,) y 

. . . 11, если <rЛ> 0 
й ( 0 — ļ о. если г < 0. 

Введем еще матрицы 

FJ/' (?, 0 = S­
 1Г/^. ­ • • ЛУ21 S (/ = 1,2,3,4; £ = 1,2, .. ,//) (1.16) 

Тогда получим 

f , ­ ; r q с V V R f > ( £ j f ) v « 
А = 1 у = 1 

л 2 
(RG ­ р RC) Г ­ 1 1 — ? r q

 с У У F</ i ­*> (с , /) v^. 
Л = 1 / = 1 



Итак , наконец, имеем следующее решение: 

u ( * . 0 = X ( ­ l )
v 1 l F f (M)v</> (1.17) 

­r. n 2 

i (.V­, t) = R ~ 1 £ 1 1 F</+2> (­д. 0 vW (1.18) 
7 = 0 k=\ / = 1 

В случае пучка проводов полубесконечной длины в силу формулы 
(1.6) имеет место 

lim е ­ ш = 0 

и в формулах (1.8) остается только тот единственный член, который со­

держит е~хГ. Таким образом в этом случае формулы (1.17) и (1.18) при­

нимают вид 

и (х, t) = $ У Vf {ж, t) v</> (1.19) 

i (.v, t) = R У | I * * * (x, t) vW (1.20) 
i ; = i 

Рассмотрим еще частный случай условий Ковалепкова , когда между 
матрицами существует соотношение Хевисайда [3] 

RC = LG 
Т ш д а имеем 

Л 2 Г ­ hi, Щ — 0, bik — дк, ļi,k = f>j = iļiļ /.,,• 

Ц; — ļtļļ ' щ , *iftļFift = у, №ih = 0 

и в формулах (1.Ю) (1.13) получаем 

/ & » ( £ , = i r ­ * » * * sin itf, h (/,), /Й» (e, t) тя iūi /li' («, 0 

ļfjļg ( t , о = e~»#Č cos fc*, /г (r,­), Jf ( P _ yj£ ff ( s , / ) 

В этом случае решение также выразится при помощи формул ( 1 1 7 ) 
(1.20), надо только соответственно изменить выражения для матриц 

F < / ) ( c , n в формуле (1 .16) . 
4. Поставим в формулах 11.10)­ ­(1.13) опять значок > при i, 7,­ и 

Ввиду наличия множителя Л(/*•,) в этих формулах, функции /У» (ъч, t) 
при фиксированном /, начиная с некоторого ) , обращаются в нуль. По­

этому при любом фиксированном / ряды (1­17) и (1.18) содержат в дей­

ствительности только конечное число членов. Выясним, сколько членов 
имеется в этих рядах при данных t и х. 

При фиксированном t =tf) мы всегда можем найти такое т, что 

2(т 1)/(­): Ctu ••• 2mlvix (1.21) 

При таком г, в зависимости oi шаченпя х, справедливо одно из сле­

дующих трех неравенств: 

a ) 2(т ­ ­ 1) 1шх ­ Д ' Ķ < 2 (т — 1) /< >l — jfee», (х ^= 0) 

b ) 2 ( m 1) /ел ­ f x w x г„ < 2/M/e'ļ — .vi"! (х ф {) 

c) 2Шщ — лгш, С ^ < 2/иЛэ, (л 0) 



Если л' = 0, то имеем неравенство 6 ) , которое совпадает в этом случае с 
(1.21), но при имеем либо а ) , либо с ) . 

Число членов находится из выражения 

īK=t~%ui (1.22) 

где 'iv определено по формуле (1 .9) . П р и t = t0 получаем из этих 
формул: 

в случае а) ч.ч* i > 0, г;, jar_ у < , 0, следовательно 

h ( ч 2 , л ­ з ) = 1, Л (*,\ а*­ . ')=­ О (/ = 1 , 2 , . . . , /г) 

в случае 6) fj, te*—s 0, 7 i . •_>/« — 1 < 0, следовательно 

Л ("' 1, 2m­2) = 1, Л (/,­. 2 m _ i ) = 0 ( / = 1 , 2 , л) 

в случае с) ri, •_>,„ ­ i ­ 0, / i . o m < 0, следовательно 
h (»,, ,,„ ­ ,) = 1, h (/1, ш) = О (t = 1, 2, . . . , я) 

Таким образом в рядах (1.17) и (1.18) при указанном t надо сумми­

ровать по *­ в случае а) — до 2т­ 3, в случае Ь) — до 2т 2, в слу­

чае с) — до 2т — 1. 

§ 2. 

О Б О Б Щ Е Н Н Ы Е Р Е Ш Е Н И Я С И С Т Е М У Р А В Н Е Н И Й 
И С С Л Е Д О В А Н И Е П О Л У Ч Е Н Н О Г О Р Е Ш Е Н И Я 

1. Решение, представленное формулами (1.17) и (1 .18) , является фор­

мальным и его следует проверить. 
Поведение решения характеризуется функциями fģ (i.,, И, определя­

емыми формулами (1.10) (1.13). Ввиду наличия множителя // (?,­v), 
эти функции обращаются в нуль при £<fwf|v­ Н о при i > w , Š v имеем 
/?(/,­.,) = \ и, поэтому Ш ( i v , t) и их производные могут терпеть раз­

рывы первого рода на прямых t= w ^ y , т. е. на характеристиках . Ввиду 
непрерывной дифференцируемоеги функций cb„ sb., и /о, а т а к ж е триго­

нометрических и показательных функций, функции ( c v , t) вне харак­

теристик непрерывно дифференцируемы. 
В данном случае легко непск'редсгвенно убедиться в том, что 

f$(Ķ,шу о, f g а „ . . / о , 
Ц, ­ (2.1) 

т** f§&, <•--,) 

и поэтому матрицы и (х, t) и i (к, t), определяемыми ф о р м у л а м и (1Л7) и 
(1.18), действительно имеют разрывы на прямых / ­ «•<??.,. Впрочем, это 
следует также из того, чго 

lim и (0, i) Ф lim и (х, 0) 
f ­» + и .v —»-ļ-o 

В ci.av указанных разрывов, матриц;»; u(.v, i) и i(.v, i) па характери­

стиках не дифференцируемы. Однако, существуют пределы для их про­

изводных по х и i, если грпближаться к характеристикам с обеих сторон. 
Поэтому можно сказам, , что и производные матриц u(.v, /) и \(х,!\ 

имеют разрывы первого рода вдоль характеристик. 
Если фиксировать значки i и >, т. е. взять определенную характери­

стику t — i­>i'i;, то в формуле (1.16) разрыв может иметь только д и а ю ­



нальный элемент с первым значком /, а также несколько последующих 
элементов, если «ii + j = с/,­ ( / > 0 ) . Обозначим скачки матриц U(к, t) и 
\{х, i) на этой характеристике через _\u п Ai. При выводе формулы, 
связывающей Ли н Ai, для простоты допустим, что только один из ука­

занных диагональных элементов отличается от нуля. Тогда в силу фор­

мул (2.1) получаем 

L d i 

s­ 1 

L R ­ ' S ­ ­

'•\н 

o, o, 

o, 

• i * ^ , 0, . . . . о s V k — 

o, o. ss­> 

hm S~ ' [0 , . . . , 0 , 1,0, . . . , 0 J S g v£> 

s у vf = 

Ли (—!)•'£' ­•°/e>/'­' S~ l[0, .. , 0, 1, 0, 0] s X v£> 

На характеристике č = имеем 
dļ 
dx 

поэтому существует соотношение 

LM Ли dt 
~dx 

Подобным образом на характеристике имеет место соотношение 
dt 

СЛи = М 
dx 

(2.2) 

(2.3) 

Н а д о отметить, что в точках пересечения двух или больше характе­

ристик формулы (2.2) и (2.3) имеют место только относительно отдель­

ных характеристик. 
З а м е ч а н и е . При выводе системы (1.1) предполагается, что мат­

рицы и и i дифференцируемы. Н о если заранее известно, что здоль за­

данной кривой матрицы и и i имеют разрывы, то вместо системы (1.1) 
получаются соотношения (2.2) и (2 .3 ) . В случае одного провода это по­

капано Конторовичсм [7Ī, а для системы п проводов эти соотношения 
легко выводятся подобным же путем. Поэтому естественно ожидать , что 
М й любого разрывного решения системы (1.1) вдоль кривой разрыва 
будут иметь место соотношения (2.2) и (2.3) . 

2. Ввиду сказанного целесообразно рассматривать обобщенные реше­

ния систем дифференциальных уравнений в частных производных. Берём 
более общую систему гиперболического типа 

A(.v, f) Л : B ( . v , r ) ļ v - -D (x , ? )v 0 (2.4) 

где матрицы А и В в П непрерывно дифференцируемы, а матрица D — 
суммируема. 

Д а д и м следующее 
О п р е д е л е н и е 1. Суммируемая матрица v(.v, i) называется обоб­

щенным решением системы (2.4) в области П, если в каждой области 
­­ — П имеет место соотношение 

/'/ (2.5) 



для любой гладкой функции ц.\х, t) определенной в Q и обращающейся 
в нуль вблизи границы области D, причем граница области предпола­

гается достаточно гладкой. 
3 а м е ч а н и я. 1) Данное определение отличается от общеизвестного 

[Щ тем, что интеграл в (2.5) взят по любой области Q, а не по области П. 
Функции Ф (х, t) требуют определения лишь в области О, но для удобству 
(например, для определения нормы этих функций в П ) можно считать 
их определенными всюду в П, причем равными нулю вне Cl. 

2) В формуле (2.5) вместо функции ф (х, t) можно брать строчную 
матрицу, элементами которой являются любые гладкие функции, обра­

щающиеся в нуль вблизи границы области Q. Такое определение дается 
в работах Н. А. Б р а з м ы [9] и В. Э. Аболиной [101. Л е г к о убедиться в том. 
н ю это определение обобщенного решения эквивалентно нашему. 

Д л я нашего обобщенного решения имеет место следующая 
Т е о р е м а 1. Пусть матрица \(х, /') непрерывно дифференцируема 

и удовлетворяет системе (2.4) всюду в П, кроме конечного числа ку­

сочно гладких кривых .' — gi (х), на которых она и ее частные производ­

ные первого порядка имеют разрывы первого рода. Если на ЭТИХ 
кривых для скачка \v матрицы v имеет место соотношение 

i v О (2.6) 

то эти кривые являются характеристиками и матрица v( .v,/) обобщен­

ным решением системы (2.4) в смысле (2 .5) . 

Рис. 1. 

Доказательство георемы почти оче­

видно. Первое утверждение сразу следует 
из (2 .6) ; по условию теоремы \v ф 0, и 
поэтому необходимо 

О 

Ш это и еёТЬ характеристическое уравне­

ние системы (2 .4) . Д а л е е для простоты 
возьмем такую область Q, которая со­

держит только часть от двух указанных 
кривых. Кривые разделяют область 
на 4 области: Q­: до !Д. и сами разде­

ляются на 4 куска (рис. 1). Обозначи 
отдельные куски кривых чеп 

(i 

Внутри областей 01 до У, матрица v (х , t) непрерывно дифференци­

руема "и удовлетворяет системе (2 .4) , поэтому мы можем к интегралу 
(2.5) применить формулу Грина для отдельных облаем ей. Тогда в сил\ 
свойства функции е" (х, t) имеем 

дх 
(ФА) (ФВ) — "D 

— N 
А 0 

А з; v 
дх В v т Dv (А 

4 

V 

/ 

Kdt — Bdx) Av 

Ввиду условий теоремы правые части обращаются в нуль, и этад гее 
рема доказана . Очевидно, ч ш ограничение в выборе области 11 не су­

щественно. 



З а м е ч а н и я . 1) Таким же путем легко можно доказать т а к ж е сле­

дующую теорему: 
Пусть матрица v(x, t) для любой L1 % П удовлетворяет соотношению 

(2.5) . Пусть далее \{x,t) всюду в П, за исключением нескольких ку­

сочно гладких кривых t = gļ(x), непрерывно дифференцируема и удов­

летворяет уравнению (2 .4) . Если на этих кривых она и ее частные про­

изводные первого порядка имеют разрывы первого рода, то там имеет 
место соотношение (2.6) и эти кривые являются характеристиками. В 
случае одного уравнения второго порядка подобная теорема доказана в 
книге Куранта­Гильберта [11]. 

2) Рассмотрим частный случай А — Е я допустим, что систему (2.4) 
подстановкой v = Sy можно привести к каноническому виду 

Тогда для этой матрицы условие (2.6) 

­ J l ) Ау = 0 

Легко непосредственно убедиться в том, что такое соотношение действи­

тельно имеет место, если для исходной системы имеет место (2 .6) . 
3. Рассмотрим далее для системы (2.4) другое определение обобщен­

ного решения, данное в случае одного квазилинейного уравнения Тихо­

новым и Самарским [12;. Д л я этого напишем нашу систему в форме 

( £ ( A v ) + j ( B v ) ^ D ! V (2.7) 

О п р е д е л е н н е 2. Суммируемая матрица \(x,t) называется 
обобщенным решением системы (2.7) в области П, если в каждой обла 
стн Q с П с достаточно гладким контуром К имеет место соотношение 

f ( А Ut — В clx) v = / J D t v d и, (2.8) 
л­ В 

Д Л Я Э Т О Г О обобщенного решения имеет место подобная 
Т е о р е м а 2. Пусть матрица v(.v. /) непрерывно дифференцируема 

и удовлетворяет системе (2.7) всюду в П, кроме конечного числа ку­

сочно гладких кривых t = g'/(­v). на которых она и ее. частные производ­

ные первого порядка имеют разрывы первого рода. Если на этих кривьо 
.тля скачка Av матрицы v имеет­ место­ соотношение (2.6) . то эти кривые 
являются характеристиками и матрица v(.v, /) обобщенным решением си 
сп мы (2.7) в смысле (2 .8) . 

Д л я доказательства возьмем область Q по рис. 1. Применяя к обла 
стям Q , формулу Грина, имеем 

/ / Ь^Ыы^ V / I D,YDV> — V / j 

В ilm 11,,: 

ŗ 4 

= / (A dt - В dx) v 4 - V / i \ ( i t _ b . / . v ) Av = / (Adt — Шх) v 
•i - i J 

К
 L

M К 

Этим теорема доказана . 

щ е Л — диагональная матрица, 
принимает вид 

Ох 
( A v ) (Bv) dv 



1. Если с и н е м у (1.1) привести к виду (2 .4) , ю 

А = Е В = 0 L 
С О 

Поэтому условие (2.6) дает соотношения (2.2) и (2 .3) . Таким образом 
формулы (1.17) и (1.18) дают обобщенное решение системы (1.1) по лю­

бому из рассмотренных определений, если окажется , что матрицы u(x,t) 
и i (х, t) вне характеристик удовлетворяют системе (1 .1 ) . 

Начнем с решения (1.19) и (1.20) в случае проводов полубесконеч­

ной длины. Д л я отличия от других решений обозначим впредь эти реше­

ния через U „ ( A ' , t) и i„(.v, 0 . Составим для этих матриц вне характеристик 
с л е д у i о щ 11 е выражения : 

ох и> + R i > + L Ж S ­ 1 i I 

Л — 1 У 
дх ' дх ' ' ' ' ' дх 

<-)f ( ļ ) ; R T F ( 3 ) ; деЩ 

•11 "J 1* Л 1 5 °­ 72А ' Ч л и* Sv(') 

+ S ­ J , { 
1 •' л/г 

Д Г ' * С ' 

Д 1 * | ^ ^ ^ 

/ . . „ Й ' >..,., dt > • • • ' J U I . да 
(2.9) 

(Iv 7 

A = 1 

#8 # 3 īfe "JIK 

ōx'' 'дх ' 
_л/г 

дх 

д/ (Л) 
2/V • л£ 

S v l n 

<9.V ' r)x ' ' ' 

I 
4» OI 

(2.10) 

Используя свойства функций ф и s/; [5", после сравнительно длинных 
по простых вычислений .можно непосредственно убедиться в том, что 

\ i ­vT ' 
Ā _ . dt 

(I, К 1 .2 , , 

(­ / 
M " ,)f (/ = 0 , 1 ) 

Поэтому правые части в формулах (2.9) и (2.10) обращаются в нуль 



При помощи матриц UQ(X,1) И i ( l (л ­ , / ) формулы (1­17) п (1.18) мы 
можем представить В следующем виде: 

п ( х , 0 = Ё ЩШ + Ы) — У и 0 ( 2 < / ­x,t) (2.11) 
v = 0 " v = l 

i(x,t)= V i 0 (2j l ­f x, t) 4­ 1 i n ( 2 ' 7 ­ . v . / ) (2.12) 

причём ряды в действительности содержат только конечное число членов. 
Легко видеть, что пары матриц и0(2» / 4* х, i), i 0 (2»7 + х, t) и — u 0 ( 2 ' 7 — 
— X, t), i 0 ( 2 ' / — x,t) удовлетворяют вне характеристик системе (1­1) , и 
поэтому матрицы u(x,t) и t(х, t) т а к ж е удовлетворяют этой системе. 

5. П о к а ж е м еще, что матрицы й(х, t) и [(х, t), определяемые форму­

л а м и (1.17) и (1.18) (или же (2.11) и (2.12)) в обычном смысле удов­

летворяют начальным условиям (1.2) и граничным условиям (1 .3) . 
При I = 0, х > 0, мы имеем й(»*у) " = 0 , следовательно 

/ ' [ ' ()) = (), и ( . г , 0 ) = i ( x , 0 ) = 0 

При х = 0 и ( = /о в формуле (1.21) имеет место неравенство Ь ) . Ори 
этом ряды в формуле (2.11) имеют всего 2т 1 членов, и мы получаем 

т — ! 

V u 0 ( 2 W , g = u 0 ( 0 . / 0 ) 
v = 1 

(И— 1 

u ( 0 , 0 = X О ­

V и О 
Но мы имеем 

Л),' (О, У = sin ОД + е . ­ * * (ft*/„ '///.­ 0) — sb0 «^ 0, r/7*, 0) + 

+ (AV,„ uiktu, </ ik, 0) — Sbt {pikta, aikt0, q ц„ 0)ļ = sin ОД 

/ } ! ' (0, t0) = cos ОД A­e­Pi' \cb0 (fldo, «att, <?щ 0) — cb„ Ш Ф ««/„, </«, 0) + 

4 ­ cbt (Jtmt%, uihtn, ­/,/,, 0) — сЬг (fi.ktņ, aikt0, 9 », 0)] = cos 

поэтому 

и (0, to) = uo(0, t0)= У ļsin r)// 0v^ + cos <V„vf ] 
/.-= 1 

При x = l. и t = to в формуле (1.21) имеет место либо неравенство а ) , 
либо с ) . В первом случае ряды в формуле (2.11) содержат всего 2т — 2 
членов, в о втором случае — 2т членов, которые попарно уничтожаются, 
и мы имеем 

и(/, *0) = 0 
Таким образом формулы (1.17) и (1.18) дают в П обобщенное реше­

ние системы (1­1) , которое удовлетворяет любому из соотношений (2.5) 
или (2.8) и поставленным начальным и граничным условиям. 

5 з. 
А С И Д \ П Т О Т И Ч Е С К О Е П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Е РЕШЕ11ИЯ 

1. Мы уже видели, что ряды в формулах (1 .1 / ) и (1.18) содержат 
голько конечное число членов. Но с возрастанием / число членов этих 



Э. Я Рискстыньш 

рядов возраст лет, поэтому целееоооразно искан , асимптотические пред­

ставления матриц u(.v,/) и \(х,/). 
Допустим для определенности, что мы имеем такое / = . / 0 , которое со­

ответствует случаю с) в формуле (1.21), т. е. 

2/ra/wj — хы{ -ļ- t t (3.1) 
i де 

0<Г ^ 1 < л : ы 1 

Представим тогда формулы (1.17) и (1.18) в следующем виде 

Su (х, t0) = X 

_ V 
/ = 1 

S R i ( . r , / 0 ) = X 

j= i 

и m — 1 

X X/<№</ + * Л ) , 
1 v —А) 

и m — 1 

X X № (2vl-xJ0), 
~ ] V = 1 

г/ /н — 1 

X Х / ^ ^ + Л ­ л ) , 

* = 1 V — и 

г/ /« 

X 1Г£{ы ••*,*<>) 

Ы V =т<1 

+ Х 
/=1 X Х / Г 2 ) ( ^ / ­ * л ) , 

/г = 1 v = l 

v = 1 

• m—1 

. X X Я Г Ч З ^ Л ) 
n m 

,1 X/S^ J ) (2W­.v ,g 
* = 1 у гзт1 

Sv</> 
"i 

Sv</> 

Sv</>) 

Функции определяются по формулам (1 .10)—(1 .13) и содержат 
множитель fi(tļV). В Пом п а ра гра ф е было показано, что при t = tn мы 
имеем h(­iVl) = 1 (0 2 m — 1). Но в силу неравенства ы1{+\^ щ мо­

жет случиться, что при i 1 и том же значении * некоторые h(/,\) бу­

дут равны нулю. Тогда суммы по * в дальнейших диагональных элемен­

тах содержат в действительности при данном 1а меньше чем ш элементов. 
Несмотря на это обстоятельство, мы можем число членов в каждой 
сумме по )• получить сколь угодно большим, если брать достаточно 
большое tļ. 

Поэтому очевидно, что асимптотические значения этих сумм будут по­

лучаться одинаковым образом для всех г, т. е. для всех диагональных 
элементов одной диагональной матрицы. Д л я определенности возьмем 
i—i. 

2. Рассмотрим первую из этих сумм при / — 1, причём для простоты 
временно отбросим значки i п к: 

m — I /// — 1 

У /<» ( 2 ) 7 + л ­ , д = У < , ­ M ! l f ­ i , ' ' + ­ v ) s i n [St0 — ( 2 W + J C ) i->i)\ + 

m — 1 
V = 1 1 V =rfl 

(3.2) 

m —1 

+ У е­™ sĶ (/to* u>,. 7,0) — X с - н Щ *h*9t 0) 
m — l 

П о к а ж е м , что сумму последних 4 рядов в формуле (3.2) при возра-

акнцем te стремятся к пулю. Д л я этого рассмотрим функции [6 

(3.3) 



Очевидно, мы имеем при неотрицательны* ­V и у: 

| sb,, (х,у, </, Л | • " и , , ( Л ­ , у ) , | сЬ,,{х,у,ч,ь | : ' » / ; ( x , v ) (3.4) 
поэтому 

/и — 1 
I e­^sbP(firy, «<•„,./, 0) M ­1 

V = 0 

M — 1 m — 1 (3.5) 

I = 0 

Если в формуле (3.3) заменить X на /Ул,, а у на « / / v , то из этой фор­

мулы и выражений для t­v и / / у легко следует, что функции и, a/ J V ) 
(/» 0) с возрастанием » монотонно убывают. Поэтому 

— i 
£ е ­

р

' ° щ (prv, вед) < / и е ­
р

' » иР (Рщ, «%) (3.6) ffl — 1 
S 

v = 0 При помощи известных формул [6] легко получаем 

щ (х, у) ­ щ (ж, У) = e­(­+.v) + с~у 1 д Ь ( _ Л .) 
а=о (k­\­1)1 

где Lk (х) обозначает полином Л я г е р р а . Поэтому при неотрицательных 
X, у имеет место неравенство 

i'o(x,y) > Ui(x, у) (3.7) 

и мы можем рассматривать только случай р = 0. 
Д л я функции ио(х, у) при у^> х и больших х и у имеем следующие 

асимптотические формулы [6]: 

щ(х,у)=ё>У^ о(^—-> ) (3.8) 
У ху (у — х) 

и0 (,ix, их) = О Ш («> Я (3.9) 

Формула (3.3) показывает, что функции ир(х,у) при возрастающем 
х и постоянном у монотонно возрастают. 

Ввиду этого получаем оценку 

"о (/*'о> м 9 с ) = "о [^^ntti-)ļ~2xtoļ -4- /\), a[2ml.i»ļ 4- /,)J < 

< н 0 [fi(2mlu,1 + Ī J , *(2/ra/e^ + tj] 

В силу того, что « ' •/'Л мы можем применить формулу (3.9) , и имеем: 

mc~H ип Ģtn, u,i0) < m ехр [— (« + $) (2 / яЛ^ 4 ­ г, — ­vo,) ­ f 

= ехр [(« + />') ( • /^ .y? )^ 1 l exp[ - ( ļ /« - ļ /^2m/ U » I ]» io (,., ,'• , ) 

Из этой оценки следует, что правая часть неравенства (3.6) стре­

мится к нулю при го оо. Таким образом доказано, что суммы тех рядов 
в выражении (3 .2) , которые содержат функции sbn(pi.„ arri, </, 0 ) и 
sbx ы/ / и , ^, (J), стремятся к нулю при оо. 

а Учеш.и» плиискп. Том V I I I 



'•'>. В силу неравенств (3.5) м (3.7) мы далее имеем 

т — 1 ш ­ 1 

• ­ 1 

< 2 V н 0 (ft­ v , « ь ) (3.10) 
/ =R() 

Эту сумму надо оценить по другому, ибо функция wo(/' ' / v , итч) при воз­

растании значка v не всегда изменяется монотонно. Поэтому сперва надо 
рассмотреть некоторые свойства функции Uo{х, у). 

М ы имеем формулу [61 

Очевидно, что функция щ(х,у) монотонно возрастает при возрастании у 
и постоянном х. Покажем, что функция v(z) = и0(х + z, у— z) при воз­

растании г (0 • z ' //) и постоянных х и г/ т а к ж е монотонно возрастает. 
Ввиду формул [61 

— ^ — — « ­ 1 (•*• — а л — — я 1 1 Л i J'J 

имеем 

— (х + 2 , г/ ­ г) ­ « , ( Л ­ + 2 , // — г) = 

= { Ļ F J J ) ~ ' А ( М ^ Ш ^ ? ) ) > 0 

что и требовалось установить. 
Д а л е е оценим сумму (3.10) . 
Ввиду того, что /* < « , можно найти такое Q ^ 0, чтобы имело место 

неравенство 

i»<JTp« (3.11) 

При достаточно большом л, разделим сумму (3.10) на две суммы, 

суммируя в первой сумме по v от 0 до /; — ) , а во второй остав­

.iяя. остальные члены. 11 можно выбрать так, чтобы Л;' = 9 Й — — ^ ­ явля­

лось целым числом. Тогда имеем 

m ­ 1 Л' 

+ X * ­ " Ч ­ № & . * 0 (3.12) 
у = .v ­­• i 

К первой сумме в силу сказанного можно применить опенку 

uu[fttg 4 p « j ( 2 ) / + д?), Ц , — (2/J ­f­ jŗ)] < н„ 4 ­ fiwi(2)7 4 .v), 

«f 0 — (2»7 ­ x)\ < и„ ­f /Кш, (2Л7 4 ,v). «/„ — Jo,, (2NI + JC)1 



В силу неравенства (3 .11) , имеем 

at0 - (2М + л-) - tU0 — ļivh (2NI + л­) > f 

т . е. второй аргумент функции и0 в правой части предыдущего неравен­

ства больше первого аргумента. Поэтому из формулы (3.8) следует 

l e~9toih(Pw ш,)<е­р'Ч1М4г 1) tt0 [(lt0 + (iv,x (2М + х), 

atQ - (iū>x (2NI + ­г­)] = (Л/ 4 ­ 1 ) ехр [ ­ <>t0 + 

+ 2 т ^ + р^ЩГГЩ [ut0 ­ {1<Ь (2М + 7) I ] О Ш 

Ввиду Т О Г О , что 

­ + 2 У [Р% + ^ ( 2 М + л­)] К ­ Щ (2NI + .v)] =Ь 

г= ­ ­ flfcļ (2NI + х)] - Щй + (2М + x)ļ + 

+ 2 У ( ^ V f ^ i (2М + Л) | « ­(i,,,, (2М + i ) | ­

_ _ _ " a f 0 — 2 3 w ļ (2N1 + x') — ?ta 

]/āt0 — 3 w , (2Л7 + л­) ­f Уз/п4­,3(о1(2Л'/ + дг) 

первую сумму в правой части формулы (3.12) можно сделать при доста­

точно большом г() сколь угодно малой. 
Д л я оценки второй суммы в (3.12) применим известную формулу [6] 

iio(x, у) = ch[х ­;­ у) — а>(у, х) < ех~'гУ 

Поэтому 

m — 1 m — 1 

I е­н­и0{1Ь,,.«,,)< У с-^е^ +
 ?

^' = 

• - i , .1 . 
= j _ с < (m — Л ) e < (m — Л ) e ­­

v = , V + l 

Таким образом очевидно, что для каждого s 0 моЖ!м Выбрать та­
кое t o , чтобы при i с= fn было 

• — i 

Этим доказано, что последние четыре суммы в формуле (3.2) стре­
мятся К нулю при t ­> ОО; 

<-
^ 6 

о 
4Р­



Э. Я. Риенстыньш 

т. 11о;[1)опым путем то же самое можно доказать о сумме 

% (Ъ1-х, t) 
v = 1 

а т а к ж е , в силу второго неравенства в формуле (3.4) , и о суммах 

m — 1 m 

% f\2rl + x, t) и V f \ 2 v l ­ x , t) (j = 2, 3, 4) 
V­== Q v = 1 

Аналогично рассматриваются случаи а) и b) неравенства ( 1 . 2 1 ) . Та­

ким образом при достаточно большом i имеем 

'Л со 

V (— l)v/(1>(fev. О ^ X ( — l ) v e _ e > ! Š s i n ( c W — b>n,/) = w^(x,t) 
v = 0 v = () 

M CC 

У (— l)7(2)(*v, t ) x X ( — l ) > ~ W ! 1 ? v c o s ( t V — M £ £ v ) = «»<2> *) 

i f
{3) ffv, 0 O D I cos ŗ # - f ( / _ * # t , ) « * t f 4 (x, t) 

f=RO to ļ/ti'-T-3'- V=D 

V - = 0 M ļ ц­ Л ­ F R ' ' = 0 

Эти асимптотические выражения можно представить в конечном виде, 
применяя формулы 

V v i 1 — я cos й v V • г " s i l 1

 < \ „ • ^­ л\ 
ы„ 1—2 а cos О ­1­ (г­ v — 0 1—2 я cos о­\­а­ 4 1 1 х 

При обозначениях 

Г " » (х, /) = «""•" sin (­5/ ­ u f c ) , /
J ) ( # , /) = ( Г

4

* * cos (61 - &Щ 

z0) (х, t) = t~*** cos ($i — <.>1>х — Л » / ) , 2 F 4 ) (л­, 0 = e~
m

'
lx sin ('V ­ i;.4x—c.,t) 

/ = 1 (1 ­ 2 r ­ ^ ' " " cos 2v,0l + (3.13) 

после некоторых преобразований получаем 

zciJ>(x, t) = / \zuKx, t)­zu> (21­x, t) + e tm'11 [ z w ( ­ x. t) ­ zU) (x-2l, t)\) 

w^ %*, t) ~­(l>' у [zli • * ( x , t) ­ (21 ­ x, t) ­

m ļ / , ļ - _ļ_ ļ 1 

( • x.f) :• l.v - 21, t))) (У = 1 , 2) (3.14) 



Подставляя опять в соответствующие места значки ļ и к, находим сле­

дующее асимптотическое решение системы (1 .1) : 

u ( X 0 ~ S ­ ' 1 i [w\UxJ), wfk{x,t), . . . . wlMx, OlSv'/' (3.15) 
j—ik=i 

i(x, t) o c ­ R ­ ' S ­
1 T t \w\J

k

+2)ĻK,t), w& + 2 ) (*.')• . . . . w^2)(x,t)\Švk

J> j=\ k=\ 
(3.16) 

В случае проводов полубесконечной длины формулы (3.15) и (3.16) из­

меняются следующим образом: 

w[ļ)(x,t) надо заменить на z(j>(x. t), а ­Щ^'­Цх, t) на 

: ( . v ­ / ) ( / = = l i 2 ) 

Асимптотические формулы (3.15 )и (3.16) показывают, что при уста­

новившемся режиме напряжения и силы токов в фиксированной точке 
пучка, после исчезновения сложного переходного процесса, получаются в 
виде суперпозиции таких колебаний, частоты которых совпадают с часто­

тами включенных напряжений. По формулам (3.15) и (3.16) можно под­

считать амплитуды отдельных колебаний. 

Кафедра обшей митематики. 
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SASKALDĀMAS MATRICU T E L E G R Ā F A V I E N Ā D O J U M U S I S T Ē M A S 
A T R I S I N Ā J U M S P I E S L Ē G T U S I N U S O I D A L U S P R I E G U M U G A D Ī J U M Ā 

E. Riekstiņš 

( K o p s a v i l k u m s ) 

Darba a t r i s inā ta s a s k a l d ā m a s is tēma (1.1) pie nosac ī jumiem (L2) un 
(1 .3) , lietojot Laplasa t ransformāci ju . A t r i s inā jumu a tk lā t ā formā dod 
formulas (1.17) un (1.18). Ievērojot to, ka šis a t r i s i nā jums uz charak te r i s -
t ikām ir pā r t r auk t s , tā lāk noska idro ts , ka i egū ta i s a t r i s i nā jums ir s a p r o t a m s 
kā v i spā r inā t s a t r i s inā jums vai nu pēc Soboļeva, vai arī pec Tichonova-
S a m a r s k a . Pā rbaud ī t s ari , ka a t r i s inā jums apmie r ina nosac ī jumus (1.2) 
un (1.3) . Darba be igās a t ras ta a t r i s inā juma as impto t i skā iz te iksme. 



ЛАТВИЙСКИЙ Г О С У Д А Р С Т В Е ! 1 Н Ы П У Н И В Е Р С И Т Е Т 

У Ч Е Н Ы Е З А П И С К И . Т О М V I I I , В Ы П У С К 2, 1056 Г О Д А 

О Р Е Ш Е Н И И СИСТЕМЫ М А Т Р И Ч Н Ы Х Т Е Л Е Г Р А Ф Н Ы Х 
У Р А В Н Е Н И Й П Р И Н Е К О Т О Р О М С О Г Л А С О В А Н И И 

Э Л Е К Т Р О М А Г Н И Т Н Ы Х П Р И Е М Н О ­ П Е Р Е Д А Ю Щ И Х УСТРОЙСТВ 
С ПАРАМЕТРАМИ П Р О В О Д О В 

Н. Л. Б РАЗ МЛ 

В работе рассмотрены решения системы матричных телеграфных урав­

нений матричным методом разделения переменных при граничных усло­

виях, соответствующих некоторому согласованию электромагнитных при­

емно­нередающих устройств с параметрами проводов. Получены лишь 
формальные схемы для решения поставленных задач . Именно, сходимосп, 
полученных рядов, в ы р а ж а ю щ и х решение задач, доказана в этой работе 
только д л я начального момента времени t — 0. 

Будем рассматривать систему матричных телеграфных уравнений 

L ^ + S + R i ­ O , C f + | + G u = 0, (Т) 

где L, R, G и С — постоянные квадратные матрицы ш­го порядка 
( / ? ? . > ] ) , причём матрицы L и С симметричны и положительно опреде­

ленны. Искомыми являются переменные колонные матрицы u = u( .v, / ) , 
\­—\(x,t) с т элементами к а ж д а я , которые будем рассматривать в об­

ласти 

0 'х /, 0 < / < о, (0 < / < ). {!') 

Граничные условия выберем в следующем виде: 

и (0 ; г) = ­ R 0 i (0, 0 ­ L 0 l f ' (0. t), u (/. t) = R,i (U) + L,u' ( / . t), 

причём в некоторых из рассмотренных задач щ = 0 или R 0 — L, — 0. 
Вышеуказанное согласование приемно­передающих устройств заклю­

чается в том, что от матриц сопротивления и индуктивности приемного 
устройства (R/ и L/) и передающего устройства (R 0 и L(L) будем требо 
вать пропорциональность соответствующим матрицам R и L пучка прово­

дов, имеющую вид: 

R/ = J R , R, = } R , K = ļ i . 

где « и р 1 данные пи.тожшельные числа. 
Следует отметить, что в изложенных ниже задачах можно расемлчрч­

вагь граничные условия и не ссылаясь на приемно­передающие устрой­

ства, именно как граничные условия, приводящие к известным задачам 
ПЬупма­Лиувилля для обыкновенных дифференциальных уравнении 
второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Среди рассмотренных в этой работе задач решение первой и вторим' 
в i них получаются предельным переходом а ­> сс из решения третьей и 



соответственно четвертой задачи. Однако ввиду сложности выражений у 
решений двух последних задач , а т а к ж е ввиду формального характера 
указанного предельного перехода, сперва изложены решения первых двух, 
значительно более простых, задач . 

Матрицу f ( x ) будем называть кусочно­непрерывной на отрезке 
х ^ I, если се элементы суть кусочно­непрерывные функции на том 

ж е отрезке, причём имеются лишь точки р а з р ы в а первого рода, число ко­

торых конечно. 

З а д а ч а 1. Найти решение системы (Т) в области (Р) при гранич­

ных условиях 

и ( 0 , 0 = 0, u(l,t)=±W, 0 + 1 Ц ( / , 0 ^ ­ | и Л ' ( / , 0 (1.1) 

и начальных условиях 

и(х, 0) = ! , ( * ) , Цх,0) =U(x), (1.2) 

где и > 0 — данное число, а f j {Щ И ЩЩ — известные колонные матрицы, 
причем будем предполагать h(x) — непрерывной, а h{x), fi'(дг), 
f : /

/ ( x ) — кусочно непрерывными матрицами на отрезке 0 х < I. 
Решение задачи ищем в виде 

u(x,t)= V sinkkx\ik(t), i Ос, f) = J 4 ­ ! + У cosAkxik(t), (1.3) 
* 1

 1 k = 1 
причём от отдельных соответствующих членов рядов требуем удовлетво­

рения системе (Т) и условиям (1.1) (среди которых первое условие (1.1) 
автоматически удовлетворено) . Тогда получаем систему уравнений 

Ш (/) + i t f » ( 0 4­ R l * (.t) = о, Cu,' (t) — hh (t) 4 ­ Quk ( 0 = o ( i .4) 

(0 ' t • QO, i = 0 , 1 , . . . , Ā о эй 0, и,,(0 ­ 0 ) , 

решение которой представим так [1, 21: 

ъ щ = $ т е­»*1 ; u ; ( 0 ; • м ^ . м г ­

( 0 < * < о с , А — 0 , 1 , . . . , / 0 = 0, и 0 ( 0 ) = 0 ) , 

где М,;. постоянная квадратная матрица 2 т ­ г о порядка : 

U L ~ ' R hh­1 I „ 
M t = . . | , (Cb) 

II ­ л*С~
1 С""

1 G I, 

E,„ ­ единичная матрица порядка m. 
Требование удовлетворения граничным условиям (1.1) приводит к 

известному трансцендентному уравнению 

и sin ~>.kl = — Ч cos lkl или tg Ā/./ = (1.7) 

h (0) i* (0) 

Числа ЯЛ (А' — 0,1, . . . ) определяем как неотрицательные корни уравне­

ния (1.7) , взятые в возрастающем порядке. Эти числа являются собствен­



ными значениями граничной задачи обыкновенного дифференциального 
уравнения 

Ш + >?w ( л ) = 0 (0 Сх < /) (1.8) 

с граничными условиями 

ш ( 0 ) = 0 , + " ои(/) = 0 ­ (1­9) 

Соответствующие собственные функции суть sin^­v, и можно использо­

вать известные теоремы о разложении данной функции в ряд по этим 
функциям [3, 4]. 

Д л я удовлетворения начальным условиям (1 , 2) получаем разло­

жения 

h(x) = Т. u A ( 0 ) s i n Ā f t x , (140 ) 

* а ( * ) = т > о ( 0 ) + I U ( 0 ) c o s ā , x ( ī . i i ; 

Первое из них представляет разложение известной колонной матрицы 
h(x) в ряд по собственным функциям sin**.r. П о известным формулам 
получаем [3]: 

щ(0) = 2 ( / -ļ — J 1 Г I (Л s i n i k X d x (/с = 0, 1. 2, . . .) (1.12) 
\ Я* + *j | / J 

II 

При условиях задачи разложение (1.10) с коэффициентами (1 .12) , как 
известно, сходится равномерно на всех частичных отрезках основного от­

резка 0^х<С /, не содержащих точек разрыва матрицы fi (х), а в точ­

ках разрыва сумма этого ряда равняется среднему арифметическому пра­

вого и левого предельных значений матрицы [4]. 
Д л я вычисления коэффициентов ряда (1.11) рассмотрим разложение 

У. ос 

U(Š)DI + ал­ + b = У а * 

к­ 1 

s i n Хкх 
(1.13) 

где постоянные матрицы а и b определим из требования, что элементы 
левой части матричного равенства (1.13) должны удовлетворять усло­

виям (1 .9) . И з этого требования, принимая во внимание непрерывность 
левой части (1 .13) , следует быстрая сходимость этого разложения , а для 
а и b получаются выражения , 

I 

b = 0 (1.14) 

Д л я коэффициентов разложения (1.13) имеем выражения , сходные с 
(1.12). После последующего интегрирования по частям, использования 
выражений (1.14) и трансцендентного уравнения (1.7) получаем: 

а * = 2 ( / 
i i 

J iļ (х) cos Xkxdx - ļ - — fa (/) cos ХЛ/ (1.15) 

l * = 1,2 , . . .) 



С целью оценки порядка малости а* выражение (1.15) при к > эо еще 
два раза интегрируем по частям., после чего, воспользуясь уравнением 
(1 .7 ) , имеем: 

ал- = —At С* — I f." (л;) cos lkxdx О 

( А 

О 

1,2, 

1 1 

) 

( 1 . 1 6 ) 

Здесь с/, некоторая матрица, зависящая от скачков матрицы i-/(х) и 
значений f 2 ' (0) И ЫЩ. причём & равномерно ограничено для /г = 
— 1,2, . . . Т а к и м образом разложение (1.13) можно дифференцировать 
почленно, и мы получаем: 

i, (х) = ^ 4. V а , c o s к/;Х 1*8^ _ ft ļ ( (1.17) 

где, согласно (1 .14) , а 0 можно получить из формулы (1.15) при /<• =.­. 0. 
Сравнивание разложений (1.11) с (1.17) приводит к ф о р м у л а м : 

i*(0) = 2 / + ­ , 9 

'-i 
у f2 (x) cos lkxdx 4 — f, (­v) c o s ЯА/ (148) 

(* = 0 , 1 , . • •) 
Ввиду оценки (1.16) ряд (1.11) с коэффициентами (1.18) сходится равно­

мерно на отрезке 0 " х /. 
Подстановка выражений (1.5) в формулы (1.3) , после использования 

выражений (1­6), (1.12) и (1 .18) , дает ряды, формально удовлетворяю­

щие уравнениям (Т) и условиям (1.1) и (1 .2) . 

З а д а ч а 2. Найти решение системы (Т) в области (Р) при гранич­

ных условиях 

и (0. /) = uBe* и (l, t) = | R l ( / , f) 4 ­ i ­ Li/(L f)~ — ļ u,'(/, t) ( 2 . 1 ) 

и нулевых начальных условиях 

tl(4t 0) = 0, i ( . v , 0 ) = 0 , ( 2 . 2 ) 

где it > 0 ­ ­ данное постоянное число, щ ­— данная постоянная комп­

лексная матрица, а ш ­ данное постоянное вещественное или комплекс­

ное число. 
Решение задачи ищем в виде 

и(х, i) =zv(xj) • i [х)еш, i (.Y, / ) r—. j (x, t) i g(x)ei&'. (2.3) 

причем от вторых членов i(x)e'm и g(x)e:"'r требуем удовлетворения урав­

нениям (Т) и граничным условиям (2 .1) . Тогда матрицы f(.v) и g ( x ) 
должны удовлетворять уравнениям 

f ( A j ) ­ f ­ ( R ­ r b L ) g ( j f ) = 0. g'(jc) ~r (G 4 i"C) f (x) = 0 (2.4) 

и граничным уСЛОВИЯМ 
f (0) u 0, 4*1(1) _­ f'(7) (2.5) 

Общее решение системы (2.4) имеет вид: f (.v) =е ' Гл

'а ­\­ elxh, g(x) = 
= (G ­ г ivtQ) Г 1{е Г л

а — еТхЬ) в и р е д п о л о ж е п и и, что матрица 
Г'2 = ( R 4 (G 4 ­ ШЁ1 пеособая. 



Требование удовлетворения условиям (2.5) приводит это решение к 
виду: 

. , . • sh Г (/ — л-) Aŗ Г d t Г (/ — ­У) 

> w — — * S h Ī 7 + г cii г / U " ' 
fā б) 

g (x) = ( G + >< > C ) Г 1 , s h r / 4 ­ r d ī T 7 u ° 

Д а л е е потребуем от матриц ч{х, i) и }{x.t) удовлетворения той же 
системе (Т), граничным условиям (1.1) и начальным условиям v(x,Q} = 
^ii(x)= — Цх), ](х, 0 ) = f 2 ( x ) = — g(x). Очевидно, что матрицы 
u{x,t) и \(x,t), определенные формулами (2.3) , дадут тогда решение 
задачи 2. 

Таким образом матрицы v(x, t) и \{x,t) оказываются решением за­

дачи 1 при начальных условиях частного вида. Подстановкой выражений 
(2.6) в формулы (1.12) и (1.18) и интегрированием полученных матрич­

ных выражений посредством приведения их к каноническому виду мы по­

лучаем следующие коэффициенты разложения [2]: 

u f t(0) = ­ 2 U + - \ . , Г !

 Ā, ( Г А­ Ч Е,„)­Ч­
\. + ( 2 . 7 ) 

h (0) = ­ 2 (l Ar ~ T X * ( ° + ' w C ) ( r
2 + ā|E,„)­>u„ (fc = 0, 1, 2, . . .) 

Из формул (1.3), (1 .5) , (2.3) , (2.6) и (2.7) после некоторых преобра­

зований следует решение задачи 2: 

, . i i h Г I / — . v i Т ­ Г c h Г i / — х) 
u ^ ' > ~ ~ П ь г Н ­ Г с п Г/

 u

"
 — 

­ 2 || 0 Е и :, У [l А ­ ­ ^ э Г' sin lkx Г'V °
 + Ш С (Г1 + Е,„)­»и„, 

л­ =Х i \ 

• / л га i *
 c l 1 Г I / — .У) 4­ Г sli Г (/ — х) „ ] 0 , 

i (д, i) = (G + Г 1

 я ъЬ г / + г с 1 Г Г / u„ (2.8) 

­ 2 Е„, 0 i V / / + ­ — ­, Г ' е о з Л , Л ­ е" *4 0 + " ' С II ( г а + Й Е,„) "
3 и„ 

' «2 + ЦI /­frE,„ 

Отсюда формальным переходом к пределу « ­ > е е по.тучается извест­

ное решение подобной задачи при tipa во м граничном условии и(/, t) = 
= 0 [2L 

3 а д а ч а 3. Найти решение системы (Т) в области (Р) при гранич­

ных условиях 

u ( ( U ) = ­ ­ ­ ! ­ Ri (О, Л — ­ L i , ' ( 0 . /) = ­~и,*(0.0. 

и (/, о = Ri 0 ­ - Li/ (/, 0—­^ (/. 0 
а начальных условиях (1 .2) . acJt'" > 0 и > 0 ­ ­ Чанные постоянные 
числи, и fj (х) м Ы Л ") — известные колонные матрицы. 



З а д а ч у будем рассматривать при тех же условиях о матрицах \\ (х) и 
foĻv), как и в задаче 1. При этом и свойства сходимости рядов получа­

ются те же, как для соответствующих рядов в задаче 1. 
Решение задачи ищем в виде: 

с о 

и (х, t) = V (сЛ sin ).кх ­f­ dk cos ).кх) ик (/), 
а = i 

i (х, t) ь =
 1 ~ 4 у {ск cos 1кх — J * sin 1кх) \ к (i), ^'2^ 

а = i 
где ск и dk вещественные числа, причём от отдельных соответствую­

щих членов рядов требуем удовлетворения системе (Т) и условиям (3 .1) . 
Тогда получаем систему уравнений (1 .4) , решение которой можно пред­

ставить в виде (1.5) , где матрица Жк имеет прежний вид (1.6) . 
Требование удовлетворения граничным условиям (3.1) приводит к со­

отношению ~i.kck = fidk, которое удовлетворяется при выборе коэффици­

ентов ск= | ­ и dk = 1, и к известному трансцендентному уравнению 

(3.3) 

Числа 1 к (к = 1 , 2 , . ' . . ) определяем как положительные корни уравне­

ния (3.3) , взятые в возрастающем порядке. Они являются собственными 
значениями граничной задачи дифференциального уравнения (1.8) с гра­

ничными условиями 

w'(0) —0ЩО) = w'(l) +uw{l) = 0 (3.4) 

Соответствующие собственные функции суть 

•тк {х) = ­4­ sin ~/.кх 4 cos 1кх (3.5) 
'•к 

Система (3.2) переходит в такую: 

u (.V, t) = V т (х) и к (t), i ( .V, t) = Щ~ 4 V \к (t) (3.6) 
к = I А­ = 1 ' ' к 

Д л я удовлетворения начальным условиям (1.2) получаем разложения 

\Лх) = V uk{0)w,Ax), 
к = 1 

i IО | 8> » (х) 
1 Д л ­ ) = ^ ­ ' + V i , ( 0 ) ­ ­ ­

0 1 к 

Коэффициенты ряда (3.7) получаются по известным формулам 
коэффициенты разложения по собственным функциям wk(x): 

к* (0) = :
Щ

. , i I + ^1% + Ī T Z P V ' h ^
 Wh { x ) d x 

1 

(3.7) 

(3.8) 

[3; как 

(3.9) 



Д л я вычисления коэффициентов ряда (3.8) рассмотрим разложение 

Г Ш и>к (х) 
y f a ( l ) ^ + ax + b = % a f t 4 ^ , (3.10) 

где постоянные матрицы а и b определим из требования, что элементы 
левой части матричного равенства (3.10) должны удовлетворять усло­

виям (3 .4) . Подобно изложенному при решении задачи 1, для коэффи­

циентов разложения (3.10) получаем: 

2л 
а* = 

£2 + m Г + К + 

— 1 

/ k ( * ) ­ j — dx + ­ FA ( / ) h 

1 а ' ь ( О ) 
(3.11) 

Оценка порядка малости а* оказывается такой ж е , к а к и в з а д а ч е 
После почленного дифференцирования разложения (3.10) имеем 

ft = 1 ' / г 

(3.12) 

где а0 можно получить из формулы (3.11) при к = 0, положив в эту фор­

мулу ^ = 0, — WQ (X) 
1. 

Сравнение разложений (3.8) и (3.12) приводит к формулам: 

i 
wk(x) 

dx 

к = 0, 1, ; . о = = 0 , 4 ^ = 1 

(3.13) 

Подстановка выражений (1.5) в формулы (3 .6) , после использования 
выражений (1 .6) , (3 .5) , (3.9) и (3 .13) , дает ряды, формально удовлетво­

ряющие уравнениям (Т) и условиям (З.Г) и (1 .2) . 

З а д а ч а 4. Найти решение системы (Т) в области (Р) при гранич­

ных условиях 

и (0, t) = ще'")! ­ 4­ Ri (0, й — X Li/ (0 ,t)~ и ( /
ш / 4 ­ 4 (0, t). 

u(/, t) = 1 Ri (2, ņ + | L i / (/, f ) S - ± u , ' ( / Л (4.1) 

и нулевых начальных условиях (2 .2) , где и ;> 0 и # > 0 ­ данные по­

стоянные числа, Un — д а н н а я постоянная комплексная колонная матрица, 
а о данное постоянное вещественное или комплексное число. 



Д л я решения задачи 4 поступаем подобно изложенному о задаче 2. 
11ри прежнем п р е д п о л о ж е н и и, что матрица Г­ = (R — tiuL.) (G Д­

Д­ /wC) неособая, решение задачи 4 получается таким: 

, ,, а sh Г (/ — х) + Г ch Г {1-х) 
U (х.Г) —Г^-ГТГаЩт) sh Г/ + (я + 13) Г ch Г/

 / j U

" 

+ у­­ + ч ­ ^ + II а*Е„, : 

Х ( Г ^ + А?Е,„)г'и 0­ (4.2) 

i (*,/) = (О Д T r ^ ^ - f l t l T V ' V l r , ^ ~ 
v ' '

 4 1 7 ( Г ­ я р Е ) sh Г / + (а Л ­ . Л Г ch Г / ' " 

1 
­ м л II G + 

­ 2 Е „ 0 ­ V * / + + I < I 7р_ 

X (Г
2 + л 2 Е „ , ) и и 

Cli',, (Л') 

'•ii 

Отсюда формальным переходом к пределу 0 "** эе получается реше­

ние задачи 2. 

3 а м с ч а п и с. Известным приемом, изложенным у ж е ранее [5 : , до­

казывается затухание отдельных членов рядов, в ы р а ж а ю щ и х решения 
задач 1 и 3. При этом можно ссылаться на известное интегральное соот­

ношение [6], которое следует из системы (Т) и граничных условий и 
в ы р а ж а е т закон сохранения энергии для пучка проводов при соответ­

ствующих прием но­передающих устройствах. 
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PAR M A T R I C U T E L E G R Ā F A V I E N Ā D O J U M U S I S T Ē M A S 
A T R I S I N Ā Š A N U P I E N O S A C Ī J U M I E M , KURI ATBILST 

E L E K T R O M A G N Ē T I S K O R A I D Ī Š A N A S UN U Z T V E R Š A N A S 
I E R Ī Č U S A S K A Ņ O Š A N A I AR VADU P A R A M E T R I E M 

N. Brāzma 

( K o p s a v i l k u m s ) 

Šinī da rbā apskat ī t i ma t r i cu te legrāfa v ienādojumu s i s tēmas 'a t r i s inā­
jumi ar ma in īgo lielumu a t d a l ī š a n a s ma t r i cu metodi pie robežnosacī jumiem, 
kuri atbi ls t e l ek t romagnē t i sko r a id ī šanas un u z t v e r š a n a s ierīču s a s k a ņ o ­
šana i a t t iec īgā nozīme ar v a d u pa rame t r i em. Ar minē to s a s k a ņ o š a n u ir 
domāta r a i d ī š a n a s un u z t v e r š a n a s ierīču matr icu (konkrē tāk pre tes t ības un 
e l ek t romagnē t i skās indukci jas mat r i cu) proporc iona l i tā te a tb i l s tošām vadu 
kūļa m a t r i c ā m . Šeit i egū tas tikai fo rmālas schemas nosp raus to problēmu 
a t r i s ināšana i . Prot i , konverģence i egū tam r indām, k u r a s izteic problēmu 
a t r i s inā jumus , pierādī ta šinī darbā tikai sākuma mirkl im t -•- 0, 

Atz īmē jams , ka apska t ī t ā s šeit p rob lēmas robežnosac ī jumus var formulēt 
arī nea t sauco t ies uz r a id ī š anas un uz tve r šanas ierīcēm, proti kā robež­
nosacī jumus, kuri noved pie paz ī s tamiem Sturma-Liuv i la p rob lēmas pie­
mēriem o t r ā s kā r t a s pa ras t i em diferenciālvienādojumiem ar kons tan t i em 
koeficientiem. • 





Л Л Т В М П С К П П Г О С У Д Л В С Т В В П Н Ы П У Н И В Е Р С И Т Е Т 

УЧЕНЫЕ З А П И С К И , Т О М V I I I , В Ы П У С К 2. 1056 Г О Д А 

О НЕКОТОРЫХ ВОЗМОЖНОСТЯХ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ 
ТЕЛЕГРАФНЫХ УРАВНЕНИЙ ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ ЛАПЛАСА 

В СЛУЧАЕ СЛОЖНОГО ПРОВОДА 

Э. Я. РИЕКСТЫНЬШ 

В одной из предыдущих работ автора [11 рассмотрена формальная 
схема для решения матричной системы телеграфных уравнений преобра­

зованием Л а п л а с а в случае пучка, состоящего из проводов различных 
длин. Частным случаем такой системы является случай одного сложного 
провода, состоящего из двух участков с различными параметрами (фиг. 1). 
Цель настоящей заметки — выяснить подробнее возможности формаль­

ного решения таких систем при помощи преобразования Л а п л а с а . В ра­

боту включены некоторые результаты, полученные в дипломной работе 
Э. М. Аронович. 

1. Рассмотрим сложный телеграфный провод, состоящий из двух 
участков Л и В с неотрицательными постоянными параметрами R\, L\, 
Ci, G\ д л я участка А и, соответственно, / ? 2 , L2, С2, 02 — для участка В 
(фиг. 1). Длины участков А и В ­будут соответственно U и / 2 , а длина 
всего провода — /. В конце провода включено приемное устройство, а в 
начале в начальный момент непосредственно включается напряжение . 
Предположим, что до этого начального момента в проводе и приемном 
устройстве никаких процессов не было. 

Фиг. 1. 

Д л я исследования переходных явлений в проводе введем две системы 
телеграфных уравнений, отдельно д л я участков А и В: 

­°^ = Rjl + L ^ _ < g = G ļ „ i + C i < ļ » . ( 0 < * < / „ , ^ 0 ) (1.1) 

- - « a x = ^ + L > % С:' ­ < / . / . » ) (1.2, 

где tt\ (x, t), :\(x,t); ы2(л", / ) , h{x, t) означают соответствующие напряже­

ния и силы тока в участках А и В. Д л я этих систем ввиду указанных фи­

зических предположений имеем следующие условия: 

/ / , (­V, 0) = и2(х. 0) = / , ( л \ 0) = / 2 ( х , 0) = 5 0 (л­ > Щ (1.3) 

и, Г0, 0 = v(0, <ļi Щ и, (/, г) = О, ф , f) [t > 0) (1.4) 

н , ( / , , /) = ы 2 ( / ; . 0, Щи = t ) (1.5) 

где v{t) - включенное напряжение, а Q. и Q2 — многочлены, х а р а к о -
р ы у ю щ и е приемное устройство. 

! V'h-Mīue MīracKH, Tini У ' П 



Д л я решения системы (1.2) можно использовать общие результаты, 
полученные в работе [11. Введя обозначения 

v(p)= I e-'"v(f)dt d-v(t) 
Ь 

, (1-6) 
у я = I / UC2p

2

 + ( / ? 2 C 2 Д - Z . . 2 G 2 ) p + / ? a G 2 

Л fp) = ļ [ Г ' 1 / 1 + с'Ч Р-ЛР)=\ щ ļ1^C#* - е~Щ 

7 (n\ —
 P

AP)(gg + P Q ) - Л(P)Та 7 fla W ( ^ 2 Д — Q\ {р)ч-> 

'P-,(p)(G, +pC,) + P, iP)'!-> 

имеем 

lh(x,t)z>e- , Zjō (1.7) 

l.~-.^,Zi*_2"1'!' 

/ a ( * J ) 3 - L ļ — ? У — Z,z> (1.8) 
' - 1 — ZļZze -<

гк 

В формулах (1.6) берется та ветвь корней, для которой при р Д > 0 имеет 
место > 0, 7 3 > 0. Переменная р изменяется в такой правой полупло­

скости, в которой все дальнейшие изображения аналитичны. 
Решение системы (1.1) можно найти таким ж е путем, как получено 

решение системы (1.2) в работе [11 После несложных преобразований 
при обозначениях 

Р 3 { р ) = ШШ±Ш± ММ ( , • ' ­ Z,e 

i*iP)= (; :, . рс, —(
( ) 

получаем 
ViC'f i ­ .v) 

Л => ~ V (1­9) 

/; (.V, i) 3 ( / l P C ' V (1.10) 
f i ] _ | . Z Ļ < , - - Л ' 1 

2. Д л я выполнения обратного преобразования можно применить два 
стандартных приема. Первый из них заключается в применении формулы 
обращения которая приводит к вычислению вычетов в полюсах изобра­

жений (1.7) ( 1 4 0 ) . По в силу сложности изображений, эта задача 
связана с громоздкими вычислениями. Кроме того, полученные ряды 
медленно сходятся, по крайней мере для малых /, а именно эти значения 
t имеют наибольший интерес на практике. 

Рассмотрим поэтому подробнее второй метод — метод бегущих волн. 
Д л я этого преобразуем полученные формулы к более удобному виду. 
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Преобразуя выражения для Z\, Z 3 и Z 4 , после введения обозначений 
Ч (Р) = 7 i (G 2 + рС2)/7, (<?, + рСг), * = (I ­ q)i(l + q) (2.1) 

имеем 
у 9 е~ Ti'i 

3 (2.2) 

1 _ _ = 1 + Z 2 x e ­ ^ 
(2.3) 

При достаточно большом Re p полученные дроби можно разложить в 
ряды. Таким образом получаем 

u2{x,t) z>e­™[e­''<*­''> + Z 0 < r ­ ' Л ' + V ^ ( ^ Т М + ^ А ^ Д ­

4 ­ Z , e ­ 2 < ™ + **>] vJL!L (2 4) 

1 + 4 v ' 7 

o c 

ы ( х , / ) z> [ ( ? ­ rH.v­ / , )_z a e­­ ( '+^­^)] V ( _ i y [ > f ( ( , ­ 2 r 1 / 1 _ L . 2 , e ­ 2 ^ ) + 

+ Z 2 « ­ 2 ttVi + r * ļ > 2 ļ r ^ — (2.5) 

«,(*, / ) D [ f - T . 4 Z / - r . P ' . - ) ] [ l T Z ^ - ^ ] X ( - l ) v [ X ( e - ^ + Z a e - 2 ^ ) + 

4 % - t M * w ] 4 ī i (2.6) 

», {x, t) э [*­Y­1—Z4r­if«<2'.­ [ 1 4 ­ Z 4 * e ~
2

H X (— 1 У [*{e­r<^ 4­ Z.3e­ 4­
V = ( ) 

I 7 | ļ C - 2 i r , i , + r . M V ' « ( G i + p C ļ ) (2.7) 
TL 

Решение получается почленным выполнением обратного преобразова­

ния Л а п л а с а , причём практически надо найти несколько первых членов 
рядов. Так как к а ж д ы й член рядов, начиная у ж е с первого, содержит 
произведение двух показательных функций с различными ;• в показате­

лях степени, то применяя известные формулы [2, 3] и свертку функций, 
отдельные члены решения получим в виде интегралов от функций Лом­

меля. 
Укажем частные случаи, когда отдельные члены рядов (2.4) — (2.7) 

содержат только одну показательную функцию и выполнение обратного 
преобразования упрощается . В таких случаях либо д о л ж н о иметь место 
соотношение "i — k/i' либо можно извлечь корень из одного из выра­

жений (1 .6) . Таким образом можно указать следующие частные случаи: 

щ 

0., 

g 7 ~ 
(2.8) 

G 2 

/.., 

c] ­

R, , 

Gi '•i— у а. ' 1 (2.9) 

*j 
G," ь = УЩР + (2.10) 

R, 
С. с 

(2.11) 



В этих соотношениях допустимо также , что некоторая дробь имеет 
вид 0 : 0 . Например, в (2.8) можем включить случай кабеля ­ / . , = 
= L2= Gi = G 2 = 0. 

Можно заметить, что к частному случаю (2.3) при у, = у.., 1\ = / 2 при­

водит математическое исследование р а з д р а ж е н и я нерва электрическим 
током [4]. Обратное преобразование и в этом случае выполняется изло­

женным путем. 
3. Анализ формул (2.4) — (2.7) показывает , что отдельные члены 

рядов характеризуют отдельные бегущие волны, о т р а ж а ю щ и е с я несколько 
раз либо от концов провода, либо от точки смыкания отдельных кусков. 
В начале провода имеем полное отражение, в точке смыкания отражение 
характеризуется коэффициентом а в конце провода — коэффициен­

том Z2. Отражение от точки смыкания не происходит, если а = 0, т. е. 
7 — 1 . Легко убедиться в том, что это имеет место в следующих случаях: 

Либо в соотношениях (2.8) надо подставить << = 4 ­ , либо брать сов­

местно соотношения (2.10) и (2.11) и подставить Решение для 
сложного провода отличается в таком случае от решения для простого 

провода только тем, что волны распрост­

раняются на различных участках с раз­

личными скоростями. 
М о ж н о поставить поэтому следующий 

вонорос: нельзя ли вообще с малой по­

грешностью заменить сложный провод 
таким простым проводом, параметры ко­

торого будут взвешенными средними зна­

чениями д а н н ы х параметров . Теоретиче­

ски исследовать этот вопрос очень трудно, 
ибо функции, входящие в решения, слож­

ным образом зависят от параметров . При­

водимый пример показывает , что в неко­

торых случаях действительно т а к а я за­

мена с малой погрешностью возможна . 
Этот пример рассмотрен в дипломной ра­

боте Э. М. Аронович. В этом примере система (1.2) решается при про­

стейших граничных условиях 

ц,(0 , 0 == 1, и2(1, t) = 0 

и следующих значениях параметров (случай соотношений (2.8) при и = . 

Я, = 2R2 — 7,36 Ц = 2Ц = 7,485 • 10 /, = 200 

/ О 5 

UO3 

Фиг. 2. 

С, = i £а = 6 ' 6 9 9 • 1 ° ~ ! ' ' G i = Т ° а = 2 • 10­ / = 4 0 0 

Кроме того, рассматривается такой однородный провод длиной 
100 км., параметры которого пол1, л и из предыдущих параметров как 
средние арифметические. Д л я решения в обоих стучаях используются 
известные формулы преобразования Л а п л а с а [2'. 

Обозначая силу тока в однородном проводе через i[x,t). имеем 
i рафик в фиг. 2. Единица на осч i означает 10~я сек., на оси i 10 
Разность между значениями i2(l, t) и i(t,t) не превосходит 3" » от г' 2(/,/> 
при всех рассмотренных t 

В сложном проводе в данном примере имеем только одну скорость 
распространения волны. Это обусловлено тем, что L\C\— /­гС 2 . Графики 
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показывают, что скорость распространения волны в заменяющем одно­

родном проводе меньше скорости в сложном проводе. Легко убедиться в 
том, что такое явление будет всегда, когда параметры L и С заменяю­

щего провода берутся по формулам 

L==<^i±ķbt C = S £ ± f * (3.1) 

и имеет место соотношение L\C\ — L 2 C 2 . 
Чтобы при таком соотношении получить одинаковые скорости в обоих 

проводах, вместо формул (3.1) надо брать другие, что можно сделать 
различными способами. Если же LļCļ ф LoC2, то замена сложного про­

вода по формулам (3.1) может привести к различным отношениям скоро­

стей в сложном и заменяющим проводах, в зависимости от значений па­

раметров данного провода. 
В заключение следует еще раз отметить, что полученные указанным 

путем решения являются формальными и их надо проверить. Кроме 
того, обычно начальные условия не согласованы с граничными, и в итоге 
получается обобщенное решение, которое имеет разрывы первого рода 
вдоль основных характеристик. 

Кафедра общей математики 
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DAŽAS I E S P Ē J A S T E L E G R Ā F A V I E N Ā D O J U M U S I S T Ē M A S 
ATRISINĀŠANĀ SALIKTA VADA GADĪJUMA. LIETOJOT 

! APLASA T R A N S F O R M Ā C I J U 

E. Riekstiņš 
( K o p s a v i l k u m s ) 

Sal ikta vada gad ī jumā telegrāfa v ienādojuma s i s tēma j ā a p s k a t a ka t r am 
vada g a b a l a m atsevišķi . Dabū jam s i s t ēmas (1.1) un 1.2), kas sa i s t ī t a s savā 
s tarpā ar robežnosacī jumiem. Darbā t ā l āk noskaidro ts , kā varē tu kons t ruē t 
formālu p rob lēmas a t r i s inā jumu ar Lap lasa t rans formāci jas palīdzību, un 
norādīt i specia lgadī jumi , kuros inversās t r ans fo rmāc i j a s izpilde kļūst ievē­
rojami v ienkāršāka . Da rba be igas izvirzīta problēma par salikta vada tuvi­
nātu a izvie tošanu ar v ienkāršu vadu, un konkrētā piemērā pa rād ī t s , ka 
pielaistā k ļūda nav sevišķi liela. Minē ta i s piemērs ņemts no F. M. Arono-
vičas d ip lomdarba . 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т 

У Ч Е Н Ы Е З А П И С К И , Т О М V I I I , В Ы П У С К 2, 1956 Г О Д А 

О НЕКОТОРЫХ СИСТЕМАХ ПОЛИНОМОВ 

Г. К. ЭНГЕЛИС 

В настоящей работе рассматриваются системы полиномов, обобщаю­

щие ортогональные (на действительной прямой) системы полиномов. Из­

вестно, что последние обладают весьма интересными свойствами в силу 
того, что любой член такой системы является простейшей функцией — 
алгебраическим многочленом, а с другой стороны к а ж д ы е два члена 
этого семейства связаны опять таки простым соотношением — ортого­

нальностью, которая может быть з а д а н а при помощи дифференциаль­

ного или интегрального веса или при помощи последовательности момен­

тов. Если дифференциальный вес р(х) удовлетворяет уравнению 

о }„х* + ; 3,л­ - г
 1 ' 

то соответствующие ортогональные системы полиномов называются клас­

сическими и имеют ряд дополнительных, характерных только для этого 
класса свойств (см. напр. [1] стр. 3 7 ) . Естественно возникает вопрос, а 
какой мере сохраняются или как расщепляются эти свойства, если изме­

нить одно из определяющих свойств (полиномиальный характер членов 
системы, соотношение ортогональности, характер весовой функции) . Ана­

логичное исследование проведено В. Таном но там вариируется одно 
4 ­

из основных понятий анализа , именно, операция / (х) везде заменяется 

операцией 

Lf(x) = *№+&у[т. 
J v ' ( q — 1) х ­f­ fo 

В предлагаемой статье ортогональность заменяется биортогональ­

ностью по отношению к другим системам функций, в большинстве слу­

чаев тоже полиномов. В § 1 дается понятие о бнортогонализации двух 
последовательностей; в § 2 изучается некоторый аналог формулы Родрпга 
из теории классических полиномов; в § 3 рассматриваются дифференци­

альные уравнения, связанные с одним классом бнортогональных систем. 
Работа не претендует на полное изложение указанных вопросов, но ста­

вит себе целью только Привлечь внимание читателя к отдельным инте­

ресным фактам , помогающим лучше понять свойства одного важного 
класса специальных функций классических ортогональных полиномов. 

§ 1. 

Т е о р е м а 1. Пусть 1) и д в е последовательности эле 
ментов, гильбертова пространства, к а ж д а я из которых линейно независима, 
2) не при одном п в пространстве элементов {/>*},,"' не существует от­
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личного от нуля элемента, ортогонального к <7о, q\, . . . , q,,­u тогда суще­

ствуют две другие линейно независимые последовательности { Р * } Q и 
и п 

\Qk)n , такие, что 1) Р„ = £ а,­ ph Q„ = \\ bi ļ\ (а,­, ^ — с к а л я р ы ) ; 

2) (Р,„, Q„ ) ^= О, если. /;г ļjfc /г, (Р,,. Q„)=l. При этом один из Р„, Q„ 
определен с точностью д о скалярного множителя , а другой — единствен­

ным образом. 
Д л я доказательства положим [рк, qi)=uk!. Из второго условия тео­

ремы следует, что det l ļtki |2 Ф 0. Ищем теперь коэффициенты так, чтобы 
п 

элемент Д р,­ оказался ортогональным к qo, qi, Это приводит 
i =.­. о 

нас к системе п линейных однородных уравнений с п А ­ 1 неизвестным, 
матрица которой имеет ранг п. Решение этой системы определено с точ­

ностью до скалярного множителя . Пусть («о, Яг. «•>, • • • , йа) одно реше­

ние. Тогда за Р., можно взять <„ \ а/р/, где а„— произвольное. Анало­

и 

гично построим Q„ = р„ X и, наконец, свяжем и„ и р„ условием 
i = О 

{Рп, Q u ) = l ­ Легко проверить, что построенные таким образом Р„ , Q„ 
удовлетворяют всем условиям теоремы. Т а к ж е очевидно, что имеют место 
равенства 

Р. = а, 

• " О 

10 

00 

Q» /̂ 77 

, " н 0 ,<'«! • ­ • ,"/7,77­1 P = I 
.* '» ; ­1 ,0 , " 7 7 ­ 1 . 1 • • ­ ,"(7—1.77 

(2) 

При нарушении второго условия георемы теряется единственность и ли­

нейная независимость и т а к ж е не всегда будет (Р„, О ) ф0. Н о свойство 
ортогональности полиномов, заданных ф о р м у л а м и (2 ) , сохраняется. 

Д1ы будем говорить, что {/>*}!>, {Qa}a получаются из {р/г}^, 
путём биортогонализапии. 

В дальнейшем нам будут всгречагься случаи, где О Д Н А система функ­

ций биортогональна к нескольким другим одновременно. Более точно это 
характеризуется следующей теоремой (которая в сущности встречается 
уже в [5]). 

Т е о р е м а 2. Пусть 1) [fj,}a и { # » } w o ( ' = 1 , 2 s) 
$ т 1 последовательность элементов гильбертова пространства , причём 
к а ж д а я из них линейно независима; 2) ни при одном п в пространстве 
элементов \р1.:)й

 1 не существует отличного от нуля элемента, ортого­

нального ко всем qil; u ' = 1, 2, . . . , s; k 0, 1, . . . . n — I ) ; тогда суще­

ствует s ­[­ 1 последовательностей ( к а ж д а я из которых линейно незави­

сима) {Pk)T и { Qik}T=D ( / ­ 1 , 2 s) такие, что 1) Р„ — Ķ Щ0\ 
j= а 

Qi„ = £ h4v •' — 1 ,2 6 ' ) [и,­, Ь,;­— с к а л я р ы ; 2) (Р . . , ,Q i m ) •­•= О, если 
J ­ " 

тфп, (P„, Qii: )== 1 ( / ­ ­ 1 , 2 , . . . , s). П р и этом один из элементов Р„. 
Qia, • • ., Qsn определен с точностью до постоянного множителя , осталь­

ные — единственным образом, 



Доказательство аналогично доказательству предыдущей теоремы. 
Сперва построим Р„, требуя ортогональность ко всем (i — 1, 2, . . . , s; 
к — 0, 1, . . . , п — 1), потом Qi,i- требуя ортогональность к Ра, Р\, ... • , P « ­ i 
И здесь решение можно написать при помощи определителей: если поло­

жить {р , да) = «л­/;, то 

Р„ == «„ 

,"|>10 ,«( l l l • • • fUn.ii ­1 ,«(12!) • • • ,"(>.'.//—1 • • • ."(to, и ­ 1 / ' о 

,«110 ."111 • • • « 1 1 , н — 1 ,"12(1 • • • , " 1 2 , » ~ 1 ­ • • , м 1 н , н­ I P i 

1.0 ."«.v.I. i l—1 . « ' ( M . l . i i ­ 1 !'nx, 2.0 • • • , " » м . 2 , н — l • 

теперь введём обозначение (Р*, qn)=vki!, тогда 

,"г/5, Л, И— 1 Р//.̂  

' 'oio 

J'liO ' T n 

>'(llH 
T̂(H 

' и — 1 . 

9m 

(3) 

(4) 

Мы будем говорить, что [Pk)t, {Q\k)'n , { Q**}o° получаются 

из (p*}n , , ­ }ij путём бнортогонализации относи­

тельно {pft}(f . При i­ = 1 очевидно получим теорему 1. 

В дальнейшем гильбертово пространство, о котором шла речь в 
предыдущих теоремах, будет пространством действительных функций, 
квадратично интегрируемых на некоторой части Е вещественной оси отно­

сительно дифференциального веса ?'х). При этом (в случае теоремы 2) 
Е будет объединением s сегментов (конечных или бесконечных) [о,­, bt\ 
без общих внутренних точек, а элементы qk ­ функциями, равными 
нулю вне [а. Ь }. В частности, можно взять q,<\­ ­ х"­'' (х ­" [о,­, h i \ ) . где q,— 
действительное число ФО, такое, что действительно на [а, . Ь,}, й 
Р;; — х­"­ ( v ; Р.1. Если iļi и р натуральные, ( Qtk}o 1 1 (Р*}« пред­

ставляют биортогональные системы полиномов. Оказывается , что в слу­

чае s = 1 эти системы обладают рекуррентной формулой, позволяющей 
выразить каждый член системы (начиная с некоторого) через опреде­

лённое постоянное число предыдущих. При этом несущественно д а ж е т п . 
что ркИ tļ* натуральные степени аргумента. 

Т е о р е м а 3. Пусть: Г) действительные числа р , q соизмеримы, 

pq > 0; 2) число г такое , ч т о у = р ' > 0, р- = q' > 0, / / , q' - целые: 

3) при биортогонализацни последовательностей ( х!';! ) f = < , \xqk}'k--^ 

относительно веса t>(x) на сегменте [а, Ь) образуются последовательное!и 

{Рк(х) ,\f, { Qk (х)},f ; тогда имеют место соотношения 

i де 

— 7 * ( - V ) A - ' / " i . v H J ; ( .V .K/ .V 



Доказательство получается просто, если заметить, что хгР„(х) — 
линейная комбинация членов вида х р : , и поэтому 

Х'Р» [Х)= Ц u„jPj{x). (6) 

У м н о ж а я обе части этого равенства на @ (;с) О/ (х) и интегрируя, видим, 

что « ) 1 ; = 4/ (при / = 0, 1, . . . , п ­ г р ' ) . Н о наряду с (6) имеем 

ДМ' 
xrQj(x)= У ft»Q*(*), 

И поэтому 

ift = 1 9 (х) Ри (х) X А» Q* (*) Ле = о 

при j 4­q'<^п, т. е. при у <С п — q'. Аналогично доказывается вторая 
из формул (5 ) . 

Если p = q=\ = r, (5) дает обычную рекуррентную формулу орто­

гональных полиномов; если г = 2, 3, . . . получим формулы, связывающие 
5, 7, . . . последовательных полиномов. Конечно, эти же формулы получа­

ются просто и из основной формулы (г = 1) . 
В общем случае ( s > l ) подобные рассуждения к цели не приводят 

и, как можно убедиться на примерах, формулы аналогичного вида могут 
и не существовать. 

Т е о р е м а 4. Пусть 1) \Pk}o » { Q/A } * = " ( ' • = 1, 2, . . . , s) получены 

из {ps j j j i ( # « } Й путем биортогонализации относительно первой по­

следовательности; 2) p!l(x) = x/'k, <?,/>= xql1 (.vt \av Ьг\),p,q ф 0; тогда 

Р„ (х) имеет на [ci\, bļ] не меньше п нулей. 

Д л я доказательства обозначим через xj(j •• •­ 1,2, . . . , / ) те нули функ­

ции Р,(х), которые расположены на [«ь&й и в которых Р„ (х) меняет 
знак (случай, когда таких нулей нет, рассматривается аналогично) . Тогда 

i 
функция R(x) ~ 11{х'' — х/!) т о ж е меняет знак в этих точках и 

*i 
J р[х) Р„ (х) R(x)dx ф 0, так как весовая функция знака не меняет. 

С другой стороны R(x) — линейная комбинация из qi0, ffn <fu) 
значит / ­ п. 

Если х = 1, ясно, что Q„ (х) тоже имеет на [а, Ь\ не меньше и пулей. 

§ 2. 

В теории классических ортогональных полиномов большую роль играет' 
формула Родрига, из которой проще всего получается большинство дру­

гих свойств. Оказывается , что подобная формула имеет место т а к ж е для 
некоторых систем биортогональных полиномов ļ Pk) ', при этом соответ­

ствующая система \Qu] является многочленом относительно функции 
<7(А"), которая может и не быть степенью аргумента . 

7 е 0 р е М а 5. Если 1) бнортогона.тпзпруя на \о,Ь\ относительно 

дифференциального веса последовательности {xrh')f=u (р ф 0) и 



{ [ ? ( * ) ] * }f=o (q{x) д в а ж д ы дифференцируема на [а, b], q'(x)=£0 для 
л 

всехлг£ [а, b]) получим систему функций Р„(х) = 5] ап/1х
рк; 2) функции 

* = <> 

Р (х) и <?(%) удовлетворяют уравнениям 

р' а.,х~
р Д « i - ^ + (Р — 1) ftp A ( J C ) 

<7' 6 , ^ + 1 + + V S (л­) (8) 

3) выполняется условие 

р ( а ) в ( а ) _ р ( й ' ) В {#) 
= 0, (9) 

а ' ' Ь1' 

Т О 

(у„ постоянная) . (10) 
« > м = - Д Д 4 Г Ш 

Чтобы доказать эту теорему, надо показать , во­первых, что (10) опре­

деляет полином степени я от х1' и, во­вторых, что (10) определяет функ­

цию, ортогональную к [q(x)]m при m <[ п. Д л я первой цели введём обо­

значения 

^ ^ f ­ = , , w , ( , 7 4 ) ' ( | , , ) = f , , ­ M , , , , , , 

Очевидно А„„ = — Р„ и А„9= 1. П о к а ж е м , что если A„i полином от хр 

степени не выше то и A,,,i+i полином от хр степени не выше / 4­ 1. 

На самом деле: 

(17'rfjc) ) </' Ах ( q' Р
11 ^ 

+ 1 ļ uAnl + (и - /) - 1 и 'Дп + рл-"- 1 1 нД; 

А так как 

' i = ( i n ^ y = ^ + <ŗ_/ i = 

н \ */ ' / В Т q< х 

t(p + Г) й 2 + c j л­'"
1

'' + (6, Д с,)*­'' _ D ( д о 

Т О 

— V + — + (« — 0 — 
В 

В ­ С 4 ­ Л ~ ( п ­ I) D . , рВ 
— — ­ ~ z т Л„1 

Xе В х 

По ясно, что в последнем выражении множители при A„i и A„i явля­

ются полиномами от хр, степени не выше первой или второй соответ­

ственно. Значит, первая часть теоремы доказана . 



Д л я доказательства ортогональности интегрируем по частям и исполь­

зуем (9 ) : 
Л qih) 

лг = b 
= 3 , (­«­.• ц п И в р ^ , / и ­4­1 — к 

А = 1 ' Vй// \ Ч I " Г 1 — « I ! i a t 

; л + 1 

А = 1 

m + 1 
0 

А ­ 1 

Теорема доказана . В частном случае / J = l , q{x) — х условие (7) 
обращается в (1 ) , а (10) — в формулу Родрига для классических поли­

номов. Другие частные случаи были рассмотрены Эмбером [12] [р = 
• ехр л"­, р 2,q = х; ср. т а к ж е [8 ) , Курантом и Гильбертом ([2], стр. 378) 

(/)=[, q = x­, ļ, = ехр х или р = х­ ехр А*) И Анджелеску [6] (р = 
= ^ ( J Ē " — aPf , q = х). 

Нетрудно при заданном р найти всевозможные весовые функции р(,х) 
и соответствующие им функции q{x), удовлетворяющие условиям тео­

ремы. Требование, чтобы q(x) тоже было степенью аргумента , налагает 
на р дополнительное условие, при котором весовые функции мало отли­

чаются от таковых для классических полиномов. Д а е м краткий перечень 

результатов, при чем положим = t (хр). 

1. Е(х) имеет два различных действительных нуля </, (>. Тогда р = 
= х~! (хр — "У (хр — р') 3 ; если р = 1, то 7 = 0; если q(x) = x'>, q­pp, 
то и = 0. 

2. £(.v) имеет двойной действительный нуль с Тогда f = х{ (х1' — 

— ('У ехр —­— ; если р = 1, то 7 = 0; если g(.v) = .V. цфр, то а = 0. 
.Г' ­ а 

Интересно, что g ( x ) ­ .V приводит к полиномам Бесселя, которые не 
ортогональны на части действительной оси, но в общем случае, когда 

q (х) ­ с х'!, появляется ортогональность на 0. и1 

3. Е(х) имеет действительный нуль « и нуль на бесконечности. Тогда 
р = х: (х1' — ч ) а ехр (£х>'У, если р — \. то у = 0 , если q{x) — x'>, qфp. 
то и = 0. 

4. Е(х) имеет двойной нуль на бесконечности. Тогда <­=х: ехр(<$дс
,­ р4­

Л!хр)\ если р = 1, то 7 = 0; е с л и q(x)=xcl, то q = p­

Д л я системы {Q„Lv)ļ формула , подобная (10) , при h o m o u u i анало 
гнчных рассуждений получается в двух случаях: если q(x) = хр (обыч­

ная ортогональность) н е с л и q(x) —_л", q fs р и А (х)= 0, [о, б 7 = [0, Г. 
Тогда 

Рр (Л") = у , , * » ~ > ļ j ' J " [х ­ ч + 1 (л­''­1 » ­ * " ) " | , 

( i (х) = <$„.*'' ~ 1 (£­)" \х +
 1 (.V" * * ­ ­ V " ) " I 



Теорему 5 легко обобщить на случаи, когда {Р„) бпортогональна к 
нескольким системам; для дальнейшего важно, что при этом существенно 
обобщается условие (7 ) . 

Т е о р е м а 6. Если 1) функции ; Д х ) и q(x) удовлетворяют уравне­

ниям (р ф 0) 

* + 1 

* = Г * " ' v r ~'"'_А(х) 

k = l) 

.v + 1 

V V ckx'"'A­(P­\)b{) 

'/ В (x) 

2) для ( = 1,2 s выполняются условия 

p [х) В [х) 9(х)В[х) 

х
р ' \t~»l ~ X

1

' 
то функция 

= о, 
..• = ь,­

(12) 

является полиномом степени ns от х'' и ортогональна с 0*(jf) (Л = 
== 0, 1 , . . . , я ­ О на любом сегменте [а,­. <*>,] с весом ? {х). (Другими 
словами, биортогонализируя [xpk)f ., {.'/Д­v)!*)*="• i = 1, 2 , . . . , s, (где 
i/i(x) = q(x) на [ūļ, b/) и 0 вне [а,­, />,]) относительно первой из этих по­

следовательностей, мы получим Р„ (х)). 
Доказательство вполне подобно доказательству предыдущей теоремы. 

Частные случаи были рассмотрены в [V и [9]. 

§ 3. 

Теорема 6 дает возможность получить дифференциальное уравнение 
многочленов Р„, если q(x) —х,р= 1. 

Т е о р е м а 7. Если 1)? (.v) удовлетворяет уравнению 

, i , , 

2) выполняются условия 

| , = й = р ( * Ж * ) \ , ­ 0. / ­ Е 2 , . . . , ... 
i i 

то полином степени ns, ортогона.чьный к x""{m = l), 1, . . . , n — 1) на каж­

дом сегменте [й/, Л.,, удовлетворяет дифференциальному уравнению 
i + 1 

3 ( р # ; , Д I [€&мР* ­ CS+'(«­f­w.5')<*­ ,>J(p>') ( , + ,­* ) = 0 (131 
k— 1 

По теореме 6 имеем 
Р , = , рД 

6 ШXI 



Обозначим ?$" = v\ тогда v' = (р'р 4 - яр') р"-* = р (и -|- лр') ļi" - i 
и дгд = 

= (и­]­>ф')и. Последнее равенство продифференцируем n + s раз . По­

лучим 

А = 1 Ь — II 

Остается заметить, что у'"' = рР„. 

При s = 1, (13) обращается в уравнение классических ортогональных 
многочленов. Нетрудно найти общее решение уравнения (13) , а именно 

J' = 47 

Л — 1 

X ( « ) 

Р „ является в общем случае единственным полиномиальным реше­

нием. 
(Частный случай уравнения (13) при « = 0, £ = 0 ­ ­ .v проанализи­

рован в [11]) 
Д л я дальнейшего нам понадобится одно соотношение комбинаторики, 

которое вряд ли является новым (частный случай рассмотрен в [4]), но 
так как в доступной нам литературе его найти не удалось , приведем 
идею доказательства . 

Л е м м а . Пусть «, 13, у — целые неотрицательные , « > р, у ^ р\ 

G = G(u, р, у) = i {—\ycļZr

r С ; то гда : если « — у > Ŗ т о G = <&; 

если Ō — у < р\ то G = 0 ; если « — ' / - < 0, т о G = (— I) 1 3 С ^ _ а + з _ 1 • 

Пусть р > 0. Используя тождества 

/гС„, = mC„,_ļ = (ш -- а + 1) С", - '* 

можем получить: 

=11,зс^с'; +"х (-1 у i (,з -/•) c L ; с; + č{zr

rrc:t \ + 

+ (­\ус.­»рс; («,­? + i ) c r с + 
Р — Г . J F L * 1 

л = 1 

+ (­­ir c^.s;< = ­ [ ( « ­ Р + l ) G ( a , 3 ­ l , у) 

­ ; . & > _ 1 , 3 ­ 1 , у ­ 1 ) | 

Остается отметить, что G ( " , 0, у) = 1 и в каждом из трёх случаев при­

менить индукцию по р. 
Т е о р е м а 8. Уравнение, сопряжённое (в смысле Л а г р а н ж а ) с урав­

нением (13) (в котором за неизвестное считается ру), имеет вид 

^ u + i > 4 ­ X 
I ­ I) 

( ­ \ у ­ ' с ; ^ . i ­\ 
д . у - п i ' M S ­ / > 4 ­ 1 о(.,.­:+и 

Г ' " = 0 ; (14) 



это уравнение имеет не меньше s полиномиальных решении степенен 
п ­\­ \, п + 2, . . ., п + s — 1. 

По определению сопряженного уравнения ([3] стр. 128) можем напи­

сать его в виде 

ШШ) +L ( - 1 ) * (I р м - С*+' ( * + >#'f~ п] *Г+^~" = о 
Дифференцируя по формуле Лейбница , очевидно получим уравнение 

вида 

pz<H­i) + V ( л , a , < * ­ Q ± B i & » ) 2 W = 0 (15) 
/ <г о 

Здесь Л/ и В/ легко находятся при помощи леммы, именно: 

* = 1 r = () 

= G ( 5 , s ­ /, n + ») = ( ­ l)<­< Ci+Li^ ; 

fi; = C' v + 1 + ' V ' ( — 1 ) * C S + 1 _ . ( С £ + , ­ л С £ ! ) = 

= V ( ­ l ) * C # ! l i " * C*+,— /M, = G ( S + l , S + l ­ / , r t + S) — 
* = () 

_ „ л = ( - 1 г
+ г + ( ­ 1 / ­ ' « с ^ ' , _ / ­ 1 = 

­ l — l ) • 

Подставляя эти значения Ai и Bt в (15), получим (14). 

Чтобы доказать второе утверждение теоремы, используем известный 
факт: для того, чтобы решением дифференциального уравнения 

ir=0 \ / я = 1) / 

являлся многочлен степени г, неооходимо и достаточно, чтооы 

(см. напр. [3] стр. 171). 

В нашем случае t—s­^­l, a , + i , , + i = при / < s + l имеем 

а и = А «, +' + S; ļĻfi -— —- , а вместо г поставим п \­ /и, 0 ^/и ­ 1. 

Используя опять лемму, получим 

с 
/ i \ \ ' * s\ (/( ­ г­ m)\ i . 

в
(

" + » ) - J , / i / , , „ 1 а , м , „ , + k * . 

(п ­1­ /и)! 
(и + т — s— П! 



• , ­ • . . ­ ( > I 1)! \ С:,%\„­\ I (—1)< '(nCļ-Ļ'r-Х-, -
1 = 1) 

- Cļļjri С'„+т ] = ( ­ 1 у G (п + > ­ 1, 5 , /? 4 ­ я } + 

+ ?.,+, (s + ijilctļiii + л ( ­ 1 )
л

" Х ( ­ i ) ' с!,. 
/я 

i -= (i = У_,(* + !)! + 1 

4­ /г (— \у G (Я + 5 — 1 , в, я 4­ /я) 

« 4 1 
V 

I -- о 
l — L ) £j \ ^ н Д > —/ ^ ti-ļ-m —.v — 1 ^ н - ļ - m 

С (— 1 / G(/?4­ s, s + l, n + m)-

_ C ' t ' 1 — 0 
l) -\- m I

 u 

Теорема доказана . 

В дальнейшем обозначим левую часть уравнения (13) через L„ (?у), 
левую часть уравнения (14) через М„ ( г ) , а полиномиальные решения 
уравнения (14) через Rn.i.(x), R ,.\ (х),. .., P„.. v _i (x)(R.,.,­ имеет степень 
п ­!­ т). Легко убедиться, что в случае s= 1 полиномы Р.,. 0 „ , R,,j, совпа­

дают , в общем случае мы имеем здесь от 5 ļ- 1 до 2s 4­ 1 различных по­

линомов (так к а к некоторые Q тоже могут совпасть м е ж д у собой или 
с R . С этим связано интересное расщепление свойств (при измене­

нии $) классических полиномов. Например , известно, что производные 
классических ортогональных полиномов т а к ж е являются ортогональными. 
Аналогичный факт имеет место также при 1. 

Т е о р е м а 9. Пусть р = и И„, R„.k - полипомы, соответствующие 
весу р. Тогда 

1) P « M « t * + P < , + , ) ) A ­ i + i р*­ *+%F?­*+fPVPi 
к ­ 1 

2) = # „ _ , . * 

Первое утверждение доказывается , используя формулу Родрига : 

* P „ ­ i ) ' = 

= ± ( « ? Р „ , 4­ p V Р л _ ! + ? З Р Я _ , ) = ( « 4 ­ Ķ ' ļ P „ _ ! + ДО _ , 

Дифференцируя обе части этого равенства В раз и учитывая , что 
Ct 4 ­ С ' ­ ­ 1 = C.v+i, получим требуемое. В случае s = 1 правую часть 
можно преобразовать, если принять во внимание дифференциальное 
уравнение для Р.,.­, и тогда получается, что Р „ и Р„_) могут отличаться 
только постоянным множителем. 

Д л я доказательства второго утверждения продифференцируем (14) . 



Получим уравнение порядка 5 ' 1 для R„.k­ Коэффициент при (Ru,k)(t) 

в этом уравнении равен 

( А + Al+l) + [Bl + Bi+i) pw­'+n = ( ­ 1 ) ­ ' {(G.J t Lt­ i ­

= ( ­ 1 ) ­ ' [c^ i ._ ,_ 2 « ( Л­ * + («c?,;L/_* ­ c f t i z U ) s ( * ­ , + , ) l = 
= ( ­ i y ­ ' { c ; , i ' 1 + , ^ , + K n ­ i j c ; , ! ' ^ . , . , ­ , ­

— e в ­ 1 + i­—i—i | p + b j ļ - i ļ S - ļ _ i J j 

По такое же уравнение, очевидно, получится, если в (14) заменить п па 
п — 1 и « на « + р ' . Так к а к последнее равносильно переходу к в е с о м о й 
ф у 1 ж ц и и рр\ утверждение доказано . 

Некоторое обобщение известного свойства классических полиномов 
содержит т а к ж е следующее утверждение, в котором в уравнениях (13) 
и (14) допускаются т а к ж е отрицательные значения величины п. 

Т е о р е м а 10. Пусть 'у 1 и f.;,, Ml— операторы, соответ­

ствующие весу р*. Тогда 

/._„_.,• =Л15, .и .., , = /.;; 

Д л я доказательства заменим в (13) н через — m — s. Коэффициент 
при (ру)<­'+'­^ тогда преобразуется следующим образом: 

( — m){— от — 1) . . . i — m Д / г ­ ­ 2 ) 
_ ( Л — 1 ) 1 

Заменим индекс /г через s Д 1 —/'• П о л у ч м 1 м , что коэффициент при ( р у )
( , ) 

равен 

По такой ж е результат найдём, если в М,„ заменим а на « Д­ (s — 1) р, 
что равносильно переходу к весовой функции р*. Значит, Z._„, ...,• = Л1Д. 
Остальное следует из того, что ( р*)* = р. 

Итак , можно рассматривать бесконечные в обе стороны последова­

тель! i ост и опер а тор ов 

I ­ 2 , L­u U li, L2, . . . 

М­2. М­..М0, 31,, ЛЬ, . . . 

Имеем: при п > 0 , 1„ (р /Д) = 0, М„ ( / ? „ . * ) = 0, А — 0, 1 , . . . s = 1; 

п р и / г £ ­ 5 , L„ (Rtv _ .v, *) = 0, Й = 0, i , . . , 5 , ­ 1 : M„(p*Pl;) = 0. 

Если же ? = р * (это имеет место у полиномов Л е ж а н д р а ) , т о А 1 . = 
— /.„, обе последовательности операторов сольются и получим: при п Д­ 0, 
/ . Д р Д . Л ^ О ; при п " s . 1 „ ( / ? _ „ . . л / 1 ) т г ­ ­ 0 , / о = 0 , 1 , . . . , s 1. 

Кафедра математического анализа 
I Хоспис з п п н е к н . Том VIИ 

/ и + s — А ­ | ­
й ­с— 

ll-\-S~k+\ \ 

­ о . 1 ж + s ) (/г —- 1 ) Д s — k Д 1 
Й СО 

• 5> (S ' /1­4­/ 
Д + 1 

­ b f 1} 
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PAR DAŽAM P O L I N O M U S I S T Ē M Ā M 

G. Eņģelis 

( K o p s a v i l k u m s ) 

Darbā apska t ī t as .polinomu virknes , ko var uzskat ī t par o r togonā lo poli­
nomu sis tēmu v ispār inā jumu, jo t ās b io r togona las s s e g m e n t o s ar 5 dažā­
dam do tām funkciju virknēm. P a r a d ī t s , ka gad ī jumā , kad svara funkcija 
apmier ina v ienādojumu ( I I ) (kas v i spār ina no klas isko o r togonā lo poli­
nomu teori jas paz ī s t amo vienādojumu (1) ) un apmier inā t i vel daži nosacī­
jumi, v i rknes polinomi at tēlojami ar formulu (12) (kas v i spā r ina klas isko 
o r t ogonā lo polinomu Rodriga formulu) . Ja a p s k a t ā m ā pol inomu s is tēma 
bez t am s segmentos or togonāla tieši ar z e m ā k a j ā m a r g u m e n t a pakāpēm, 
v a r sas tādī t arī šīs sa imes di ferenciā lvienādojumu (14) , kas v i spār ina pa­
z ī s t amo klasisko or togonālo polinomu di ferenciā lv ienādojumu. P a r ā d ī t s , ka 
minē t a j am v ienādo jumam saist ī to v ienādojumu (15) ar i apmier ina polinomi, 
k a m piemīt dažas klasisko o r togonā lo poi inomu īpaš ības , p i emēram, to at­
vas inā jumi apmier ina līdzīga tipa v ienādojumu, tikai a tbi ls tošu citai svara 
funkcijai. 
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ЛАТВИЙСКИЙ Г О О У Д Л Р С . Т В Ь Д Ш Ы П УНИВЕРС1 (ТЕГ 
У Ч Е Н Ы Е З А П И С К И , Т О М V I I I , В Ы П У С К 2, 1956 Г О Д А 

О ФУНКЦИЯХ ЭРМИТА И ФУНКЦИЯХ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО 

ЦИЛИНДРА 

Э. Я. РИЕКСТЫНЬШ 

1. Уравнение Эрмита 
и" — 2га' — 2vu = 0 (L1) 

встречается во многих задачах математической физики. В качестве од­

ного частного решения обычно выбирают функцию Эрмита первого 
рода [1] 

Е С Л И В этой формуле ­ 2 или ж е ~ целое неположительное, то соот­

ветствующий коэффициент надо считать равным нулю. Это будет иметь 
место при целых неотрицательных * (v = я ) , и тогда Я, , (г ) совпадает 
с хорошо известным полиномом Эрмита 

Я „ ( 2 ) = ( (1.3) 

Функции H­,{z) имеют следующие интегральные представления [11: 

НУ(z) = 2' е­'"­ cos \2tz­ Щ f'dt (Re.<> — 1 ) (1.4) 

оо 
1 

tf_v (г) = ŗfej е « Г~' dt (Rer > 0) (I 5) 

При решении уравнений параболического типа используется функция 
H­U(z). В ы р а ж е н и е для этой функции через более простые функции най­

дены независимо друг от друга несколькими авторами, среди них и авто­

ром настоящей статьи [21. При п Д 1 имеем: 

#­„(2)=
l­.v ­ U у ­ (е:~ erfc z) = 

2 i/z —­ 11! dz 1 

где 

ļ ' « У ( к ­ ­ 2А)! _ 1 i /\ 2 / ~~ 
« < ­ 0 

г, } Г 1 1 — I 1, — nļ 2) 

file:///2tz-


а функция G~„(z) будет определена впоследствии. Д р у г и е выражения 
д л я <>„II можно найти в работе [21. 

Вместо функций Ич (z) часто применяются родственные им функции, 
именно: 

1) функции параболического цилиндра D­,(z) [3j: 

D , ( * J = 2 ~ ^ ­ £ t f v { ^ ) (1­8) 

Эти функции удовлетворяют уравнению 

v"+(* + ļ - ļ ) v = 0 (1.9) 

2) повторные интегралы erfc функции i" e r f cz [4]; 
JC. ОС 

i" erfc z = iļ d^'erīc«= у' ( / — г ) " e ~ { 1

d t = z y ^ e ~ z l H ­ a ­ x (z) 

(1.10) 
Они удовлетворяют уравнению 

u " + 2zu ' 2 л й — . С (1.11) 
При решении уравнений параболического типа м о ж н о использовать 

функции [2] 

Ф„(х, t)=^.(VĪ)n­­H­n y(xVD (fi 1) (1.12) 

М о ж н о убедиться в том, что функция te
 4'Ф„1 — Д « Д | при любом 

« удовлетворяет уравнению 
д­и Ļ 
ЛЁГ — Й

" & 

2. В качестве второго решения уравнения (1.1) часто применяют 
функцию Я Д — z) [1], но при * — п она только множителем (— 1 ) " отли­

чается от функции H„(z). Поэтому при i=n вводится другое решение, 
названное функцией Эрмита второго рода. Е е обозначают либо G,,(z) [1], 
либо Н„ (z) [5]. Свойства ее исследуются только в последнее время (см., 
например, [6], [7], [8]). 

Частными решениями (1.1) являются т а к ж е функции в**//_>_| (tz) и 
—iz) [1]. Цель настоящей работы — предложить еще другое 

частное решение, которое является обобщением функции G,,(z) для лю­

бого значения индекса, и преимущества которого м о ж н о видеть из 
свойств этого решения. 

Определим функцию G­,(z) следующим образом: 

, * ± ! _ ­ £ ± 1 « 
G,{z)=:>-e*\e * ­'H­,..l{iz) + e 2 ­ / / _ . , _ , ( ­ / z ) | (2.1) 

Применяя формулу [1] 

e V \ (« , ' / . ­ г ) = i/ 7! (/ «, 7, г) 
П О Л У Ч И М 



Легко убедиться в том, что 
W(Hv, G v ) = е-

И функции Ну и G v линейно независимы при всех т. Используя преды­

дущие соотношения, при целом ь легко установить следующие формулы: 

(п>1) (2.3) 

m 
^ ^ ^ ц ­ й ' < * > ° >

 ( 2

­
4 ) 

ŗ 
где E r f i z = J tr4t, a g f e ­ i . j определяется по формуле (1 .7) . Эти фор­

о 
мулы частично встречаются в работах [1], [61 [8]. 

Из предыдущего следуют т а к ж е формулы 
G± „ ( ­ z) = (— 1)» + 1 G± „(2) (2.5) 

g;(2) = gv_,(2) (2.6) 
Gv _, (2) ­ 2 z G v ­ 1 (z) 4 ­ 2*GV (*) = 0 (2.7) 

G v ( « ) ж j­тг^лд / с­" cos ( 2 t z ­ » ) fttf ( R e . > ­ 1) (2.8) 
0 

0 0 

ЙЦ. V ( 2 ) = / E ­*\0* + COS (»• ­ 1 )7t] Г' ­
1 <// (RER > 0) (2 .9 ) 

' - t 

( , ^ 0 , ± 1 , . . . ) (2.10) 

,£**!r(v + l ) ( 2 * )
w n v ' 

(N = 0 , 1 , 2 ' ARG^ļ < (2.12) 

Легко проверить, чго функции c-'H-^-i (z) и ( z ) являются 
линейно независимыми решениями уравнения (1 .11) , где вместо п поло­

жено п. Другие свойства функции G v можно исследовать при помощи 
преобразования Л а п л а с а , что частично при > =п проводится в работе [71. 

3. Рассмотрим теперь частное решение уравнения (1 .9) , которое соот­

ветствует функции G/(/). Назовем это решение функцией параболиче­
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ского цилиндра второго рода, обозначим через Di.t(z) и определим его 
следующим образом: 

DĻ{z) = ~\е
 2

' r " D _ v - i {iz)+e - £?_.,-! (-iz)} (3.1) 

В силу соотношения (1.8) легко установить следующие формулы: 

D / V ( , ) = 2 ^ r ^ v ( ^ ļ ( 3 . 2 ) 

Di-и (z) = Г Т (3.3) 

2 E r f i 0 Ш = ^ ^ е ^ - 1 { е ^ 
(3.4) 

fe^TJT У1
erfc

 т 7 1
 ( г

) + V
7 е

~
 4 X * - 2 ' * "г" 2* 

,
 ( 3

'
5 ) 

Di,. ļ (г) — z Dl, _ i (г) ­ f (*) = 0 (3.6) 

Щ О Д г ) , D / V ( * ) ) = l . (3.7) 

Di, „ ( ­ г) = ( ­ I)" + 1 Di±„ (z) (3.8) 

Dlk n ļ (г) ­ ] / • " ' - -
1 ) H D ± „ , ( ­ г) (3.9) 

4. Рассмотрим теперь более подробно случай I = = _п , г ļ r ļp , , 

* =—­.у уравнение (1.9) переходит в следующее: 

и" • ^ t» = 0 (4.1) 

По частными [)ешениями этого уравнения являются функции V ЙГ/, ļ ~ŗ j 

и ļ/' ~ f t " ļ ļ v ) [1]. Поэтому при помощи неопределенных коэффициентов 
легко убедиться, что [3] 

Используя формулу (3.9), а т а к ж е формулу [91 



получаем 

У![Мт)+ч(т)1 I 1 Ыг 
2 

Д а л е е используем формулы [3] 

D v + „ (г) = ( ­ 1)" е т '["п С * (г) (4.6) 
dz 

Д л я нахождения D±„- \ (г) положим в формулах (4.5) и (4.6) 

v = jr­j используем формулу (4.2) и применяем формулу Лейбница . 

Д а л е е нужно найти функцию rf— / г / С , у~) 

видеть, что 

vW = u„(z)v + :ī„(z)v' (4.7) 

. Из уравнения (4.1) легко 

Дифференцируя это соотношение, получаем рекуррентные формулы 

u n + i =:<*„+ -Ķ $nt ;''>п + i — «и + (4.8) 

В нашем случае с = | / ' г ļ^-ļ. Применяя формулу диференцнрования 

для функции Макдональда [1], имеем 

Принимая во внимание, что uD — 1, ^ = 0, из формул (4.8) можно 
постепенно вычислить (z) и , T ' „ ( Z ) Д Л Я любого фиксированного п. После 
дифференцирования я раз соотношения (4.1) получим, что полиномы 
«в(г ) и /?п(2) удовлетворяют т а к ж е рекуррентной формуле 

+ з = ­ 4 "„ + 2 ­ г " » ­ И * ип э (4.10) 

Комбинируя формулы (4.8) или же (4.8) и (4 .10) , можно получить дру­

гие рекуррентные соотношения, но они не будут простыми. Кроме того, 
для наших целей они не нужны. 

Возвращаясь к формулам (4.5) и (4.6) , после некоторых преобразо 
ваний получаем 

D ± „ . , ( . ) = Ща[щ (г) ­ § К_(f) <К» (*) | (4.11) 

где Y;£a( z ) являются полиномами /г­го порядка, а <) '_„(z)— полиномами 
// 1­го порядка. Эти полиномы можно выразить при П О М О Щ И полино­

мов Эрмита первого и второю рода и полиномов «/, ( г ) , , 4 ( г ) , но проще 
всего прямо находить для них рекуррентные формулы. Подставляя фор­

мулу (­1.11) в рекуррентное соотношение для функции 0Y{z) [3] 

D, fi{z}—2 Л , (г) 4 ­ rD, _ , ( г ) = 0 



легко убедиться, что полиномы у ^ . „ (г) и д^„ (z) удовлетворяют соот­

ношению 

/ н + 1 R / „ + ( « ­ Y ) } ' „ ­ , = 0 Г * Т = 0 . ± 1 . ± 4 . . . ] (4.12) 

причем y f i = 1 , у г = ­,у, г)„ = 0, Sļ = — 1. 

П р и помощи формулы (4.12) .легко убедиться т а к ж е в том, что 

У­ „ Ы = p^Ļrr,% Ш, <U W = т д , ? Л " , ,„ й* (iz) (4.13) 

Поэтому по формуле (4.12) надо найти только у„ (г) и <>'„ (г). Используя 
формулы (3.9) и (4.3), получаем соответствующее выражение для 
функции Di j . „ _ \_(z); 

У) Di i(z) = 
2 i ' ( : 

7 ;(V! • М^И­а (4.14) 

П р и помощи формул (4.11), (4.14), (1.8) и (3.2) можно выразить 

также функции Эрмита для г< = + / г — через цилиндрические функ­

ции. 
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Р А К Е Ш Й Ш P A R A B O L I S K A C I L I N D R A F U N K C I J Ā M 

П. Riekstiņš 

( K o p s a v U k u m s ) 

D a r b a tiek ieteikts jauna veida p a r t i k u l a i ^ a t r i s i nā jums Ermi ta vienādo­
ji! m a m (1.1). So at r is inājumu Gy{z) definē formula. (2.1). D a r b a t ā l ākā " a i t a 
liek apska t ī t a s šī a t r i s inā juma īpaš ības , kā arī ī paš ības t a m p a r t i k u l a r a m 
parabol iska cil indra v ienādojuma a t r i s i nā jumam, k a s atbilst funkcijai G v (z). 
Darba pēdējā daļa pēt ī ts j au t ā jums par šo funkciju izteikšanu a r c i l indris­
kam funkcijām gadījuma, kad * = • E « — —. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т 

У Ч Е Н Ы Е З А П И С К И , Т О М V I I I , В Ы П У С К 2, 1956 Г О Д А 

О КВАДРАТНОМ КОРНЕ ИЗ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 
В ЛИНЕЙНЫХ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Я. Л. ЭНГЕЛЬСОМ 

М. М. Вайнберг в работах [1,2], путем исследования квадратичных 
форм в пространствах L'' (1 •< <7 ^ 2 ) , показал, что если самосопряжен-

ный в L2 квизиположительный оператор А действует вполне непрерывно 
на L'1 в L>' --ļ- q~x = 1), то определенный в L­ главный квадратный 
корень из оператора А 

i £ (Чь> и)йм 
Л т а = = i * — <рь(х), Щ— sign//,. (1) 

(Ik и '//,. характеристические числа и соответствующие им собственные 
функции оператора .4) действует вполне непрерывно из L" в L- и из L-
в [f. 

В настоящей работе мы показываем, что метод, предложенный 
М. М. Вайнбергом , применим для установления тех же результатов в 
некоторых линейных топологических пространствах. При этом мы суще­

ственно используем различные предложения, содержащиеся в работе 
Альтмана [31 

1. Пусть Е ­ рефлексивное локально выпуклое вещественное линей­

ное топологическое пространство с первой аксиомой отделимости и Е* — 
пространство, сопряженное к Е. 

Мы будем предполагать , что Е с Н с Е*, где / / некоторое гиль­

бертово пространство (Ср . [41), всюду плотное в Е*. и что внутреннее 
произведение (х, у)=у(х) xzE,y~E*, совпадает со скалярным произве­

дением в / / , если у^Н. 
Примерами таких п р о с т р а н е ж могут служить некоторые счетно­нор­

мпрованные пространства или банаховы пространства E=U\ где р^>2. 
Пусть А — самосопряженный в Н оператор, который действует впол­

не непрерывно из Е* в Е (см. [ 3 ) . 
Отсюда следует, что /1 ­ ­ вполне непрерывный оператор, если его 

рассматривать в И. Тогда имеет место 
Л е м м а 1. Каковы бы ни были и, О £ С*, имеет место равенство 

(Ati. V) = (Av. и) (2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя плотность / / в Е* и первую акси­

о м у о i делимости, мы можем выделить в Н последовательности (и , , ) и 
ļ ' i ' m } , которые сходятся в Е* соответственно к а и v. Отсюда в силу не­

прерывности в /:'* и самосопряженности в II оператора А мы получаем 
равенство (2) . 

1 Автор йСШЯЬЗОвал полный текст доклада 12]. 



Градиент функционала, заданного в локально выпуклом пространстве, 
вводится, исходя из дифференциала Г а то, так же, как в [5] для бана­

ховых пространств. При помощи леммы 1 мы непосредственно нахо­

дим, что 
grad (Аи, и) = 2 Аи, их Е* (3) 

Положим (Ли, и):­ I (и) 
Л е м м а 2. Квадратичный функционал 1(и) слабо непрерывен на 

всяком выпуклом ограниченном множестве из Е*. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (См. [5], теор. 2.2.) Пусть D — ограниченное 

множество из Е; тогда A(D) — компактно в Е. Допустим, что 1(и„) 
/ ( " о ) , где последовательность {и,,} из D слабо сходится к щ ё D. 

Тогда найдутся i Д 0 и подпоследовательность ЫпЛ такие, что 

| / ( ' Ч ) ­ / ( « 0 ) 1 > * ( 4 ) 

Используя теперь фор .мулу Л а г р а н ж а ;5" и равенство (3) имеем: 

I(и,ч) ­ / ( « J = 2 (А («о + tHh (iirik — и0)), Ппк — u0) 

где 0 < t'nļ К 1 и. в силу выпуклости D, н« 4­ t„k(u„k—н0) ~­ D. Так как 
А{Щ компактно, существует подпоследовательность индексов {/я*}, что 

lim А(и1} + tm& {ii,„k — н 0 ) ) = щ (5) 

Далее , имеем: 
1 (и„1к) ­ /(//,,) = 2 (А («•„ м­ tr„k (ц„,к — и„)) — с'0, а,„к — и0) + 2 («,„ Ч и , — и,,). 

Т а к как Д т / , ­ « „ } — ограниченное множество, то, согласно определению 
сходимости i : сильной топологии ft (Е, /?*) (см. [6]) из равенства (5) сле­

д \ е т , что 
iim (/1 (н 0 м­ tm/, (и,,,,, — и0)) — ve, Н и , — » 0 ) = О 
А' — * feāa 

Затем , в силу слабой сходимости (»m / .J к « 0 , 

lim (%, ;/„.,, — н 0 ) = О 

Отсюда и из предыдущего имеем / ( и , п , , ) > /(м„) при k > ос­, йто проти­

воречит' неравенствам (4) . Л е м м а доказана . 

2. В дальнейшем мы будем дополнительно предполагать , что А 
киазнположительпый оператор в Н [7J, который имеет с ч е ш е е чисто по­

ложительных характеристических чисел 1к и конеч юе число отрицатель­

ных характеристических чисел. Положим 

Л « « = У . ­А 7 * , Н Ē £ * , С/ ; = SĪgn / . , , , I lk | • | X * 4 . l i (6) 
i v ­ , 

где v.v­ собственные элементы оператора А, соответствующие характе­

ристическим числам li,. Так как .4 действует из Е" в Е, то /: для вся­

кого /г. 
Далее , положим 

Л е м м а. 3. Д л я всякого « ­ /:'* имеет место равенство: 

lim /„ (к) ­ У '
 г к

'
и ) ­ ­ • / ( « ) (8) 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Из квазиположительное г и оператора Л сле­

дует, что существует' «о такое, что для всех п |> п0 и фиксированного 

ШХ /»+.(«) 
Далее , так как в /7 д л я всякого п'. ]> п» имеет место неравенство: 

/„(и) " / ( а ) для и € / / 

то, используя непрерывность операторов /1 и А», МЫ также , как при до­

казательстве леммы 1, получим, что для всякого иё Е* 

Uji) " / ( ; . ' • (9) 

Отсюда и из монотонности {/„(«)! А _ 1 Я п '~' по следует, что для фиксиро­

ванного и € Я* числовая последовательность {/„ (к)) имеет предел, кото­

рый обозначим /(и). 
Д о к а ж е м , что функционал Ци) непрерывен в любой точке и 0 с £ * . 

Пусть 1im Uk — и0. 
k —» CC 

Тогда 
К ( и * ) — ( Z « 0 ) ļ < | / ( « * ) - / , , ( « * ) | + / „ ( / / , ) / „ ( и 0 ) | 4 ­ 1 / „ н 0 ) ­ / ( м 0 ) ' 

Непосредственный подсчет­с учетом неравенства (9) и слабой непрерыв­

ности Ци) показывает, что равностепенно относительно п 

L I M [ / „ ( ; / / , ) — / „ ( « ( , ) ] = О 

Следовательно, найдется такое А'„, что для А'" • /'» / , , ( " * ) — / „ ( / / 0 ) ! < - ģ -

для всех п и произвольно заданного s . 0. Считая теперь k \­ Ау, фикси­

рованным, МЫ выберем Щ так, чтобы ДЛЯ и ]'> "с бы.то: 

/ ( и * ) — / „ ( « * ) < ­ J и 1 / „ ( Н о ) _ / ( н 0 ) | < 1 

Следовательно функционал /(и) непрерывен. 

Так как для и ~ Н 
l im /„ (tt) 
И —до 

то / (н) ­ / ( ( / ) в / / . По II всюду плотно в /:'*, откуда в силу непрерыв­

ности Ци) и / ( и ) следует их совпадение в Г.*. Л е м м а доказана . 

3. Д л я дальнейшего приведем некоторые факты из теории локально 
выпуклых пространств [61. П о определению, рефлексивное локально вы­

пуклое пространство Е является f­простраиством (см. [6J, § 6 ) , а дли 
такого пространства всякое слаб,, ограниченное множество в Е* равно­

степенно непрерывно. По равностепенно непрерывные множества из /:"*, 
по теореме Тихонова, являются слабо компактными в Е*. Следовательно, 
если рефлексивно, то всякое слабо ограниченное, а поэтому и всякое 
енлыю ограниченное, множество из Г.* слабо компактно. 

О б о б щ е и н а ч г е о р е м а Д и п и ' . Пусть на слабо компактном и 
слабо замкнутом множестве I) локально выпуклого пространства Е за­

дана монотонная последовательность слабо непрерывных функционалов 
\f„(x)}. Тогда, если последовательность (/„ (х)) сходится в каждой точ­

ке х € В к слабо непрерывном) функционалу f(x), то \fu(x)} сходится к 
/ ( л ) равномерно в D. 

1 Па с л у ч а й (Тапахова ПРОСТРАНСТВА тспрома Д п п н БЫЛА впервые обобщена 
М. М, В а й н б е р т о ч ļl 1, 



Д о к а з а г с л ь с т в о. Пусть {/„ (х)} — в о з р а с т а ю щ а я последова­

тельность. Допустим, что она не сходится к f(x) равномерно в D; тогда 
существует такое е Д 0, что для каждого п найдется элемент ­v„ tD , та­

кой, что 
/ ( • * ' « ) — / п 

Ввиду слабой компактности и слабой замкнутости D, из последователь­

ности этих точек {х,,} можно выделить подпоследовательность {х„ ), сла­

бо сходящююсл к х„ t D. 
Тогда 

/(•*«*) — f«k(x»kY.^e 

Так как {f,,(x)} монотонно возрастает, то для а ^ пк тем более 

/(х..к) / , Д \ ­ , . . ) . ( 

Следовательно 

/ (х,,к) —f„k (хи„) . s при к = Ц + 1 ,k0 + 2, . . . 

Так как / ( Д ) и f„(x) слабо непрерывны, то переходя в неравенстве к 

пределу, когда х,,к^х0, имеем /(*,,)—f,,A. (х{))^t для всякого Д. 

Но это противоречит сходимости {fn(x)} в к а ж д о й точке множества D. 
Противоречие доказывает теорему. 

О с н о в н а я л е м м а . Д л я всякого выпуклого ограниченного слабо 
замкнутого множества D с В* имеет место равенство: 

l im ш а х 1(и)—1„(и)\ = 0. (10) 
и со и е D 

Отсюда, в частности, следует, что для каждого .• Д 0 существует такое 
ь'|„ что для всех п ,.• п 0 и любого и ­ D имеет место неравенство: 

!/„+„(«)­/„ («XI <<• (ilI 
где т .любое натуральное число. 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Из леммы 2 следует, ч ю функционалы I (и). 
/„ (и) слабо непрерывны на множестве D, которое, в силу замечаний, 
приведенных в начале п. 3, слабо компактно. Поэтому / ( и ) — Д (и) до­

стигает на I) своих граней [5". 
И з леммы 3 и обобщенной теоремы Д и н а следует равенство (10) . 
С л е д е т в н е . Из доказанной леммы следует, что (А„и,и) сходится 

к (А,,и,и) равномерно на всяком выпуклом ограниченном слабо замкну­

том множестве D € /: ' : . Т а к как конечная сумма и разность таких 
• иожеств также обладает этими свойствами, то последовательность 

(А„ и, V)=-ķ [(Л/ (и — v), и А­ •€<) — (Л, [и и), и — v)i т а к ж е сходится к 
(A„it,v) равномерно на множествах D\ и А)2, где и iDvv£D.>, u­\­v(

žD1-\-
:­ D2. Поэтому А„и сходится сильно к Аи равномерно относительно //­.: &\, 

а следовательно А„•>• А в смысле сильной топологии (топологии ограни­

ченной сходимости) в пространстве линейных операторов В(Е*, Е) (см. 
[6 § 4 ) . 

В частности, для банаховых пространств это означает сходимость по­

следовательности операторов {А,,] к .1 по н о р м е 1 . 

1 ДЛИ ПРОСТРАНСТВА L1' ЭТОТ р е з у л ь т а т ПОЛУЧЕН в [11. 



1. Если оператор А , который действует из /.*; в /:', рассматривать и 
i 

Я , то главный корень квадратный А из А имеет следующее спектраль­

ное представление 

А2 и = V ^АА=^ в 1Я (12) 

Л е м м а 4. Р я д (12) сходится в пространстве Е сильно к оператору 
i 

Л 2 //, действующему из Я в Е. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Т а к как А действует' из Е* в Е то его соб­

ственные элементы '­fkt & поэтому 

У ­ ­ ер.* = tu*,* (//) t £ 

Пусть uŗ: Du где Я, — единичный шар ,1«цд" 1 пространства Я . 

Обозначим (Уь, и) =šk. Тогда последовательность {šk} = Š является 
элементом из единичного шара гильбертова пространства /­, т. к. 

h-.\ h=l 

Пусть D — выпуклое ограниченное слабо замкнутое множество из Е*. 
Тогда для z € D 

i i 

ft­H­f 1 ļ' | Л А ' | \ / ; = И + 1 / \ * a » J ­ | I * | 

1 

X " Т Т Л 

Д л я п ^ «о будет ^> 0 (/г — n 4­ 1­ " ­ 2, . . . ) , а потому 
i 

/ п + m (m z)­\ ­ X 
(<•>,,, m {U), Z)<\ l \ = (/„ + „ {Z) - h {Z)f , П > П, 

Отсюда по основной лемме следует, что в пространстве Е lim . д и > т ( и ) = 

= t) равномерно относительно и ­.D. Это значит, что {w„, m } сходится к 
нулю в смысле сильной топологии пространства i'(H,E). Д а л е е , в силу 
полуполноты пространства Е, 

lim w„ (//.) = lim V ­ ^ ^ = _ ­ ^ . = V т А = Щ / / ) € £ 
»­™ " ft=l VI Aft i * = i ļ I A* I 

равномерно относительно г/ £ Значит, lim o„ = U7 в смысле силь­

ВОЙ топологии в :\П,Е). (В частности, для банахова пространства это 
означает lim 1ttf­„ — W\ = 0; см. сноску на стр. 8 ) . 

1 
Так как ЙР(ы) = .4 2 ы в Я , го они совпадают и в /Г. Лемма доказана . 

Из данной леммы согласно теореме Банаха­Штейвгауэа [6 следует не­

прерывность . 4" из / / в /:'. 



у Д Д Д ­

к = \ \ч\ 
имеет место тля всякого vc. Е*, то ряд (14) сходится в метрике / / для 
всех vzE*. Следовательно, ряд (14) Определяет линейный оператор, дей­

ствующий из С* к / / . Лемма доказана . 

Таким образом, оператор . 1 Д определенный в / / , допускает расши­

р< ' ы ­ Т на щ т пространство /;'*. Так как операторы А~ и 7 определя­

ются одинаковыми формулами (12) и (1.4) с той разницей, что в (12) — 

i 

Г е о р с м а I. Оператор Л действует вполне непрерывно из / / в Е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {и,,} сходится слабо к и». Повторяя 
I 

выкладки леммы 1 найдем, что {А'//,,] сильно (в смысле топологии В) 
i 

С Х О Д И Т С Я К А Ни. 

1 
Д л я доказательства компактности оператора А'­, рассмотрим шар 

DR(\)U\­:<'. R) В пространстве II и допустим, что А (D#) не компактно в Е. 
Тогда найдется последовательность [и,,} из /) и окрестность нуля 0 в Е 
такие, что для всяких i-;—J 

/1* iti — A* Н Д U (13) 

Так как шар / Д слабо замкнут и слабо компактен, то найдется подпосле­

довательность {lt„k) последовательности {нД, слабо сходящаяся к ио S D # . 

Н о {А'1 ii„k} в силу вышеуказанного сходится сильно к А и», что противо­

речит (13). Теорема доказана . 

Л е м м а 5. Линейный оператор Т. определенный равенством 

( и ) 

действует из £ * в Я. 
i 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 1 оператор А2 действует вполне 
непрерывно из / / в Е, поэтому для любых uz /У, г'€ Е* имеет смысл выра­

/кепие [А2 и, Д , а так как ряд. (12) сходится сильно в Е, то для всякого 
и i И 

(A4i,v)­­­­ У У Д^Д-—('/ ,• ( l b ) 
« f j У | Ч | 

Если для некоторых и f Е* и и z Н имеет место равенство 

(Л2 и, о) = (н. Го) 
i т 

то Т будет сопряженным к Л" оператором, т. е. 7 ' = ( Л
2

) * . Д л я / / нмее; 
i i 

место 7"с — Д ­ с . Значит Т есть расширение оператора Л". Из равен­

ства (15) следует, что тля тех v~ Е*, для которых оператор 7 существует, 
выполняется равенство (14) . причем в правой части равенства ряд схо­

дится к Tv сильно в пространстве Н. Так как согласно лемме 3 нера­

венство 



ii С: / / , а в (14) — v zE*, то в дальнейшем можно для них употреблять 
ļ 

одно и то же обозначение А1. Л е м м а 5, следовательно, утверждает, что 
х 

определенный в Н оператор А действует из Б* в Н. 
Отсюда и из теоремы 1, в силу теоремы о полной непрерывности со­

пряженного оператора [3, теор. 1 3 , следует 
Т е о р е м а 2. Линейный оператор Т, определенный равенством (14) , 

действует вполне непрерывно из В* в /У. 
Учитывая замечание об одинаковых обозначениях, мы из теоремы 1 

и теоремы 2 приходим к предложению 

О с н о в н а я т е о р е м а . Определенный в / / главный корень квад­

ратный из оператора Л: 

А­ и = \ ­ ­/„ с* ­_ s :?п /./, 
л ~ 1 у V 

действует вполне непрерывно из Е* в / / и из / / в Е. 
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PAR U N E A R A O P E R A T O R A KVADRĀTSAKNI LINT.ARĀS 
T O P O I . O Ģ I S K A S TELPAS 

/. Engelsons 

( K o p s a v i l k u m s ] 

Raks tā iegūts sekojošs rezul tā ts : 
ja 
1) Г. ir lokāli izliekta l ineāra topoloģiska refleksiva telpa, E* tas 

saist ī ta telpa un / / • Hilberta telpa, pie kam E С В с E* un telpa И ir 
blīva te lpā '£*; 

2) A ir l ineārs pašsa i s t i t s opera to r s telpā H, ka.­, pilnīgi nepār t r auk t i 
darbojas по E* uz E, un kuram s a n u m u r ē j a m s skai ts pozitīvu un gal īgs 



ska i t s negat ivu īpašvert ibu лА. (? л. t am a tb i l s tošas īpašfnnkei jas ) , tad 
opera tora A galvenā k v a d r ā t s a k n e 

A

~ " — I ,/тг­т
 e

* = s ,

g
n 

k=\ У \
k

k\ 

ir l ineārs opera to r s , kas darbojas pilnīgi nepā r t r auk t i no E9 uz Я u n no 
Я uz E. 

Rezul tā t s un metode ir at t iecīga rezul tā ta u n metodes v i spā r inā jumi , kas 
a t rodami M. Vainberga darbos [1, 2'1 gad ī jumam, kad E ~%p (p ~> 2). 
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ОБОСНОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ ФОРМУЛ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

ЭФРОСА 

И. В. КАРКЛИНЫП 

Пусть функции F(t) (i 0) и / ( / ; ) удовлетворяют соотношению: 

/ ' ( / ' ) / e­p'F{t)dt (1) 
о 

(р — комплексное, Re р Д \ Д интеграл рассматривается в смысле Р и м а н а ) , 
которое символически записывается так : 

/(P) ­.­ F(t) или F(t) . ­ / О Д . 

Пусть кроме функций F(t) и f(p) даны еще q(p), »(р ) и (х, t), 
которые связаны соотношением: 

iF(x,t) = e-
x

'i<P)q(p)ii(p) (2) 

( А ' > 0 — вещественный п а р а м е т р ) . 
Если функции F{t), q(p) и u(p) удовлетворяют некоторым дополни­

тельным условиям, то из равенств (1) и (2) вытекает соотношение: 

u(p)f[q(p)) : I Щх, :)F(x)dx (3) 
о 

+ СО •­­ с с 

Выражение р J e~i''dt / (х, t)F(x)dx называется преобразова 
О II 

нием Эфроса функции F(x). В дальнейшем, назовем его В — преобразо­

ванием с ядром 'I' [х, t). 
Применяя общие теоремы А. М. Эфроса [11, В. А. Диткина [21, 

Л . Влодарского [3], где даны достаточные условия, налагаемые на функ­

ции ц ( р ) , q(P), F(t), формулу (3) м о ж н о обосновать для некоторых из 
тех частных случаев функций и(р) и q(p), которые рассматриваются 
практически. Однако, довольно часто в литературе операционного исчис­

ления встречаются формулы В — преобразования (3 ) , которые получены 
формальным путём, и функции u(p), q(p), F(t) не удовлетворяют усло­

виям, гарантирующим справедливость соотношения (3 ) . В этой статье 
будем рассматривать обоснование некоторых таких формально получен­

ных формул В—преобразования, для которых указанные условия не 
выполняются. В целях краткости доказательство теорем даётся только в 
одном случае — для теоремы 2.1. 

щ 

1 § 

Р . Через х, у, / будем обозначать вещественные переменные, а через 
р, с xz' ­ комплексные переменные. 

Если р = ч ­I­ / / . то будем пользоваться обозначениями: Re р — ". 
Im р — i . Буквы М, Л7, С (с различными индексами) используем для 

G У ч е н ы ? з а п и с к и . Том V1M 



обозначения положительных постоянных. Кроме того постоянными будем 
считать а, Ь, с, </, у, д, •/., /., и, у, о, v>. 

Д л я обозначения оригиналов будем пользоваться прописными бук­

вами, а для обозначения изображений соответствующими строчными 
буквами, например: 

fafimPil»), ­Нр) : <Нх). 

Множество функций / 7 ( х ) , д л я которых в некоторой полуплоскости 
Р е р ^ . л 1 сходится интеграл ( 1 ) , обозначим через Ķ, а соответствующее 
множество функций f (р) обозначим через к. Если р* — абсцисса сходи­

мости интеграла (1) , то будем писать: 

Fb*)tK№. f(p)£k\;Ķ 

Множество функций F(x), для которых в некоторой полуплоскости 
Re­р > и сходится интеграл 

7(Р) = Р J \e'^F{x)\dx (4) 
И 

обозначим через К,- Если а абсцисса сходимости интеграла (4) , то 
будем писать: F (х) б Ка [«)-

Через Еа обозначим множество функций F(x) со следующими свой­

ствами* 
1) при х > 0 Е(х) принимает конечные значения; 
2) существует предел YimF(x), который может быть и бесконечным 

(определенного з н а к а ) ; 
3) F(x)£fal«i 
4) F(х) не является д — функцией. 

В статье будем придерживаться обычных обозначений специальных 
функций, например, [2], стр. 98 . 

2°. Д л я того, чтобы u(p)­f[q(p)~ '­. к, необходимо, чтобы эта функция 
была однозначной и аналитической в некоторой полуплоскости Re р > с 
[2, стр. 12]. Н о это последнее обстоятельство будет выполняться , если 
функции и(р) и q(p) будут аналитическими и однозначными в полу­

плоскости R e p " > , 3 \ и кроме того в этой полуплоскости Req(p)^> i. 

Доказательство равенства (3) упростим, если сведем вопрос к рас­

смотрению вещественных функций вещественного переменного. Д л я этой 
цели используем теорему о единственности однозначной аналитической 
функции. 

•+• с о 

Допустим, что существует функция /д (О I 'lJ(x, t)F(x)dx и, 
о 

кроме того, Fx(t) ~К\рА- Тогда функция /\ (о) однозначная И аналитиче­

с к а я в полуплоскости R e p > , ō ' i . 
Если доказать , что на действительной полуоси '/ с : выпол­

няется равенство 
f,(a) = u(a).f[q{o)\ (5) 

и функция u(p)­f[q(p)] однозначная и аналитическая в полуплоскости 
Re рУ'С, го равенство (5) останется верным, ПО крайней .мере, для 
Re /; > птах {с, с\). 



Зм Д л я доказательства верности равенства (3) необходимо оправдать 
перемену порядка интегрирования. Будем пользоваться следующими 
теоремами. 

Т е о р е м а 1.1. (Модификация известной теоремы [4, стр. 772]. Пусть 
функция Ф(х, U о) для каждого фиксированного и > с обладает следую­

щими свойствами: 
1) Ф(х, t; а) определена в области (х^а, t^b); 
2) \Ф{х, t; а) < * : М в области (а ^ х ' .v,, b t " /. ļ для каждого 

фиксированного х0 Д > а и t0^>b; 
3) для каждого х0 Д а существует интеграл 

х, Ч­оо 

/ dx J «>{x,t; a)dt 
а b 

и для к а ж д о г о /о Д b интеграл f dt f <&dx ; 
| а 

4) интеграл J dx / ФсИ сходится равномерно относительно у в мно­

а Ь 

жестве >, Д Ь. 
Тогда существуют повторные интегралы 

­ t ­ c o ­ т о о ь с о ­ ( ­ с о 

f dx ļ Ф dt, / dt / Ф dx, 
a b b а 

которые равны между собой. 

З а м е ч а й и е. Условие 3) выполнено, если 

а) / Фdt сходится равномерно относительно х в каждом проме­
b 

ж утке [а, ха}; 
+ е а 

б) / Ф(1х сходится равномерно относительно / в каждом проме­
а 

жутке [Ь, Щ, 

Чтобы упростить формулировку следующей теоремы, определим мно­
жество функций G. 
Функция U>(x,t; (/)€ G, если 

1) Ф (х, t; а) определена в области (.v ^ а, t Д * Ь, о Д > с); 
2) Ф(х, t\ а) может иметь разрывы первого рода на конечном числе 

КРИВЫХ с площадью, равной нулю; 
3) Ф(л;Д; а) может быть неограниченной на кривых с площадью, 

равной нулю. Число этих кривых конечное, и к а ж д а я прямая , параллель­

ная координатной оси, пересекает эту кривую только конечное число раз; 
4) lw [х, i; о) может быть неограниченной на прямой х=а или t = b. 

Т е ­ р е м а 1.2. ([5], [6]). Пусть </< (.v, t; а) ­ G и интеграл 
+ с о ­i­ с о 

/ dx J \Ф\ dt сходится. Тогда сходится двойной интеграл 
< ь 

+ оо ­4­ со 

который равен повторному. 
'а "ь 

в* 



2 5 
Т е о р е м а 2.1. П У С Т Ь F(x)~Iia\u\ и существует такое число * > 0. 

i 
что интеграл f\F(x) х-'-' °-йх сходится, (г— вещественное, ' i ' ļ - < / V ) . 

о 
Тогда 

1) для всех / > 0 существует функция / д ( 0 

— с ^ - r i 
Л ( 0 = ļ / ļ ( 2 / ) - ' -lfe~>iīDi, + i(-ļfy(x)dx; 

2) Рх{1)1КаЫ; 

при I' ^ =­ Цх% " 1 = 

... 1 ­ « 
при i' > ŗ « г e i 

— v к­, если и ^ 0 

— г — у 4­ а 2 , если « > 0 ; 

0, если и < T j 

а и 2 , если « > 0 (а > 2 ) ; 

3) /д (г) == p v + ^ / ( Г / » Ь по крайней мере в полуплоскости R e p > « r 

Под функцией p v + i понимается ветвь 

v +i — , р Ļ V 4 - ļ c o s + у )
а г

ё Р - H s i n ļ(»-f--I-) argp при Re p > 0. 

{ 

Рассматриваемое в теореме соотношение или его частные случаи даны 
» [2], [П, [91. 

Л о к а з а т е л ь с т в о. 

1°. Мы рассматриваем только полуплоскость Re р 5> 0 и поэтому 

Re Vp= ļ/y ( V а2 + *'J + В) > У» > 0. Следовательно , p v + * / ( l / p ) 
однозначная и аналитическая функция в полуплоскости 

Re р > 0, если ļ9 " 0 
R e p > , T 2 , если | ? > 0 . 

Известна формула [2, стр. 154.] 

р v 4 \ е - * С ф ļ/ī { щ
 v ~ 1 *Г ̂  Ц> v + i (ļ/%) б /С [0| 

U ' ^ > 0 , i' произвольное вещественное число) . Используем это соотно­

шение для следующих формальных преобразований: 

а J'e-
at

Fl (t) dt = a j e­ 3 ' | Д ( 2 г ) ­ ' ~
1 dt J e~87 D>., + 1 (y=\ F (x)dx = 

4 II I) 

с о с о 

= fF(x)dx{<jļe-*']J-(2t)-"-> Г « 0 » + 3 ( т%)^} = 

• i (/ 0, если ,i " 0 
= °"+\l C - *

]

° F ( x ) d x = a ' ^ f ( \ u ) a > ^ р с л н £ > 0 



Чтобы оправдать эти преобразования, надо доказать : 
1) функция Fi(t) существует для всех t > 0; 
2) законность изменения порядка интегрирования в повторном ин­

теграле. 
Попутно д о к а ж е м , что Д ( Л Ё /C u ļ " i l , 

2°. Сходимость интеграла F 1 (t). Общий случай сведём к случаю 
1 

1) »' = ­ у . Т О Г

Д
А 

оо оэ 

Рi ( 0 = / у = } Г * F (х) dx = / z (х, /) 7 (*) dx. 

Определим / ( 0 , 0) через lim /(0, / ) = Д о о . Поскольку lim >Дх, t)=i{), 
л ­ > ( ) 

то естественно положить / (х, 0) 0, если х Д 0. 
В общем случае F(x) при х = 0 может быть неограниченной. Поэтому 

/л (7) будем рассматривать как несобственный интеграл с особенностями 
х = 0, х = + оо. 

а) Особенность х = 0. П о теореме [4, стр. 135.] имеем: 

/, (0 = I у ­ Г « F (х) dx = у~ e~4ī J F (х) йх 

0<>?i < ',._> < щ. 
1 _ Т | ? 

Поскольку 0 ^ Т / ^ е л г г Д М для всех г 0 и г (л) ­ / Д [ « | , то / . , (ņ < 

< A / f , < Д 2 при 0 < / ( 1 < С ' , 2 < ' , 2 и ДЛЯ всех £ 0; 

б) Особенность х= + ос. 
7»(0 ^У ( Л 7 7 F(x)dx= I š-V+m9e­9*F(x)dx 

te, Д 
W 2 >

W

1 > < > ­

П о теореме [4, стр. 135] имеем 
'•>•) 

Д, (0 = Л= е ­ 1? 1 е ­ " 7 (jc) & (<о2 > » j > , , , ) . 

Щ 
Действительно: функция е

 zxF(x) интегрируема в промежутке [ioļ, (аз], 
х' + 

ц [х)=е
 4f • -у~ для каждого о > Д ^ = / м > 0 в промежутке [ом, саг] 

монотонно убывает, если только ш\ и " г взять достаточно большими. 
(Если č = 0, то if(x) ~ 0.) Так как /Дл') - £ а ļu| . то при достаточно боль­

т., 
т о м <•.><,"> 0 }e~zxF(x)dx Д i, ( м 2 Д - к» > ш 0 ) . 

l i I 
Щ 



1 _ "11 
Кроме того 0 «

+ , J T Ū L <Г 1Л для всех t *Ь 0 и, следовательно, 
• Wi ^ 

' « Й К ^ К ^ Оценка верна для г € [0, / 0 ] , где t0 > 0 произвольное. 
И з доказательства следует, что интеграл /д (/) сходится равномерно от­

носительно / в каждом промежутке [0, / 0 ] . 

2) v — произвольное вещественное число. Известно [7, стр. 4 3 5 . ] , что 

Dp.{y)=0 ( г " т у 1 ) при у * + со, ' р < Л. 

Следовательно, lim / ) ; , (/_/) = 0. Кроме того, D„(y) непрерывна в каждом 

промежутке [0, у». Поэтому 

I А,,. (у) < С,,. ; у г [ О , + щ, Ļ -» | < /v, (6) 

4 о с 

п / д ( 0 < С->.,+2 ļ / | (2 / ) - ' ' - 1 / - Г * F ( x ) rto = 

c f t + i ( a ņ - — • « / • / ( ^ j , / ) f ( x ) i «te. 

Поскольку f ( i ' ) c i ( 4 4 то сходимость интеграла F\{t) следует из 1. 

3°. Изменение порядка интегрирования в повторном интеграле. Вве­

дём в рассмотрение функцию 

<D{x,t; а)= Щ е­ Qt {2t) D 2 v + i ^y=^F(x) t > > 0 ) . 

Д о к а ж е м сходимость и равенство повторных интегралов 
с о с о с о с о 

/ dt j i ф i «Mļļ /"лг у i <y> i 

о Й (i G 
СО CG OO 

Поскольку j e~3t Fļ(t) di < J dt j \<b\dx, то 
из сходимости последнего 

и о I) 

интеграла следует, что /д (/)с ATa["i1- Сходимость и равенство повторных 
интегралов будут доказаны, если показать , что сходятся интегралы 

У dx / Ф dt, / dt у j Ф 1 dx, fdx f Ф dt, / dt f\Ф 
OO 1 

dx 

1 (I (! 1 
и кроме того 

со OŌ со со i <х со ļ 

/ dx I Ф dt = I dt j Ф dx, у dx ļ ' 0 \ d t = j dt I Ф dx. 

л и а 1 и о и ii 

Будем отдельно рассматривать случаи 2 ' - 1 = 0 , 2 ' - 1 <С 0, 
2 * 4 - 1 > 0. ' 



1. 2 у Д 1 = 0 . В этом случае Ф(х, t; <>)=е ~Q! /{х, t)F{x). 

ОО СО 
г г 

Сходимость и равенство повторных интегралов / dx j Ф dt, 
i и 

с о 

j dt j Ф dx доказываются по теореме 1.1: 

о i 

а ) Ф < М ( ] < * " х . 0 ' / ' Д 0 ) ; 

б) / ļ Ф dx сходится равномерно относительно / в к а ж д о м про­
j 
i 

межутке [0, Д]. Это вытекает из оценки Ф / (х, t) F(x)\, свойстт 
функции F(x) (F(x) € КЛ«\) и 2°. 1); 

с о 

в) ļ [Ф dt сходится равномерно относительно х в каждом про-

1 
межутке [1 , лД, так как Ф [ < Ме~ л:<л:0, .СД*0, <j>0); 

с о ļ 

г) У ^ Л ' У Ф с// сходится равномерно относительно »/ в проме­

1 о 

жутке у 0. Действительно: воспользуясь равенством [2, стр. 153." 
]/pe­*Vr~==z(x,t) в Кп\0\(х^ 0 ) , имеем: 

1 Т 
«• / Ф dt "(fj Ф dt. I аer v

l ­ /• (.v)' („ > 0 ) . 
и о 

о о 

Но ļ е~
х

^° F(x) dx сходится в полуплоскости Re р Д 0, если а • ' 0 
'i 

и R e е с л и « > 0 ( / 7 ( л ) с Л ' а [и|). 

1 со со i 

Сходимость и равенство интегралов ļ dx j \Ф \ dt, j dt ļ , Ф \ dx 
о "о II I) 

доказываются по теореме 1.2 

Воспользуясь оценкой: 

v\ I 

\
ф

\ "<F{x)l

 Х

 е с ; х п, г . о, а > 0 

1!олучаем неравенство 
i со 

J dx 1\Ф\Ш Г / " /Дл: ) : rf* / е­
 3

/ rff 
и П I' ' | 

1 

Но так как F(x)zE„[(t и £ Ка[0'К то последний и н т е г р а л сходится. 

СО 1 

СХОДИМОСТЬ и н т е г р а л а / dt / Ф dt д о к а з ы в а е т с я подобным 

образом. 



2. 8* + 1 < 0 . Так как 0 < D ( 1 ( г / ) < е ­ Т {р. < 0, г/ > 0) [7, 
стр. 434.], то 

Поскольку при для всех / 0 / ' < ^ е ' ' , то 

где у = 2— > °­

Теперь можно воспользоваться результатами предыдущего пункта 
(2) ­ ­ 1 = 0 ) . Очевидно, рассматриваемые повторные интегралы сходятся 
В полуплоскости R e p > у, если и С О , и Re р "> ­• 4­ если а ]> 0. 

3. 2 г + 1 У- 0. Используя ( 6 ) , получаем: 

1 „ ^ у ­ i ­
 х1 

| Ф | < С ; м • г " э г

 Г ' ­ ' г W | F (*) | = (7) 
т У I I 

q v + 1 c ­ 3 ' / ' ' с ­ / ( ļ / ļ ^ . , ) ļ f ( x ) t . 

( Л ­ 0, Д 0, 3 > 0, s > 0, с 4 ­ 3 = 1). 

_ 2 ' ' 4 1 _ 

Если х > 0 , то 0<t ­ е ® < Л1 (для i Г» и тогда 

с о с о 

Следовательно, сходимость и равенство интегралов j dx ļ [ Ф di, 
OD CC 1 О 

f dt i Ф dx вытекает из 1. 

Интегралы сходятся в полуплоскости Re р ^> 0, если и ^ 0 и 

l 'e р > -г а2, если а > 0 [ у = а > 2 ). 
' 1 с о 

Доказательство сходимости и равенства интегралов J dx J \ Ф dt, 
> i и и 
dt ļ , Ф dx разобьём на два случая: >• О и — ^ - < v < ( ) . 

II 

Если х 0, / 0, то из оценки (7) вытекает: 

Ф < C 2 v 1 " V-Sļ-F<*J| (7,) 

а) — ­ . 1 ­ <Г »• 0. Доказываемый факт следует из (еоремы 1.2., если 

воспользоваться оценкой Ф • д\ CĻ . . e ~ 9 t ~ ' 1 F(x) , ибо t" f Ka [01 



б) v^O. Д о к а ж е м отдельно следующие равенства: 
I СО ОО | 1 1 1 1 

ļ dxj \Ф[сИ = [dt I Ф dx, I dxļ Ф dt = ļ dt / i Ф dx. 
О i 

Д л я первого равенства воспользуемся оценкой 
Ф < C 2 ' v + ] Ме~1Г F(x) (! 1, х :> 0 ) , вытекающей из (7 , ) . 

Во втором случае из (7j) получим следующую оценку: 

Ф ; < С ; ; + 1

 1 е % и х ) , 

= C 2 V + 1 r ^ x - ^ \ F ( x ) \ .
 + Г е< < 

( 0 < У < 1 ) 

<л4с; / + 1 *
 ( 1

­
2 , >

. V ­ ­
( V +

 5 , )

Д ' ( Х ) | , 

поскольку функция е(у)^:у' с~ау (,к Д 0, а Д > 0) ограничена для всех 
i 

1'сД0, ­•)­ о о ) . Если учесть сходимость интеграла Jx~H' + t } F(x)'dx=­

0 
1 

= J Л "
­

~ * | F(х) dx(e = 2 ?'), то равенство следует по теореме 1.2. 
о 

с о 

итоге мы доказали равенство о Jе~ Fx(t)dt — o'+"­f( \ а) для всех l i 

a > « j и д л я всех вещественных »'. Если воспользоваться примечанием 
1 § 2°., то теорема д о к а з а н а полностью. 

П р и м е ч а н и я 2 .1 . 
i 
г-

1. Возьмём F(x) = l t £ „ [ 0 ļ и j ' = l . Тогда / х~
2

'"" F(x) dx== 
{ 

i 

I х~'~ v dx расходится. П о к а ж е м , что в этом случае F\(i)~^Ķ: 

с о 

гДД) = (27) уХ(Х, t ) H e , ^ d x ^ ­ v L ГЧК. 
о 

1 

Следовательно, требование о сходимости интеграла J х~2'~е \^(х) ^л"> 
о 

ПО крайней мере частично, является необходимым. (Возможно, что необ­

ходимым является только требование о сходимости интеграла 
i 

О 

/ х~2'' \F(x)\dx). 



2. Если 2 i ­f­ 1 = п (п = 0, 1, 2, . . . ) , то сходимость интеграла Fi {/) 
следует уже из условия F ( x ) 6 /С [^]. Однако , оправдать перестановку 
интегрирования, опираясь только на этом условии, нам не удалось. В этих 
исследованиях применялись более сильные теоремы, чем 1.1. и 1.2. ([8]). 

4°. Следующие теоремы приводим без доказательства . Кроме тех мето­

д о в , которые применялись в доказательстве теоремы 2.1., мы использо­

вали теорему свертки, а т а к ж е правило дифференцирования оригинала. 
i 

Т е о р е м а 2.2. Пусть F (х) с £ 4 " 1 1 1 сходится интеграл ļ\F(x)\x~īdx 
о 

(i- у > 0 ) . Тогда 

1) для всех t > 0 существует 
о э 

Т Г 

F, (i) miTt* ļ ц,{ \ ах, t) F(x)dx [а > 0 , Re у . ­ 0 ) ; 
и 

2) / 4 ( / ) t КаЫ 

0, если а ^ 0 

( А о£ — Re у i п 

•тах^ 0,
 L , если и j> 0; 

3) F 4 0 : ­ = — f(Vap-\-y) в полуплоскости Re р >• «*. 
У ар 4­ •; 

Т с о р е м а 2.3. Пусть F (х) с Zf„ [в] и сходится интеграл 
i 

J F(x) х "' 5 > 0 ) . 
Тогда 

Г) для всех t > 0 существует 

F, (t) = ļ/| | [2(/ - . v ) Г ' ' ­ 1 * " _ L , ( у ~ ) F 1 х)</х 

(Ь > 0; >• — вещественное, \ >•, <С N); 

2) F , ( 0 t A " n K ^ ш а х { 0 , « ) ] ; 

3) F , (/) д = ­ 4 t = x = / ( Р 4 ­ & Кр) ( R e Р > ш а х { 0 , в } ) . 

Чтобы упростить формулировку дальнейших теорем, определим функ­

цию с (/J, г, а) следующим образом: 

с ([},<*, а)­­

птах { а, \ а | }, если ,7 < " т т ^ = 

щах (а,! я ļ,ļ/"2/f- — а'-}, если ,-Г> 

( — оо <уУ < + о о , — оо < и < 4 - э о , — О С < а < 4 - оо) 



Т е о р е м а 2.4. Пусть F(x) непрерывна для х > 0 и F(x)€Ea[u\. 
Тогда д л я всех t > 0 существует 

г 

/': it) ~ /•(/)­ at {Щ& £ Ш F(х)ах( v < а • v ) ; 

?, (t) с У<­0 К Г max { 0 , « ) | и F, (t) * / 7 т ^ / ( S T ^ T ? ) 

( R e p > c ( , ; : « , a ; ) . 

Т е о р е м а 2.5. Пусть F ( x ) t Ea | a | . Тогда 

1) д л я всех ? > 0 существует 

/ • ! ( 0 = a v У Л [ а ( / ­ у ) Х < / / Л(« f у­ — 
U О 

| а 6 (— оо, ­f­ х . ) , если > . 0 
* ^ ~~" 1 ļ а ф0, если 0 > v > — 1; 

2) М О e/C„l«i " m a x ( 0 , a j |; 

3) F i (/) ^ ? : " ; / » ' ' / ( У / Ē T o ^ ) (Re р > г (Д «, я)). 

Кафедра общей математики 
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DAŽI F F R O S A T R A N S F O R M Ā C I J A S F O R M U L C P A M A T O J U M I 

/. V. Kurldiiis 
( K o p s a v i l k u m s ) 

Pieņemsim, ka funkcijas F(t) (t .*0) mi f(p) apmier ina sakar ību (1) . 
Bez tam dotas funkcijas q(p), u(p). 4J(x.i), kas apmier ina sakar ību (2) . 
Ja a p s k a t ā m a s funkcijas izpilda z i n ā m u s papi ldus nosacī jumus, tad no (1) 
im (2) seko sakar ība ( 3 ) . 

Darba dots p a m a t o j u m s dažām l i te ra tūrā s a s t o p a m ā m formāli izvestām 
šada tipa sakar ībām, ku rā s ieejošās funkcijas u(p) un q(p) neapmier ina 
pie t iekamos nosac ī jumus , kas doti А. M. F.frosa, V. A. Ditkina un L. Vlo-

darska t eo rēmās . 



ЛАТВИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 
УЧЕНЫЕ З А П И С К И , ТОМ viii, ВЫПУСК 2, 195(3 ГОДА 

О КАНАТНЫХ Ф У Н К Ц И Я Х 

Э. Я. РИЕКСТЫНЬШ 

Действительный член АН У С С Р Г. Н. Савин предложил канатными 
функциями назвать полиномы, которые встречаются при решении дина­

мических задач о шахтных канатах. Среди этих функций находится п 
многочлен Л я г е р р а L„(t). И. Н. Денисюк при решении одной из таких 
задач ввел новые канатные функции — полиномы L„ и Л„ [1], которые 
при помощи преобразования Л а п л а с а определяются следующим образом: 

&&4-ibt?+&tZli±* с ^ ' ^ ( 2 / Д ) + ^ ; ­ ' Д , ( 2 / , л ) = ^ ( / ) ; . ) (1) 

(р 4 ­ 1 ) ^ {р 4­ л ) " 1 

]%ф 1, я­ • целое неотрицательное, f(p) = J e~pt F (t)dt с F (t) 
И. Н . Денисюк нашел разностно­дифференциальное уравнение для 

полиномов Ь:11лЛ„, и отсюда получил рекуррентные соотношения для ко­

эффициентов этих полиномов. При обозначениях 

м & * ) = i л„{2(,1)= i (2) 

рекуррентные соотноигення для а!,А) и Ь{,,' имеют следующий вид: 

2 ­ а{;; + '2]) ­ (1 ­ « а \ ? + { ] 4 ­ ( 3 4 ­ X ) = ( 1 4 ­ л ) «1* ( 3 ) 

2 W + £ 3 t + I ) 6 i * + , * = i ( 1 4 ­ л ) Ь1Г № 
Отсюда трудно найти явные выражения коэффицентов, но они легко 

получаются другим путем. Этому посвящена настоящая работа. 

1. Сначала заметим, что при /. ф 0, 1 существует соотношение между 
L,, и Л„, поэтому нет надобности рассматривать две различные функции. 

Действительно, заменяя в формуле (1) р на ~/.р, согласно правилам 
операционного исчисления имеем 

1 \ " 

, хр 4­1)" ь
1 ,>.р + X)"+

1 i i о Л, + П 1 \ " 4
1 

1 
с — 

Но, с другой стороны, по формуле (1) оригинал имеет также вид 



Отсюда, сравнивая коэффициенты при показательных функциях, по­

лучаем 

LtI(2t,u) = ļA,(W, j) (5) 

Д л я коэффициентов это дает соотношение 

„<*>(/•) = л * ­ 1 А (

в * » ( | ) (6) 

Легко проверить, что при этом соотношении из формулы (3) получается 
формула (4 ) . 

При /. = 0 имеем 

1п(Р,Щ­ р { р + 1 ) „ + 1 

Оригинал этой функции в силу формулы 

имеет вид 

i 
F„(t,0) = [е~~Чп{Ъ) d, 

о 

Н о имеет место формула [2] 

Г 
где 

j e ­ x L„ (их) dx = e­' [La,, _> (/, и) — L„ («/)] + (1 — а)" (8) 

" к 
La„ (t, и) = У N„k(«) Ļ {п > 0), (г, и) = 0 

v = ( l V * 7 ;­к+\ \ ' I 

Таким образом имеем 
L„ (2t, 0) = Ш i tf, 2) ­ £ , ( 2 0 (9) 

Д ; ( 2 г , 0 ) = Д _ 1 ) " (10) 

Заметим, что в работах И. Н. Денисюка , например [31, встречается 
обозначение L„ (2t, 0 ) — — Л), ( 2 / ) . 

При = 1 имеем 

f („ ņ - _ 1 (Р ~ l j
a

" 1 ( P ­ l r "
 + 1 » 

В силу формулы (7) , получаем 

Р„(1,\) = ^е­'\Ь2п(2^­Ь2п + 1 (2t)] (1П 

Можно еще отметить частный случай X = — 1. Тогда 



2. В силу соотношения (5) ниже будем искать только Л„ (2/ , X) 
(Аф О, Д 1). Простейшим путем д л я этого являемся разложение изобра­

жения на простейшие дроби. Имея в виду формулу 

1 -JA t* 
Ī X T

 с е — 

можно заключить, что в разложении 

( / » ­ ! ) " ( р ­ л ) " = у ^ • у Ь^2* 

в'» ' и М/° имеют прежние значения. С другой стороны, 

и применяя формулу Лейбница, отсюда получаем 

k+'+i 

После перегруппировки Ьа можно представить в одной из следующих 
форм: 

Ь(Л) = ( _ ; )

* + " v V + 'i. / 2 л \ ' П ~ у " ' / М / я \ / 2 л jj/ 'LLPl+JV V > ­ f А / 2Х У' у / я \ / Я \ / 2 л V 

л U ­ i / Д \ ' / u ­ д ,J& I// U+/+yMi+v 1 

(13) 

3. Найдем еще разложение функции Л„ по обобщенным многочленам 
Лягерра . Рассматривая fn(p, Щ как произведение двух изображений, в 
силу формулы (7) при помощи свертки имеем 

F„(t,X)=j L„(2U — 2\г) е~~ L„{2i)di (14) 
о 

Применяя формулу [4] 

\hU (*)=<- .!)• Щ . е м ( i / J * ^ (15) 
найдем по формуле Тейлора 

7 „ ( 2 л г ­ 2 л 7 ) = I i '„*i f t (2X0 

Следовательно, 

t 
8 Fn(j;i) = e-'

J V L„
k

l* ( 2 i / ) *, /е~*»~*> CŽT)kL„(2r)df 
k=u

 к• J 
н 



Теперь разложим (2 / )* / .„ (2г) но полиномам Л я г е р р а . Согласно рекур­

рентной формуле для этих полимонов [4], справедливо следующее соот­

ношение: 
ЗА­

xkL„ (х) = (~\)kk\ % ( - 1 ) ' ^ L,^k + i{x) (16) 

Коэффициенты г!,",' определяются ниже. П р и м е н я я формулу (8 ) , имеем 

F„{t,л) = e''
J

 ļ L\flk (Щ (­ lf У (­ 1 f<&1 / e ­ ­ i l ­ } ) L„^k+i (2,)dr == 
A = (l / = () |l 

I) 

^ т ­
1

­ ^ Ž ( - Ц " С 1 к (2Щ l {—l)'cļVf/.«„_,+,•_, 
Ln—k+i (2t) + T = ī " ^ £ ( ­ Я ) ^ ^ , ( 2 л 0 1 ( ­ 1 ) ' ^ ( ^ ) 

1 д . xv »­*+<' 

Отсюда при обозначении 

ЛЛ̂) = | / ­ 1 ) ^ ^ ( ^ ) ' ' " + / 

получаем искомое разложение: 

M„(2t,).)=T

]­ t (­).f ^1,(2^)^(1) (17) 
1 — '• к=(> 

Остается определить См . Д л я этого используем опять преобразование 
Л а п л а с а . Имеем 

i .w=i( i­4­)" ив) 

*м,м­.).£[1(.­i)']= 
( = 0 

= < - ' ^ 1 < - > ^ ( ' - г * + , 1 ( п ­ ) ( : ) ( Л ) 
Отсюда в силу формул (16) и (18) получаем 

( ( * ) = ° при * < / ) 

Ввиду того, чте> с»*' не зависят от /., они могут быть вычислены раз 
навсегда и формула (16) может быть полезна т а к ж е в других случаях. 

По выражение р и к можно еще упростить. Д л я этого подставим 



Тел та 

. = ( - ! £ i ) - * | д - н < й д + д = ( И Г & [ ' . ) * • 

> п _ : д cii i ķ - 1 ' ь ­
V / * I" у " " 

I7Ī—О \ 

J=A­ m _ i — А' \ K 

Имеем 

m 

1,(­|)"("'Г)С)=в 

1 ( ­ 1 ) ' + 
л ­ 0 

к — i //' 

v (_iy+-ļ. 

I — /II — S 

l + s 

i 

[i — m - ļ - s / \ i 

(/г, m > i) 

:0 ( /?>/ . m gt\ 

ļm, к <r i\ 
\m к /) 

и поэтому 

i'uk 
m\ ļ к \ i m 

m I \i — k 

Дел ее, 

V 
m г 

(­ ­ 1 ) " 
Л ! <7x* 

­v"
J

'
 1 ' ­ ( l — v)* 

rl dx' 

и, наконец. 

л.=^;)"­'Л^("т1 ( 4,Н!Ш,­Ш„ ("•;•') (I) Ш 
(20) 

Это выражение для надо подставить в формулу (17) . Если после 
этого пользуясь фор пулой (15) собрать члены с одинаковыми степе­

нями i, то получим новое представление для 

й» и=£$] |д­ к ' („ ' ; , ) А , с д = 

7 У ч е н ы е ч.чпнекн. Том V I I I 



Из формулы (17) можно получить еще другое представление для Л.,. 
Рели использовать формулу [21 

La„ (•#,«) = — 1 L ^ i " ' ) 

то после перегруппировок найдем 

Л„ (2t, i) = ^ | ' •;)" | l „ (2*/) _ 

Таким образом, полученные формулы (13) и (21) д а ю т выражения 
д л я коэффициентов йу 4 <*), а формулы (17) и (22) представления поли­

нома Л„ через другие, более простые полиномы. 
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Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е ! I I I Ы И VI 1 1 I B B P C I П ИТ 

У Ч Щ 1 Ы Е З А П И С К И , Т О М VIII, В Ы П У С К 2, 1956 Г О Д А 

КОМБИНИРОВАННЫЙ СПОСОБ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПОЛНЫХ 
ВОЗМУЩЕНИЙ 

Ķ. А. ШТЕИНС 

В настоящей статье операция Д е л о н е применяется к вычислению воз­

мущений в случае острой соизмеримости средних суточных движений 
астероида с Юпитером. Показывается , что исключение короткопериоди­

ческих членов (§ 1) возможно, а исключение долгопериодических (§ 3) 
и вековых членов (§4) неэффективно. Н а основе возможности исключе­

ния короткопериодических членов предлагается новый вариант опреде­

ления полных возмущений (§ 5) . 

§ 1 

Под «операцией Делоне» [1] понимается приём составления диффе­

ренциальных уравнений, определяющих зависимость от времени тех про­

извольных постоянных, которые вошли в решение уравнений, построен­

ных д л я одного периодического члена и непериодической части возму­

щающей функции. 
Рассмотрим теперь исключение короткопериодического члена А cos D * 

с непериодической частью ­ В пертурбационной функции It7. В этом 
случае возможно установить, какого порядка будет каждый член относи­

тельно массы возмущающей планеты т'. Интегрируя вспомогательную 
систему методом последовательных приближений в первом приближении 
имеем 

а = о 0 + m'fa («о, Щ, ' о ) cos D % (1) 
е = <?о 4 ' « 'Л («о, Ь% (',))cos Л , , (2) 

i = i0 Д m'fiU'o, 6в, 'и)cos Щ (3) 
D* = D 0 * + пг'/г, ( О о , Щ io)sin Dl] 

= <"ж + "о Р + с) + m'f<» ео> Ы s i u D " (4) 
о = o 0 r t + n()(tArc) + m'fa (a n , et). у sin Г)" (5) 

1Г = № + Ч­> + Щ + Un't + q (6) 

где u, e, i, M, v>, 11 соответственно большая полуось, эксцентриситет, 
наклонность, средняя аномалия , долгота перигелия и долгота восходя­

щего узла; п' ­ ­ среднее суточное движение Юпитера , q ­­­­­ некоторая 
постоянная, t — время, /Д Д /я, /4 целые числа; а0, е0, Д ' ' 0 0 i ^­сю>

 с по­

стоянные интегрирования, fa, fe, . . . . — малые величины нулевого по­

рядка, Di ' i такая ж е линейная функция от «j" = ­Д <>n(t А ­ с), . . . . 
как D* от IJ ; щ, i.'o — некоторые определенные функции постоян­

ных интегрирования г, flo, еп, /о­

7* 



ПёрехОДЯ к новым каноническим переменным Д е л о н е будем иметь с 
точностью до малых величин первого порядка включительно 

L = к \'а0 (7) 

G : - k \ļan{\ — * | ) (8) 

tT = к \ / č j j ) cos iu (9) 

№ = i\ 1 (/;•;. (/ с) ­ / д . / ' — / 3 о«' ­ iji't ­ ? | (10) 

" ° = '"'оо + Щ 1 * + * ) ( П ) 
i2° = Й и 0 + <_\, (г + с ) (12) 

где Д)о некоторая функция постоянных интегрирования. 
Выразим теперь функцию Гамильтона системы дифференциальных 

уравнений, к которой окончательно переходим после выполнения опера­

ции Делоне, то есть функцию 

IV, С i-Ji't. , (13) 
где 

u , iv ( в а c o s / ; * ) 

через новые переменные, ограничиваясь при этом точностью до малых 
величин первого порядка включительно. Д л я этого подставляем в (13) 
выражения (1) (12) и С в ы р а ж а е м при помощи интеграла Якоби. 
После простых преобразований новая функция Гамильтона примет сле­

дующий вид 

Г 2 ( « о , йя, «о, М°,ог, £>°)—В{а0, е0, i0). (14) 

Все периодические члены находятся в функции № 2(с/о, е0, . . . . £i°). 
которая получается из W2(a, е, . . . . J- J) заменой а, е, i, М, ш, £1 на Оо, 
ед, /о, А4:\ «>'', £1] соответственно. Т а к как IV 2 есть та часть возмущающей 
функции, в которой отсутствуют члены, входящие в функцию Гамиль­

тона вспомогательной системы, то очевидно, что тригонометрический 
член с аргументом Dl не содержится в составе членов первого порядка 
относительно массы возмущающей планеты. Так как мы не выписывали 
членов высшего порядка, то упомянутый член оказался передвинутым в 
состав членов высших порядков новой в о з м у щ а ю щ е й функции, ибо в со­

ставе членов второго порядка имеются, вообще говоря, члены со всеми 
возможными аргументами. 

И т а к в применении к коротко­периодическому члену операция Делоне , 
действительно, дает возможность исключить соответствующие члены из 
совокупности членов, низшего порядка путем передвижения его в сово­

купность членов высшего порядка. 

§ 2 

Мы не имеем права утверждать , что долгопериодические и вековые 
неравенства являются .малыми величинами первого порядка относительно 
возмущающей массы tri. Учитывая это, мы будем здесь поступать иначе. 
Именно, мы примем, что решение вспомогательной системы дифферен­

циальных уравнений для схемы Делоне , соответствующей рассматривае­

м о м у долгопериодическому иди вековому тригонометрическому члену, 
получается по формулам (1) — (б) только с той разницей , что величина 
//••' заменена па к.,, к.- ко соответственно. Величины ка,к,, ко 



выбраны так, чтобы величины / а , . . . . были бы величинами нулевого 
порядка малости. Если бы оказалось, что k„^ k e ^ . . • Щ , то мы полу­

чили бы случай, рассмотренный в предыдущем параграфе . Если величины 
k„, ke, можно считать достаточно малыми, то при помощи ана­

логичных рассуждений мы можем оправдать выводы настоящего пара­

графа, заменяя , в наших рассуждениях величину т' величиной *k». 
В связи с этим возникает идея обобщенного представления об операции 
Делоне, как об операции, которая передвигает члены, которые учитыва­

лись в вспомогательной системе, из состава членов низшего порядка 
малости относительно некоторых величин «k», считаемых за малые пер­

вого порядка, в состав членов более высокого порядка малости относи­

тельно тех ж е малых величин. 
Ц е л ь ю настоящего параграфа является проверка того, что если kr 

принимают значения примерно равные е0, то д а ж е и такое обобщенное 
понимание операции Д е л о н е не дает возможности ее успешного приме­

нения. 
Д л я доказательства этого достаточно следующее рассуждение. Пусть 

мы хотим «исключить» из возмущающей функции долгопериодическип 
член .4 (а, /) е' cos (М — 2М' ­' ­ ю + ii — ы ')= Ае' cos D*. Значок «'» 
означает, что соответствующие величины относятся к возмущающей пла­

нете. Пусть решение вспомогательной системы таково, что ke = eo. Тогда 
мы имеем 

е =­<?о i <?(,/,. cos D o ( 1 5 ) 

Остальные «/г», ради простоты выкладок, приравняем нулю. В остав­

шейся части возмущающей функции W% имеется член 

В [и, /') е сев (D* ы'4­ о + и). (16 ) 

По правилам операции Делоне в функции ИД старые переменные 
ci, е, должны быть заменены их выражениями через новые перемен­

ные Оо, е 0 , Д а л е е таким образом полученная функция должна 
быть разложена в ряд Тейлора по степеням а — ап, с с» Это 
порождает группы членов различных порядков. В рассматриваемом здесь 
простом случае разлагать в ряд Тейлора не надо и возможно ограни­

читься подстановкой выражения (15) в (16) . Отсюда видно, что члены 
низшего порядка сводятся к члену 

Вёц c o s i / Д — . / •!>': , , ' ) . (17) 

а члены высшего порядка к членам 

ĻB/te0cos(2 Di,— о/ + ii" Д >,") Д ~В/ес­ с о Д г / ­ ii"- ,.,"). .(Ж) 

Поскольку порядок малости в нашем случае определяется степенью 
Щ (входящего множителем) , постольку здесь все группы членов (17) п 
118) оказываются имеющими одинаковый порядок малости. 

И т а к в рассматриваемом случае в итоге применения операции Делоне 
из члена В (а, i)eo>>(D:* — « ' + fi ­f­ а»), который имеет такой ж е поря­

док малости, как и «исключаемый» член, в возмущающей функции ВОЗНИКЛИ 
три члена такого же порядка малости. Тем самым в случае к.­—. е„ опе­

рация Делоне , д а ж е будучи рассматриваемой в указанном обобщенном 
смысле, оказывается несостоятельной. Действительно, в результате этой 
операции мы не только не добились уменьшения числа членов данного 
порядка, но больше того ­ дополнили м и члены низшего порядка 
еще несколькими новыми членами. 



§ з 

Чтобы показать несостоятельность применения операции Делоне к 
исключению долгопериодических членов, согласно с результатами пред­

ыдущего параграфа , следует показать, что у долгопериодических нера­

венств ке е0. Мы не будем выводить д л я е формулу в виде ряда Фурье, 
а удовлетворимся приближенной оценкой величины кР. Именно, вместо 
величины кг мы возьмем максимальную амплитуду изменения ё за пе­

риод изменения этой величины. 

В случае точной соизмеримости (п — г*^*" 1 ^ ' = 0) удовлетворимся 
рассмотрением приближенной формулы, выведенной нами для точной 
соизмеримости и приводимой в статье, помещенной в настоящем сбор­

нике [2Ļ Из этой формулы непосредственно видна величина амплитуды 
изменения е. Удовлетворяясь малыми величинами низшего порядка отно­

сительно с 0 и подставляя численные данные для главного члена планет 
Гекубы, получим, что амплитуда изменения эксцетриситета есть 

Легко сообразить, что эта величина на практике часто может прини­

мать значения, близкие к <?0. Действительно уже при е0 0,1 это выра­

жение принимает значение 

которое при D,V > 90° близко к 0.1 . 

Полученное значение ке в согласии с признаком невозможности при­

менения операции Делоне показывает , что эта операция неприменима к 
исключению долгопериодических членов, т а к как при немного лучших 
условиях (т. е. при меньших величинах этих амплитуд) «исключение» 
будет весьма неэффективным. То обстоятельство, что мы оценили ампли­

туду т о ч н о й соизмеримости несущественно, ибо д л я острой соизмери­

мости под радикалом имеется еще добавочный положительный член, 
вследствие чего амплитуда только увеличивается. 

Этот параграф мы посвящаем определению ke в случае «исключения» 
главного векового тригонометрического члена с аргументом S2 ­ j ­ w — ч>' 
при помощи операции Делоне . Так к а к мы ж е л а е м установить только по­

рядок величины ke, то мы удовлетворимся величинами второго порядка 
относительно эксцентриситета. 

Во вспомогательной задаче мы здесь будем учитывать всю непериоди­

ческую часть функции Гамильтона и исключаемый тригонометрический 
член. 

(19) 

0,07 1 1 — cos 0 о , 

§ 4 

­ В — А cos D* 
к-

2а + (о) , 1 , 9 , \ цШ 

— \ ­ е е ' Л
(

{ ' c o s + ­ <•>') (20) 

где еЦ\ aV, AV коэффици 
тера, к постоянная притяжения. 

коэффициенты Л а п л а с а , а ' полуось орбиты Юпн­



Соответствующая система дифференциальных уравнений имеет два 
интеграла, а именно интеграл 

о = а 0 (21) 
и интеграл Якоби 

ak­ | Г 1 to) i 1 , .» i « ю ) 1 , .viļ ,.ļt i , . ļ <(' 
F w 2a + [-Г П 4 -8 (e'+e ) А , - т ее А V cos (-C + - - )j = С ш 

(22) 
При помощи этих двух интегралов мы выразим величину D*=il-\-

Д со — со' через е и подставим таким образом полученное значение 
в дифференциальное уравнение для е. Введем обозначения 

C p i - ^ - ( ^ V + ; ^ ^ > ) ^ D 0 , (23) 

e* = z, (24) 

ŗ ^ f f i j ­ д ­ . = * * (26) 

В формулах (23) — (26) в функциях Л' ' , Д 'Р величина « з а м е ­

нена ее постоянным значением а0. 
При этих обозначениях дифференциальное уравнение для с после 

указанной подстановки примет следующий вид 

,dt (27) 

В первом приближенна при интеграции уравнения (27) заменим 
[' 1 — z через V 1—ļšf« Дальнейшими приближениями заниматься не 
будем. Тогда после интеграции получим 

« = Д с о з ­ \JL , (28) 

Обозначая нетригонометрическую часть через е(>, где 

—
 1 —

1 ( 9 0 ) 

получим для с следующую формулу 

е 2 = ^ + ­Д(оГ *\-*п~7т™* Д7= — C + (
3 0

> 
л 1

 1 л i 4 У я„ а' 
Подставляя численные значения для планет типа Гекубы, получим 

е­ *=<Д Д 0,064 ļ / e ļ " —10 , 0 3 2 ) - ' cos О Д ­ 1 0 ­ ' (jS + с) (31) 

Отсюда можно виден», что исключение векового члена т а к ж е мало 
эффективно. 



§ 5. 

Из § 1 непосредственно видны следующие свойства операции Делоне : 
1. Свойство повторимости операции Делоне . «Исключение» коротко­

периодпечеких членов не зависит от того, было ли перед этим выполнено 
некоторое исключение других короткопериодических членов или нет. 

2. Свойство аддитивности неравенств, соответствующих отдельным 
членам возмущающей функции. 

При исключении тригонометрических членов эти члены устраняются 
из состава членов возмущающей функции первого порядка , причем пол­

ные возмущения получаются, как сумма неравенств, определенных в от­

дельных упрощенных задачах и в последней задаче . 
3. Свойства интегрируемости. 
Отдельные упрощенные системы дифференциальных уравнений для 

короткопериодических членов могут быть проинтегрированы методом по­

следовательных приближений в первом приближении. 
Все указанные свойства имеют место с точностью до малых величин 

первого порядка относительно возмущающей массы и дают нам сле­

дующую теорему: 
Чтобы получить полные возмущения с точностью до малых величин 

первого порядка относительно массы возмущающей планеты, следует про­

интегрировать систему дифференциальных уравнений, в возмущающей 
функции которой отброшены вес короткопериодические члены, и к таким 
образом полученным неравенствам прибавить короткопериодические не­

равенства, полученные методом последовательных приближений в первом 
приближении. 

Согласно этой теореме следует интегрировать систему дифференциаль­

ных уравнений, возмущающая функция которой состоит из вековых и 
долгопериодических членов. М е ж д у этими членами, кроме членов типа. 
(<7* : / "* ) , будут также члены, у которых отношения коэффициентов сред­

них аномалии М и М' только приблизительно равняются q* : г*. В слу­

чае ллапет типа Гекубы (1 : 2) такими членами, например, могут ока­

заться члены типа 4 : 9. Вообще говоря, если соизмеримость выражается 
от ношением q* : л* (</*, г* малые числа) , то может оказаться , что ДОЛГО­

периодическимн членами являются также члены типа {jq* ­ ­ s): (jr* + р) 
при условии, что !/' | > > 1, а s и р малые целые числа. .Между коэффи­

циентами (jq* ;­ s):(jr* — р) и показателями степеней h, h', 2/, у мно­

жителей е, е', < r = s i n ' существует связь 

А + Ы - 2/ .. j{q* ­г*) +s4rp\ (32) 

Следовательно, поскольку / / q* ­ г* большое число сравнительно с 
s | ­ р , постольку соответствующие члены имеют очень малый множитель 
с''е'"'а­' и эти члены можно отбросить. Таким образом , мы пришли к 
заключению, что в итоге применения первых двух этапов комбинирован­

ного метода мы приходим к системе дифференциальных уравнений, пер­

турбационная функция которой есть пертурбационная функция одно­

кратно осредненнон эллиптической ограниченной задачи Делоне­

Хплла. 
Завершающий этап определения полных возмущений состоит в ин­

тегрировании системы дифференциальных уравнений однократно осред­

неннон задачи Делоне­Хилла. В этом п а р а г р а ф е мы рассмотрим интегра­

цию этой спсюмы методом численного интегрирования. Методом числен 
НОЙ интеграции возможно интегрировать, вообще говоря, любую систему 
дифференциальных уравнении. Систему дифференциальных уравнений 



оскулируюших элементов эллиптической ограниченной задачи трех точек 
для малых планет весьма часто интегрируют методом численной интегра­

ции. В этом случае, выбирая интервал табуляции примерно 40 дней, 
можно отбросить в формулах численной интеграции первые, вторые и 
т. д. разности и, таким образом, свести интегрирование к простому сум 
мированию. Получаются довольно точные результаты ( + 0 ° . 01) при срав­

нительно не трудных вычислениях, ибо правые части дифференциальных 
уравнений возможно табулировать с постоянными значениями а, е. . . для 
сравнительно длинных промежутков времени. Посмотрим, каковы будут 
преимущества и недостатки, если мы вместо интегрирования системы диф­

ференциальных уравнений неосредненной задачи займемся интеграцией 
системы дифференциальных уравнений однократно осредненной эллипти­

ческой задачи Делоне­Хилла . 
Численная интеграция системы дифференциальных уравнений одно­

кратно осредненной задачи Делоне­Хилла дает следующие преимущества. 
1. Интервал табуляции можно выбрать сравнительно большим, ибо 

аргументы тригонометрических функций долгопериодических и вековых 
тригонометрических членов меняются медленно. 

2. В связи с тем, что интервал табуляции можно выбрать сравни­

тельно большим, учет изменений и, е. . . при к а ж д о й табуляции правых 
частей дифференциальных уравнений также не представляет особой 
трудности. 

Второй пункт имеет большое принципиальное значение. Действитель­

но, при интеграции системы дифференциальных уравнений оскулирующпх 
элементов неосредненной задачи, табуляция правых частей дифференци­

альных уравнений проводится с неизменными значениями а, е. . . при 
сравнительно длинных промежутках времени. К а ж д ы й такой этап соот­

ветствует при аналитическом интегрировании методом последовательных 
приближений первому приближению. Переход к исправленным значениям 
элементов при численной интеграции системы дифференциальных уравне­

ний оскулируюших элементов неосредненной задачи носит весьма слу­

чайный характер . Следовательно, с точки зрения учета долгопериодиче­

ских возмущений этот метод неудовлетворителен. Второй пункт показы­

вает, что этот недостаток отсутствует при интеграции системы дифферен­

циальных уравнений однократно осредненной эллиптической ограничен­

ной задачи Делоне­Хилла . 
Численная интеграция системы дифференциальных уравнений одно­

кратно осредненной з а д а ч и имеет следующий недостаток: правые части 
дифференциальных уравнений однократно осредненной эллиптической 
ограниченной задачи Делоне­Хилла даются в виде бесконечных рядов, г, 
то время, как правые части дифференциальных уравнений неосредненной 
задачи имеют несколько членов, Следовательно, табулировать правые ча­

сти дифференциальных уравнений однократно осредненной задачи го­

раздо сложнее. 
Указанный выше недостаток частично компенсируется выбором боль­

шего интервала табуляции. Этот недостаток делается незначительным в 
случае планет с малыми эксцентриситетами е и наклонностями /'. В слу­

чае малых значений е и / бесконечные ряды можно оборвать на членах 
первой или второй степени относительно с и /. 

Поэтому мы рекомендуем первый вариант комбинированного метода 
применять к планетам типа Гекубы, если 

V '6° 
i< 10° (33) 

580" < п < 620" 



Так как мы будем применять этот метод д л я планет с малыми е и i, 
то, учитывая возможное быстрое изменение со и й , рекомендуется ввести 
переменные Л а г р а н ж а 

р = t g | sin ­Q, q = tg / cos ­f>; Л =e* sin {w 4 ­ 1>), / = <? cos (w 4­ Ц). (34) 

В этих переменных мы имеем с точностью д о малых величин первого 
порядка включительно следующие дифференциальные уравнения одно­

кратно осредненной эллиптической ограниченной з а д а ч и Делоне­Хилла 
для планет типа Гекубы 

% = 2 l / " " ' ' k { ­ [0,5 (3 4­ D) c'l> ­ 2а\е' sin (О* 4­ , / ) 4 ­ 0,5 (4 4 ­ D) c
{VX 

X (/ sin D* — h cos D*) 0,25(38 4> 13D 4 ­ D­) c'V e'* s i n ( 2 D * 4­ 2o/)­­

— 0,25(44 4 ­ 13 D ­­ D ž ) с{?[(& — /г) sin 2D* + Щ cos 2D*] + 

4 ­ 0 , 5 e'.(42 + 13D 4 ­ D­) cfņ s i n ( 2 D * + .->')-Ļ- c o s ( 2 D * 4 - e / ) ] — 

— 0,25 c ( ? (V* — P 2 ) sin 2D* - 0,5 c ! ? pņ cos 2 D - ) , (34) 

d ^ = \ - 2n' - • { D c ? 4- 2e' [0,5 (3£> + № ­ 2"J cos (/> 4­ , , ' ) 4­

4 ­ (1 — 3,75 D — 8») вЩ (l cos D* — Л sin D*) ) (35) 

JA ( _ c ' J ) 9 + c ( ^ c o s 2 D * ­ c ? p s i n 2 D * ) . (36) 
" ' 4a' V а 

d l = (сУр + сУр cos 2 D * + ^ sin 2 0 * ) , (37) 
" ' 4 a ' I­ а 

*S = ­ A ' ' ^ ­ [0,25 (D 4­ D 2 ) E F l ­ 0,5 (4 4­ D) ГТ cos / ) * 4 ­
" ' а' |/ а 

4­ 0,25 (44 4­ 13D 4­ D*) с{

? (I cos 2D — A sin 2/)*) 4 ­

4­ 0,25 (2 — D — D*) e' cos ­V], (38) 

| = : I ­ 0,25 (D 4­ D­) h ­ 0,5 (4 4 ­ D) c'f sin D* 4 ­

4­ 0,25 (44 -ļ- 13D 4- Ds) c\} (h cos 2 /> 4 - I sin 2 D ) — 

— 0,25 (2 — D — D'1) Г 1? f' sin <•/[, (39) 

где Z)* = M 4­ и + 11 ­ 2M' — 2<>/, < * = " , , D = • 

В дифференциальных уравнениях д л я h и / отброшено по одному 
члену с множителем г', ибо эти члены имеют весьма малые коэффици­

енты. 

Кафедра теоретической физики 
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Darbā tiek parād ī t s , ka Delonē operāci ja ir efektiva vienīgi īsperiodu 
locekļu i zs lēgšanā . Izmanto jo t šo īpaš ību, no di ferenciā lvienādojumiem tiek 
izslēgti visi īsperioda locekļi. Tiek ana l i zē t a s pr iekšrocības un trūkumi, 
diferenciālvienādojumu, k a s sa tur garper ioda un gada simta locekļus, skait­
liskā i n t eg rē šanā un doti at t iecīgie v ienādojumi . 





Л Л Т В И П С К И П Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т 1 П ' 
У Ч Е Н Ы Е З А П И С К И , Т О М V I I I , В Ы П У С К 2, 19,% Г О Д А 

К ВОПРОСУ О РЕШЕНИИ ОСРЕДНЕННЫХ ЗАДАЧ ТИПА 
ДЕЛОНЕ­ХИЛЛА 

А'. А. ШТЕЙН С 

Впервые метод численного интегрирования при решении осредненных 
задач типа Делоне­Хилла был применен Хиллом [1] для планет типа Ге­

кубы, причем в разложении возмущающей функции учитывались члены 
до восьмой степени эксцентриситета * включительно. Б. А. Орлов [2] та­

ким ж е способом вычислил долгопериодические возмущения д л я малой 
планеты (279) Туле, учитывая члены до шестой степени относительно е. 
Некоторые этапы численного метода весьма громоздки. Больших вы­

числений треубет нахождение е из уравнения, в ы р а ж а ю щ е г о интеграл 
Якоби. Так , например, для этого Б. А. Орлов решает уравнение 12­й сте­

пени. Такого решения в аналитическом виде никто не производил. Более 
того, некоторые из авторов отрицали возможность решения в аналитиче­

ском виде, считая его чрезвычайно сложным. В настоящей статье рас­

сматривается способ аналитического разрешения уравнения, записываю­

щего интеграл Якоби, относительно эксцентриситета. Нам кажется , что 
в некоторых случаях решений задач типа Делоне­Хилла , равно как и для 
анализа возможности выполнения операции Д е л о н е , такой способ яв­

ляется наиболее целесообразным. Этому мы посвящаем §1 и § 2. В § 3 
мы даем численные примеры, которые убеждают нас, что выведенные 
приближенные формулы оправдывают себя на практике. Чтобы получить 
полное представление о решении осредненных з а д а ч в квадратурах , мы 
включили в настоящую статью преобразование дифференциальных урав­

нений к такому виду, который по нашему мнению весьма удобен для 
практических целей (§ 5 ) . В § 4, используя выведенную в § 2 формулу, 
мы оценили период либрации для планет типа Гекубы. 

Д л я определенности в дальнейшем будем рассматривать плоскую 
круговую ограниченную задачу Делоне­Хилла . 

Выберем систему кеплеровых фазовых координат (а, е. М, ее), где о. 
е, .И, со соответственно большая полуось, эксцентриситет, средняя ано­

малия и расстояние перигелия от узла . Тогда для ограниченной плоско!'! 
круговой задачи трёх точек Солнце ­ Юпитер ­­ астероид будем иметь 
следующую систему осредненных ^дифференциальных уравнений возму­

щённого движения 

§ I. 

им 
dt 

da 2 I а d\lX'\ 
к

 1 01) 

li _ 2ļ '~ а д\Щ _ 1 — <>-• о [1Г1 
ti'h к да ItVa?

 д е 

dr 
dt 

" ļ / l — е- О/ - V I — — г * | д\ W | (1) 

l/d) 
dt 

у Д _ pi ,цщ 

к Уае <>'• 



где 

У ч х 

WdM = У « V , „ (а, е) cos j D*, (2) 

I) = 9 * Л 1 + г* (и> ­ УИ') (3) 

Здесь М' — средняя аномалия Юпитера , /г — постоянная притяжения , 
/ — время, q . г* -- целые числа. У этой системы существует интеграл 
Якоби 

| + k V а Т Г ^ О я ' + [W\ = Cv (4) 

где а' среднее суточное движение Юпитера, и интеграл 

rq':'~l к у а — к у а (1 — e*J = С а (о) 

Интегралов (4) и (5) достаточно, чтобы систему (1) проинтегрировать 
в квадратурах . Д л я этого следует написать уравнение д л я D*, имеющее 
в нашем случае вид 

<Ф* _ _ .... , • д*к Ц*Vа d\Щ __ (1 — е-) д* д[Щ , г* У Т ^ ­ Д З д\Щ 
Ш — Г П #!> й "Д«" kYae бе + Л " * '

 1 ' 

и из этого уравнения при помощи интегралов (4) и (5) исключить пере­

меннные а и е. После этого уравнение (6) будет интегрироваться в квад­

ратурах, а переменные а и с потом получаются как функции времени с 
помощью интегралов (4) и (5 ) . 

Чтобы осуществить исключение переменных а и е, следует воспользо­

ваться разложениями а (5) в степенные ряды относительно е, сходящиеся 
при достаточно малом е. В функции возмущения [W] величину а т а к ж е 
Нужно выразить через эксцентриситет е. Полуось а входит в пертурбаци­

онную функцию [W] через коэффициенты Л а п л а с а . П р е д п о л о ж и м , что та­

кая замена а осуществлена в интеграле Якоби ( 4 ) . З а м е т и м теперь, что 
пертурбационная функция [W] имеет .малый множитель массу возму­

щающей планеты т'. Опираясь на это обстоятельство, можно искать вы­

ражение е через аномалию D* в виде ряда по степеням т'. После исклю­

чения а из интеграла Якоби он примет следующий вид 

( « 2 ­f tn'b2)e
i ­•• («, + tn'bi)e

i Д . . . -ļ- т' (схе ­ j ­ с­,е­ ­ ( ­ . . . ) cos D* ­|­

­ т'(с/е ­­ cs

fe* Д . . . )соз Ш* — . . . = С, (7) 

Множитель т' у постоянных подчеркивает, что эти члены произошли 
от возмущающей функции. Величины ūi суть некоторые постоянные. 

Введём вместо постоянной С\ другую постоянную связанную с по­

стоянной С; следующим уравнением 

a,el + a,eļ + . . . = С , . (8) 

Одновременно введём величину \е, связанную с с и во соотношением 

с = с„ — \е. (9) 

Тогда уравнение (7) при т' —0 будет иметь корень \е — 0. Считая 
т' малым, будем искать тот корень уравнения (7) [на практике это урав­

нение с конечным числом членов] относительно \е, который стремится 



2е0 (а2 4 - 2 а 4 eļ 4 - . . . )=ļ 
2a 

решение будет иметь вид ряда по целым положительным степеням т'. 
Таким образом в случае отсутствия острой соизмеримости с точностью до 
членов первого порядка включительно имеем 

е = е о + + - l J l~el Wl - Ā ± T '***7_0 c o s D * + 

k Va0 e0 (q*n — r'n') 

_ļ_ У* ' " ' (< , ' i< 'o +
 c'i

 el ;•.) / i ­ ' o ( Vl—«l ­ r* 9 1 ­ 0 C Q S 2 £ ) * _ ļ_ ( l i ) 
А V*i iū e0 \q n — r'n') 

В этой формуле e0 обозначает постоянную, которая отличается от вели­

чины обозначенной той ж е самой буквой в предыдущих формулах на 
постоянную величину порядка т'. Нетрудно усмотреть, что полученная 
нами формула (11) в точности совпадает с классическим результатом, по­

лученным способом последовательных приближений в первом приближе­

нии. Не трудно убедиться, что это имеет место т а к ж е для остальных не­

известных. 
Примером указанного совпадения могут служить вычисленные Акесо­

ном [3] в задаче Делоне­Хилла возмущения е и а д л я планеты (495) 
Евлалия . В работе Акесона интеграцией уравнений задачи Делоне­Хилла 
были получены следующие результаты 

с = 0,14260 — 0,00576 cos у0 — 0,00005 cos 2уп, 
где 

уп = 11", 707 t 4­ с 

a = « o ( l - ļ ^ + i ^ - ģ ^ + . . . 

Р е ш а я эту задачу методом последовательных приближений в первом 
приближении и удовлетворяясь только тригонометрическим членом с 
cos D * получим для первого тригонометрического члена в возмущении 
эксцентриситета следующее значение 

— 0,00547 cos (12" , 735 t 4 ­ с) 

П о элементам Ш т р а к е для 1925 г. (см. «Эфемериды малых планет» 
на 1948 г. часть 2) среднее суточное движение планеты Евлалия стало 
равным 9 0 4 " , 749, вместо 910" , 120 к а к это принимал Акесон согласно 
элементам Нейгебауера для 1902 г. Таким образом Е в л ал и я приблизи­

лась к месту точной соизмеримости. С элементами Ш т р а к е для 1925 г. 
нами была заново решена задача Делоне­Хилла для Евлалии, при учёте 
только одного главного тригонометрического члена, а именно, члена с 
cos £>*. П р и этом оказалось , что и тут, несмотря на приближение к точ­

ной соизмеримости, формула (11) для возмущения эксцентриситета оста­

ётся пригодной. 
После этого, естественно, возникает вопрос о том, насколько близко 

МОЖНО подходить к точной соизмеримости, не теряя возможности пользо­

ваться формулой (11) . Д л я выяснения этого вопроса мы предприняли 

к нулю при стремлении к нулю величины //;'. Из общей теории известно, 
что в случае, если 



следующее/ вычисление. Имея 11 виду, что точная соизмеримость 3 ! 1 до­

стигается при п ^ 897",4, мы взяли последовательность значений //, при­

ближающихся к указанному критическому и для этих значений и, при 
неизменных значениях остальных элементов, мы вычислили амплитуду 
изменения элемента е, соответствующую решению з а д а ч и Делоне­Хилла . 
Ту ж е амплитуду изменения е мы определили для тех ж е значений п ме­

тодом последовательных приближений в первом приближении. Резуль­

таты вычислении приведены в таблице. В первом столбике даются избран­

ные значения п. Второй столбик содержит значения величины (п — Зп'), 
характеризующей остроту соизмеримости. В третьем столбике даётся 
амплитуда изменения эксцентриситета соответственно решению задачи 
Делоне­Хилла . В последнем — четвертом столбике даётся коэффициент' 
при соответствующем неравенстве эксцентриситета, вычисленном по ме­

тоду последовательных приближений в первом приближении 

2 3 4 

904 ".5 7 ­ 1 0.009 0.009 
902 ".5 5". l 0.011 0.012 
900 ".5 3"Д 0.011 0.021 
898 ".5 0.019 0.058 
897 ".5 0".12 0.039 0.53 
896 ".5 ­ ­ 0".9 0.038 0.071 
89 5 ".5 — 2 ".9 0.015 0.022 

Из этой таблицы видно, что результаты двух сравниваемых методов 
вычисления амплитуды главного неравенства эксцентриситета начинают 
расходиться лишь начиная с п — Зп' = 5", т. е. для планет типа Гс­

стии. По данным 1948 года («Эфемериды малых планет») оказывается , 
что в этой группе не существует планет, которые были бы расположены 
в области п — Зп'1 <^ 5". 

§ 2. 

Рассмотрим теперь случай точной соизмеримости средних движений. 
Г) этом случае следует уже в первом приближении учесть высшие степени 
Ле. Запишем интеграл Якоби (4) в следующем, более сжатом виде 

' / М О • \\Г С (12) 
I дс 

Ф(а) = 'Ļ • //'/••</ k У а 

Р а з л а г а я выражение Ф(а) — [W], учитывая формулу (5 ) , в ряд Тей­

лора по степеням величии;,! (с ­ с о получим уравнение (12) в следую­

щем виде 

Оф 
(е­С) 1 д­Ф , v, ­ 1 ()'"Ф , 

... 4­ m' (с. е.. 4­
2 ае v 1 6 ие* v ' 1 1 !1 1 

4­ с.,&­, ­4­ . . . ) cos D* 4­ tri (с\е%%4­ r.,cļ 4 . . . ) cos 2 D * + 

rri [i\ 4 - 2c. eu 4- ...) (<-- — ct) cos D* 4 - m (c\ 4- Щ ei%4­ ...) (e — 

­ <•„) cos 2 0 * 4­ . . . = C, (13) 



Постоянная интеграции С>, определяется при начальных условиях е­­

— с„, D * = A i * . Представляя значение Сл в уравнение (13) получим 

ОФ , ч , 1 б2Ф, . 1 д'­'Ф, ... . , , , „ . , 
Oj (е­е0) + у w , (е­е0)­ Д т (с ­ е())

л + . . . + m< ( q + 2 с 2 е 0 Д . . . ) Д ­

— е 0 ) cos D * + т' (с\ + 2Д е0+ . . . ) (* ­ «jj cos 2 D * + . . . + 

+ m' (й, e ō + с 2 Д ­f . . . ) (cos D * — cos ZļJ) + да' (сļ e 0 + 

+ 44+ . . . ) (cos 2D* — cos 2Щ + . . . = 0 (14) 

Рассмотрим сначала слцчай, когда 

* = » № 
т. е. случай точной соизмеримости средних суточных движений. 

Чтобы выяснить какие члены в уравнении (14) следует учесть, вы­

и . О­Ф " О'­'Ф г-г 

числим для случая точной соизмеримости коэффициенты и . Д л я 

первого из этих коэффициентов получаем следующее выражение 
У­Ф __ЗД k V а Q п 
t , e i ' ( i ­ . 0 7 ( r v - ' - V i - h )

3 

Вычисляя второй коэффициент, ограничимся малыми величинами пер­

вого порядка относительно еа включительно. Тогда получим следующее 
выражение 

< Э З Ф _ 9eak Vann 
дез , , . * „ * ­ ! 

( r V -
1

- ! )
1 

(17) 

и А дЩ> д'­'Ф 

Ьследствпе множителя п 0 величины х т и являются величинами 
d e ­ де-' 

нулевого порядка малости относительно массы гп'. Следовательно, воз­

можно удовлетвориться следующим упрощенным уравнением 
— ~ (е — <?0)

2 ­ г т'(с,е0 ­ ­ й 2 ?S + • . •) (cos D * — cos Д , ) 4 ­

2 ars (18) 
+ m' (fļ <?0 + c2el 4- . . .) (cos 2D — cos 2Д,* ) ­ : . . . = 0. 

Это есть квадратное уравнение относительно (е е(1). Р е ш а я его с 
учетом формулы (16) , получим 

е = е о + ( " / ' - И - ^ ' V - i l X 

X У ^ / п Ч ^ Т о + > Д 0 + . . . ) (СЧЙ?Р* ­ c o s D 0 ) + ".. (19) 

Решение (19) показывает , что упомянутое упрощение было вполне до­

пустимо. Действительно, из (19) следует, что (е — е()) есть величина по­

рядка [' т'. Учитывая это, видим, что мы учли в уранении (14) в случае 

= О все члены порядка (1 /л )­ , а отбросили члены, у которых поря­

док ( [ т')'' или выше. 

Посмотрим теперь, что дает нам формула (19) . Пусть при значениях 
Dm. D * —D%t подкоренное выражение , оставаясь положительным, 
колеблется между нулями, которые оно имеет при Д.,, и — D Т а к о й 

8 УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ. Там V ļ l j 



скучай называется либрацией критического аргумента D*. Формула (19) 
со знаком «••;*» представляет одну, а со знаком « » другую ветвь одной 
и той же непрерывной замкнутой кривой. 

После такого анализа точной соизмеримости переидем к рассмотрению 

случая соизмеримости средних суточных движении вообще. Тогда 
де 

равняется нулю не точно, а только 
приблизительно. Следовательно выше 
развитые утверждения будут иметь 
так ж е приближенный характер . Что­

бы уточнить выбор членов в уравне­

нии (14), без этих рассуждений, т. е. 
без рассуждений, указанных для слу­

чая точной соизмеримости, мы еше 
учтем следующее замечание. На прак­

тике т' не является единственной 
малой величиной. Здесь играет роль 
т а к ж е малость величины е0. Вообще 
говоря, невозможно установить поря­

док малости во относительно малой 
величины первого порядка т'. Тем 
не менее, мы можем указать на сле­

дующее свойство уравнения (14 ) : 
чем меньше значение ей, тем более 
значительную роль начинают играть 

1 (РФ , , , , , i 
'е — е 0 ) 3 и т' (сх -!-члены 

4­ 2с2 <?0 И ...)(е-

коэффициент 
Ое­

­ e 0 ) cos &*, ибо 

имеет множитель 

i'l, а в коэффициенты только что 
написанных членов соответственно 
входят множители е0 и е\]. Следова­

тельно при уменьшении значений еи 

быстрее всего уменьшается член с 
i i д'Ф 

коэффициентом ­­g., и поэтому на 
и 

практике при достаточно малых зна­

чениях ео может оказаться, ЧТО от­

бросить члены с коэффициентами ­sp 

и т'(с\ — 2c2e<i — . . .) невозможно. 
Эту трудность при вычислении можно 
обойти, разлагая функцию Ф(а)-

4­ [W] при нескольких значениях е. 

Учитывая все сказанное, полу­

час.1.! следующие решения для инте­

грала Якобн относительно эксцент­

риситета <?: 

а) для сравнительно больших 
значений е (см. формулы 20 и 21) 

о 

I I 
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­Н 

+1 
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В случае численного решения формулы (20) и (21) используются г. 
качестве первого приближения. Д л я получения следующих приближений 
можно пользоваться методом хорд пли касательных. 

i з. 
В случае острой соизмеримости для решения интеграла Якоби нами 

были предложены формулы (20) и (21) . В этом п ар агр афе мы дадим два 
численных примера, показывающих точность предложенных нами фор­

мул. В первом мы покажем, что при достаточно больших значениях е 
формула (20) дает хорошее первое приближение па всем периоде изме­

нения эксцентриситета е. Это имеет место как при наличии, так и при 
отсутствии либрации. Во втором примере будет показано, что при срав­

нительно малых значениях в, даже, более точная формула (21) не дает 
удовлетворительных значений для всего периода изменения эксцентриси­

тета с. Действительные значения е были нами получены при помощи ме­

тода хорд. 

П е р в ы й п р и м е р . Д л я планеты (1101) Клематис, которая при­

надлежит к планетам типа Гекубы, мы вычислили по формуле (20) зна­

чения эксцентриситета е. Д л я оценки точности этих значений мы вы­

числили точные значения е по методу хорд. Результаты сравниваются 
при одних и тех же значениях Ф, где 

. б 

и представляются в следующей таблице. 

По п р и б л и ж е н н о й ф о р м у л е (20) Точные в ы ч и с л е н и я 

ф I) в D' е 

0 0Л0ОО 0.1038 0 .000 0.0995 
15 21 ".550 П. 1040 2Г.20­1 0.1006 

ш 42 а . 344 О.Ш55 41°.76 I 0.1040 

4 5 61°.434 0.1100 60 .540 0.1103 

60 7 7 л . 4 5 0 0.1184 76Д250 0.1201 

75= 88°.494 0.1306 87Д036 0.1332 

90 92° .500 0.1451 9 0 \ 9 4 0 0.1484 

105 8 8 Д 9 4 0.1596 87".036 0.1636 

120° 77°.450 0.1718 7 6 ' . 2 5 0 0.1758 
135° 6 Г . 4 3 4 0.1802 № . 5 4 0 0.1840 

150 е 42°.344 0.18­17 И .76­1 0 .1875 

165° 2 Г . 5 5 0 0.1862 2 Г . 264 0 .1873 
1 8 0 ' D­.000 0.1865 0 . 0 0 0 0.1873 

Ь связано со временем i по формуле 

о — 2",0 sin 6 — 4",1 sin 2ф 4­ Г , 2 sin 3 6 = ­ 5 4 " , 6 ­ 1 0 ~ 4 (t — г 0) 

В т о р о й п р и м е р . Во втором примере мы рассматриваем нахож­

дение эксцентриситета из интеграла Якоби для малой планеты (580) Се­

лена, 
о* 



Коли мы применим формулы (20) , то получим следующие значения.: 
I) • с 
(Г 0.13351 

30 0.13144 
66' 0.12176 
90" 0 .10983 

1 2 0 ' не с у щ е с т в у е т д е й с т в и т е л ь н о г о з н а ч е н и я . 

Действительные значения суть следующие: 
D* * 

б* 0.13355 
Ш 0.13122 
60° 0 .12422 
9 0 ' 0.11269 

120 0.09784 
150" 0 .08493 
\Ш 0.03019 

Следовательно формула (20) годна только для небольшого промежутка 
/У­. Формула (21) дает, вообще говоря, лучшие результаты, чем формула 
(20) . Так, например, для 90° по формуле (20) получаем 0.11252. Однако 
и по этой формуле получается, что при ВШ = 120° не существует действи­

тельных значений для е, т. е. имеется случай либрации. Д л я получения 
правильных результатов следует левую сторону интеграла Якоби вновь 
разложить в ряд Тейлора при значении е = 0.11252. Если при неизмен­

ных прочих условиях мы возьмём для планеты Селена с = 0,2, то убе­

димся, что формула (20) дает хорошие результаты на всем периоде из­

менения. 

§ 4. 

Определим период Т, в течение которого e,D*. . . пройдут свои зна­

чения. Д л я этого займемся интегрированием дифференциального уравне­

ния для 0 * (6 ) , в которое подставим значение е из ф о р м у л ы (19) . Огра­

ничиваясь точностью до малых величин порядка 1 мы получим: 

+ (]* у Зя ]ļ — 1m' (ej е9 ­j­ • • • ) [/
 c o s $* — cos Щ 

г- ! (W 

в* с ­ 3« 
' О 

В первом члене сделаем подстановку 

1У I) 
51Я sin sin X 

dt (22) 

(23) 

После интегрирования л о л у ш в 

- i - . 

</* уоя V —2m' (Ci 

D* V " \ ­ e \ 1 г Д * ­ > ­

F sin + 
(24) 

Имея таблицу эллиптических интегралов первого рода F\x,k) нетруд­

но найти период либрации Т для аномалии й*. 



Чтобы получить представление о возможном значении периода Т, оце­

ним множитель у эллиптического интеграла 

.VkV% У~2 
q* УЪп V 1т' {с,еп­\­ ... ) 

Подставляя в выражение (25) соответствующие численные данные для 
планет типа Гекубы, д л я члена Aecos(M + 2w ­f­ 2Q—2М' + 2<а') по­

10.000 
Л У Ч И М — дней. 

Учитывая возможное изменение функции F [х, t sin ­ Д j J , видим, 

что период либрации длится несколько сот лет. 

§ 5. 

Чтобы проинтегрировать дифференциальные уравнения для угловых 
переменных /И и су а т а к ж е получить a = a(i')l e = e(t), следует сперва 
решить дифференциальное уравнение (6) для аномалии Делоне D*. Для 
­о ого необходимо в уравнении (6) заменить а и е их выражениями через 
0 * . Взамен этого можно составить новую форму дифференциального 
уравнения для аномалии Делоне­, допускающую более простое выполне­

ние названного исключения. Возьмём интеграл Якоби в форме уравнения 
(7 ) , из которого уже исключена полуось а. З а п и ш е м эту форму интеграла 
Якоби в следующем виде 

/•>./>*) С- (26) 

Дифференцируя это соотношение полным образом по времени /, мы по­

дучим 
аН ,//>* OF de Q 

аи* ai de dt 

Подставим сюда выражение ­.' и t второго уравнения системы (1) и 
cl I 

кроме того заметим что, 
дГ ^д\Щ 

()[)* ai i' 
После этого мы получим искомую новую форму уравнения для ано­

малии Д е л о н е в виде 
Д Г ^ Т " 1 {</* V i — е 2 — г*} dl­

d l k \ а r āe 

В правую часть этого дифференциального уравнения для D* мы 
должны будем подставить выражение с через D*. 

Если мы хотим произвести интегрирование в аналитической форме, ю 
нам нужно использовать результаты предыдущего параграфа . Т а к напри­

мер, если мы хотим интегрировать уравнение (28) в случае больших 
значений еу мы можем использовать формулу (20 ) . Это даст, ограничи­

ваясь главными членами, следующий результат 

Ж = + V \ifĻ
 l ': '

 г1 х , 

• \ (^у-2 ;;:А,ш'д.'' • ...)(cosD*-mm] m 
Р а з д е л я я в этом уравнении переменные его можно проинтегрировать 

квадратурах . 



При вычислениях в числах мы учитываем, что п р а в а я сторона уравне­

нения (29) есть периодическая функция переменного D*. После разделе­

ния переменных разлагаем функцию при dD* в ряд Фурье по аргументу 
D*', а потом интегрируем почленно. 

После того как мы нашли зависимость аномалии Д е л о н е D* = D* (t) 
от времени t и нашли с помощью этой зависимости а и е как функции от 
t, мы можем проинтегрировать в квадратурах дифференциальные уравне­

ния (1) для АЛ И (а. 

Вместо двух последних уравнений системы (1) можно использовать 
иную форму этих уравнений, представляющую известные преимущества. 
Выведем уравнения для М н**, удобные в случае, когда в возмущающей 
функции [W] полуось а выражается через эксцентриситет е при помощи 
формул § 2. Д л я этой цели перепишем формулу (5) § 1 в следующем 
виде: 

г Vii— о­ Vajl^e71) = (/* — д::) V ā (30) 

вводя вместо константы С± другую константу а. связанную с ней фор­

мулой 

Ч< С>= (r* — q*)k Х'й (31) 

Формула (5) использовалась лля в ы р а ж е н и я а через Сг и е. Эту про­

цедуру можно рассматривать как преобразование системы переменных 
а и е в систему С2 и е\ при помощи формулы (5) и формулы е = в\. 
Аналогично этому мы рассмотрим здесь преобразование системы пере­

менных (а, е) в систему переменных ((/, е,) при помощи формулы (30) 

и формулы е = Cļ, Обозначим символом \V(a, е) результат замены в 
W(a, е) аргумента а его выражением через (7 и е при помощи формулы 
(30) . Тогда мы будем иметь следующие формулы: 

б\Х' (а, е) dW (а, е) да 
да да да 

(32) 

<)\\"la.e\_ ()\X'iā,c\ да . <)W(ā,e) 
гд 1 ги— (33) 0г 0а <)г 1 де 

Однако, из уравнения (30) мы имеем 

да [ г * — q* У\ — е ­ р да _ 2āeq* 

да (r* — q*Y­ де f,*_ ( / * Т/ j _ «>г] у i _ <>:! 
(34) 

Подставляя эти выражения в дифференциальные уравнения системы 
(1) для М и <•), мы получим эти уравнения в следующей форме 

di а !• 
2а 1а* У'а{\' — е2) d\V (<7, c ļ _ 1 — е­ dW (ā,e) 

ой k Уае де 

di» _ 2q*У ,1 dW{a, ņ_ , V 1 — с3 d\V{ā,e) , щ 

k'r­ ,,ч да к Уае де 

Переменные, входящие в правые части уравнений (35 ) , представляют 
собой известные периодические функции времени. Поэтому правые части 
можно разложить в ряды Фурье. Это облегчает практическое интегриро­

вание уравнения (35) и позволяет выразить переменные Щ и № Щ функ­

временн также в виде тригонометрических рядов. 

Кафедра теоретической физики 
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PAR D E L O N E ­ H I L L A T I P A IZLĪDZINĀTO U Z D E V U M U 
A T R I S I N Ā Š A N U 

Ķt Steins 
( K o p s a v i l k u m s ) 

Sinī raks ta Delone-Hil la uzdevumu r i s ināšana apskat ī ta no prakt iskā 
redzes viedokļa. Tiek kons ta tē t s , ka jāizšķir divi gadī jumi: a) pa r a s t a i s 
gad ī jums, kur a t r i s i nā jums sakrīt ar k las i skās debess mechan ikas a t r i s inā­
jumu (§ 1), b) a s ā s samēro jamības gadī jums. A s ā s s amēro jamības gadī juma 
a t r i s i n ā š a n a i tiek izves tas formulas (§ 2 ) . Šo formulu lietderība tiek pār­
baudī ta konkrē tos p iemēros (§ 3 ) . Bez t a m diferenciā lvienādojumu s is tēmai 
tiek piedots j a u n s , prakt iski l ietderīgs veids (§ 5 ) , kons ta tē t s l ibracijas 
perioda i lgums (§ 4 ) . 





Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы М У Н И В Е Р С И Т Е Т 

У Ч Е Н Ы Е З А П И С К И , Т О М V I I I , В Ы П У С К 2, 1956 Г О Д А 

РАССЕЯНИЕ НУКЛОНОВ ПРИ МАЛЫХ ЭНЕРГИЯХ С УЧЁТОМ 
ИЗОБАРНЫХ СОСТОЯНИЙ 

П. Е. КУНИН и И. М. ТАКС АР 

И. Е. Таммом и сотрудниками было показано [11, что удовлетворитель­

ное теоретическое описание процессов взаимодействия " ­мезонов с нукло­

нами может быть достигнуто с помощью введения предположения о на­

личии изобарного состояния нуклона, в котором его механический и 
изотопический спины равны 4%. Основанное на этом представлении рас­

смотрение взаимодействия двух нуклонов было дано нами в предыдущей 
работе [2], в дальнейшем обозначаемой I. Ц е л ь ю настоящей работы яв­

ляется применение полученных в I уравнений к исследованию ' 5 0 со­

стояния системы взаимодействующих нуклонов, которое, в частности, 
полностью определяет рассеяние протонов на протонах при малых энер­

гиях. 

Будем исходить из системы интегральных уравнений (13) в I, кото­

рая полностью описывает взаимодействие нуклонов с учётом изобарных 
состояний в первом приближении «лестничной» аппроксимации. Входя­

щие в эти уравнения амплитуды днраковских плоских волн и (к) п четыре 
независимые решения уравнения для свободной частицы со спином */•> 
(обладающей положительной энергией и заданным импульсом к) sk, (к) 
могут быть представлены в следующем виде: 

( Е к + М) cos - J е t _ ( Е к + М) sin у е 

п (к) = Ак 

и 1 • i ! -

(Ек + М) sin т *.* ( Е к + М) cos - J е1 

(1) 

Ф | | ) ( К ) = ( С ^ф + 1 о), 
F Ļ F F F I = % _ , О ) , 



где к, Ь н z компоненты вектора к в сферических координатах, М и 
Mi —• масса нуклона в невозбужденном и в изобарном состояниях, 

Ь- и ф. 
два решения уравнений Д и р а к а с положительной энергией, 

соответствующие направлению спина частицы по и против направления 
движения, а 

E k = У W 4- кд Е 1 к = V Mļ + к , А к 
Ļ / 2 E K ( Е К 4 - М ) ' 

г ( к ) = i i i 

(cos Ъ- c o s s — i sin о), - — (cos sin * 4- i cos -i), - ^ s in Ь\ 

с.у ( к ) = ļ - i | (cos 3f cos -f 4 - i sin fļ, - \ - (cos & sin у — i cos ŗ ) , — -y— sin -S-ļ, 

c 3 ( k ) = . - r . (sin cos - J , sinīl 'siii 'f, cos >)•). 

(3) 

Функции ф+ и ф_ можно представить следующим образом 

ЛИ 

ф- ( к ) = А 1к 

(Eik + M ^ c o s - j - е = 

ь — 
( E l k 4 - Mi) sin--- е J 

к cos —• е 3 

к sin у е -

1Ф ļ 
- ( E l k 4 - M i ) S J B t е 2 

( E l k 4 - M 0 c o s y e t ļ 

к sin у e 2 

к cosļŗ- e -

(4) 

A l k = 
ļ / 2 E I K ( E l k 4 - M , ) 

(4-a) 

В l S,i — состоянии, то есть, когда общий механический спин двух 
нуклонов равен нулю, из 36­ти волновых функций а.,.,, входящих в си­

стему уравнений (13) в I. будут отличны от нудя только те функции, 
которые соответствуют следующим состояния*!: оба нуклона в невозбуж­

денных состояниях, спины аптипараллельпы; оба нуклона в изобарных 
состояниях, спины аптипараллельпы и равны ­ L 3/2: оба нуклона в изо­

барных состояниях, спины а н i и п а р а л л е л ь н ы н равны '•­ 1/2; один нуклон 
в невозбужденном состоянии, другой в изобарном, спины антипарадлельны 



и равны j _ 1/2. В наших обозначениях (см. I) это соответствует тому, что 
отличными от нуля являются только следующие функции 

+ + _ — 

3(ю — — а()о ... ада; 3 i i — — a^ļ, азз = — 844 , 

Э()3 Эо4 а зо Э40 = a ();j. 
В 1 So — состоянии эти четыре функции не зависят от угловых пере­

менных. 
После подстановки выражений (1) и (2) в уравнения (13) в I в пра­

вых частях в тройных интегралах по dl можно произвести интегрирова­

ние по угловым переменным. Д л я этого к и 1 представляются в сфери­

ческих координатах 
-> 
k ( k sin Э­ cos о, k sin sin es, k cos 9'), 

> 
1 (1 sin ¥ cos 1 sin IV sin Д, 1 cos 9­') 

v > 
и вместо переменных \У и о' вводится угол у м е ж д у векторами к и 1 и 
соответствующий ему экваториальный угол / согласно соотношениям 

cos — cos cos у + sin %• sin у cos ­/, 
cos х = cos 9' cos Д sin sin 9­' cos — f'~), 

sin y_ • sin f = sin sin (­; —• s'). 

После интегрирования по у и у получается система четырех «радиальных» 
уравнений, описывающая взаимодействие двух нуклонов в — со­

стоянии: 

(W ­ 2E k ) aU ( 1 (k) = У гД (k, 1) (e) dl A-j N a (k, 1) щ (l) dl + 

+ j N 3 ( k , l ) « u (1) dl +f N 4 (k , l )a : ļ 3 ( l ) dl, 

(W - E k - E l k ) a c i : s ( k ) = / N 5 ( k , 1) « 0 0 ( l ) d l + / N 0 ( k , 1) «оз(1)dl. (5) 

(\V — 2 E , k ) a i , ( k ) = / N 7 ( k , l ) a 0 , ( l ) d l , 

( W - 2 E l k ) a , ; ļ ( k ) = ļN&(k,\) a 0 0 ( l ) d l , 

где 
у.... (k) ­­ka.. . (k). ( p , T = 0 , 1, 2, 3, 4) (6) 

а весьма громоздкие выражения д л я ядер интегральных уравнений (5) 
даны в Приложении. 

Эти ядра быстро растут при к ос и I ­э­ao. Поэтому приходится при­

бегнуть к процедуре «обрезания», применение которой однако оправды­

вается тем, что теория является полуфеноменологической и не претендует 
на описание явлений при очень малых расстояниях между нуклонами. 
В связи с этим помимо введенных ранее четырех констант, определяе­

мых из опытов по рассеянию мезонов на нуклонах (см. I ) . приходится 
ввести новую константу — константу обрезания — значение которой 
определяется из каких­либо экспериментальных данных по взаимодей­

ствию нуклонов. Есть основания полагать , что эта константа будет иметь 
одно п го ж е значение как для синглетного, так и для трнплетного со­

стояний системы двух нуклонов. Наиболее удобным представляется вве­



(W 2 E k ) 7.0,(k) I P ; 1 ( k , 1) a,, L,(l)dl + / P j 2 ( k , 1) %;:(1>аТ, ļ 

( W - E k — Е 1 к ) « о з ( к ) = / P „ ( k , 1) a„ ( l ( l )d l ­b / P 2 2 ( k , 1) a ( j . , ( l)d!, 

(7) 

где 

P n ( k , l ) = N , ( k , l ) e " ; ' ' T e ~ i J / N';.(k, l ' ) N T ( l ' . l)e~xVdl' 4> 

- r e " u / N 4 ( k , l ' ) N a l ' , l ) c ' ^ ' d ! ' , ( H ) 

F 1 2 ( k , 1 ) = е ­ ; л \ Ч ( к , 1), P 2 1 (k, l ) = e ­ X 1 Х л к . 1), 

P 2 2 ( k , \)^e~'A \ ' ( i ( k , l ) . 

Последнюю оставшуюся неопределенной константу /. можно опреде­

лить, например, из сравнения теории с экспериментами по рассеянию 
протонов на прогонах при малых энергиях (где основную роль и г р а е 
рассматриваемое 1Si, состояние) . После этого критерием правильности 
теории будет совпадение ее результатов с экспериментальными данными 
при вычислении энергии связи дейтона и эффективных сечений для рас­

сеянии нуклонов на нуклонах при любых энергиях. 
При применении теории к процессам рассеяния проще всего вычис­

лять фазу рассеяния, которая т а к ж е легко м о ж е т быть определена из 
экспериментальных данных -У. Мы рассматриваем рассеяние протонов 
на протонах, поэтому в уравнениях (7) н у ж н о добавить член, учитываю­

щий кулоновское взаимодействие между протонами. Тогда эти уравнения 
примут вид 

(W — 2 E k ) z , „ ( k ) : ­ / Р и ( к , П * о о О ) с П ­! / P ! 2 ( k , I) *, (!)dl + 

4­ I Ф (k, 1) a l ļ ( , ( l ) d l , 

(W K k — E I k ) a „ , ( k ) = / P ; : i(k, ! ) a„„ ( l )d l - j P , 4 k , l ) a „ , ( l ) d l . 

(9) 

Последний член в правой части первого уравнения (9) учитывает элек­

тромагнитное взаимодействие протонов (электромагнитным взаимодей­

ствием в изобарном состоянии пренебрегается) . Релятивистские поправки 
к кулоновским силам при малых энергиях пренебрежимо малы, поэтому 
для Ф(к, 1) будем использован» иерелягивпетское в ы р а ж е н и е 

где е — з а р я д электрона. Мы всё время пользуемся единицами, в кото 
рых It =: с г = I, в дальнейшем мы и массу протона будем считать равной 
единице. 

сти обрезание следующим образом. Во все подинтегральные выражения 
уравнений (5) введем множитель е / ! , обеспечивающий сходимость ин­

тегралов. 
Систему интегральных уравнений (5) м о ж н о решать только численно. 

Численное решение значительно упрощается , если исключением двух 
функций свести её к системе двух уравнений с двумя неизвестными функ­

циями. Это оказывается возможным вследствие того, что в системе (5) 
функции а 11 (к) и я м ( к ) в ы р а ж а ю т с я только через к 0о ( к ) . Исключая эти 
две функции и вводя указанный выше обрезающий множитель , получим 



Д л я решения системы уравнений (9) представим функцию в виде 
200(10= р ( к ) ­ ­ Дч(к) 4 ­ v ( k ) ) , (11) 

где g — тангенс фазы рассеяния в 'So — состоянии, а функции р(к) и 
q(k) • ­ регулярное и нерегулярное решения дифференциального уравне­

ния в пространстве импульсов, описывающего нерелятивистское кулонов­

ское взаимодействие двух протонов. Эти функции имеют вид 

Р(Ю 

q ( k ) = ­

,1п 1 k — Pl) ļ 
_ k i: Es 

k ~ - Po 

4 - Д Н Д 
k l ­ Po 

(k 

(k 

(k 

(k 

PO) 

PO). 

PO) 

PO), 

(12) 

одесь \'о и po соответственно относительная скорость и относительный 
импульс сталкивающихся протонов в системе центра масс. 

Подставляя выражение (11) в систему интегральных уравнений (9) 
после ряда преобразований получаем следующую систему уравнений для 
неизвестных всТлновых функций v ( k ) и ? 0 Д к ) : 

3 ( \ V ­ ­ 2 Е к » ч ( k ) = p D (к) ­ 5, ( к ) ­ рсДк) ­ г Р , (к) + • Q , (к) Д 

­ 3 I Ф(к , i ) v ( l ) d l P u ( k , l ) v ( l ) d l + / Р 1 2 ( к , 1 ) а 0.з(1) dl, 

( W ­ E k ­ E l k ) ā 0 3 ( k ) = P 2 ( k ) ­ ­ ? С Ы к ) + р / P 2 1 ( k , l ) v ( l ) d l 4 
(13) 

г / P 2 2 ( k , l ) a„ , ( l )d l , 

где 

l\(k)=j P 1 1 ( k , l ) p ( l ) d l , P , ( k ) 
Q . ( k ) ­ / P l t ( k , l ) q ( l ) d l , Q 2 ( k ) : 

5 , ( k ) = { W ­ 2 E k — Ipg 

3 2 ( k ) = {W­ ­ 2 E k — [ р Д 

D ( k ) = / Ф(к , l ) q ( l ) d l ­

J Р:п(кД) p (1) dl, 

' / P 2 1 ( k , l ) q ( l ) d l , 

k ^ ­ p ( k ) , 

^ ] } ­ q ( k ) , 

( P ; , ­ ^ ) q ( k ) 

(14i 

П о л а г а я в первом из уравнений (13) к 
рассеяния {j через функции v ( k ) и а 0 : Д к ) : 

3 = ­

ро, определяем тангенс фазы 

Д ( P o ) ­ : ­ / l > l 2 ( P ( t . l ) a n 3 ( l ) d l 

D (р,р Д Q , ( р п ) ­ / Ф i р„, 1) v ( I ) dl ­• / Р „ (р,„ I) v (1) dl 
(\о) 

Д а л е е система уравнений (13) решается методом последовательных при­

ближений следующим образом. В нулевом приближении выбираем неко­

торое v ( k ) , а ЯЦДЮ полагаем равным нулю. Д а л е е из соотношения (13) 
находим в пулевом приближении после чего из второго уравнения (13) 
находим в первом приближении функцию а 0 ; , ( к ) . Функция v ( k ) в первом 
приближении определяется из первого уравнения (13) и т. д. 



Приведенный вышо метод вычисления ф а з ы рассеян!» протонов на 
протонах из интстральпых уравнении в пространстве импульсов несколько 
отличается от обычно используемых, однако, как показали непосредствен­

ные расчёты в случае, когда взаимодействие описывается одним инте­

гральным уравнением, он дает быстро сходящиеся результаты. Поэтому 
можно надеяться, что и в случае системы интегральных уравнений ре­

зультаты т а к ж е будут быстро сходиться. Получение окончательных чис­

ленных результатов ввиду громадного объёма вычислительной работы 
представляется возможным только с помошыо электронных счётных 
машин. 

П Р И Л О Ж И II И Е 

Ядра интегральных уравнений (5) имеют следующий вид: 

Ni (к, 1 ) = у щ­г> % I* kl {2(7r'̂  + у 0(00) (­:­ • тф + у, (00) Ы.­ т:л 

­­ Jo (00) [*| (i —Jejt 4­ 4­ к) д ­ ­ j , (00) [nļ (l_k)«-«*(l + к) *) • 
— F*j„(00) Щ + т§ ~ F*j, (00) («| ­ * р + F j o ( 0 0 ) ( l + к) + 

­4 щщ (l • k) • F j , ( 0 0 ) [ в д (i ­ к) ­ п,*, (l + к)] }, 

fk(k,l) = J Ļ S Ķ Щ{4 (щщ 4- щ4) + [y n (00) 4 - y 0 ( 0 l ) l ( r n K b -

+ " о • I- [У. (00) H y, (01 ) ļ ( - ! % - п я п 6 ) — [Ko(00) -

— Ки(01)]Гтгв7гг>(1 - k) 4- я 4 - 6 (1 4- k)ļ - [Ki (00) Ki (01) 1[тс371г,(1­k) 

— n47t0 (i ­ k) 1 ­'­ F [Kn (00) ­ Kn (0Г) 1 ( ­ 2 u 6 4­ 4­ F [K, (00) 4­

+ Ki ( 0 1 ) 1 ( ^ ­ ^ ) 1 , 

1 «i > + > + 
N:i(k,i) = T ^ s' s " m J 0 ( o i ) ( щ 4 ­ * ; ­ ; ) 4 ­ J , ( o i ) < » Й ­

- J 2 ( 0 1 ) ( r : r 4 - ^ ) - J : ļ ( 0 1 ) ( U R - ^ ) J , 

N4(k, 1) j i V У kl Ш f"4 + « 8 + | У о ( 0 1 ) ( ^ + ^ ) + 

4i 
­ f | у , ( 0 1 ) ( ^ ­ ^ ) ­ Ч о ( 0 1 ) ( ^ ­ д ^ ) + 

­ 4kl
 !j| (*| + Й@ 4 ­ Щ ­ и§) { | + 212 % 



J t Г, Щ/ • , , „ ( ) ) ; j 0 с 10>j| ( к ! 1) п кк-

Е 
+ (к — 1 ) я 9 1 

М , 
• П ­ к ) г..л к-.л -г (к ­ ­ I ) п­

Е 
|}­­ Й.(ОО) 4 ­

j } (10) ' { (1 + k ) ž S 4 ļ « - 4 - « 8 ^ 

[ j 2 (00) - j - j a ( 1 0 ) ] | i(l 4- k ) r 

1 + 
J ' l k 

k) IH n„ + 2 л 7 

Mi 
K ( J ( 1 0 ) ] ( r t 

1(1 

ļ 4-[Ko (00) - -K ( J(10)]ļTC a 

E i k ļ t 

k * 7 - r ( k — 1) t v - V 1 -

k*g i - (k -f 1) T Ī 7 A ļ '" ļ — щ (I k) лг 4л 8 + jg- (1 k) 

-HK,(00) K l ( 1 0 ) ] ļ - r . 2 ( k + l) те, (k — 1 ) 

+ ^ (i + k ) 4r ļ jj- (1 - k ) n a « s } H • iK 2 (00) 

•K: (10)] { 1TL0 

F 1 
« e + 2 * T ļ 5 r 

- г jģŗ Уо(00) •• y o ( 1 0 ) ] ( r . 1 K T - r t 2 r t 8 ) 4 r J L [ y i ( 0 0 ) + y , ( 1 0 ) ] ( r t l r t 7 + 

+ rt,rtj - F [ j 0 ( 0 0 ) + j o ( 1 0 ) ] {*, krtT *ļ- (k — 1) rt4-M, — rt., 

(k + 1) rt7 j ^ J J - F [j, (00) + j , (10)1 ļ (k + i) щ 1Я_ + 

k r t , + 

E,k 

( I t - I K rtK + rt7 

- I k 
} - F [ j , (00) + | , ( 1 0 ) ] { Ц L + 2 я й | ' - k ļ + 

+ 4 }- F [Ko(00) - Ко(Ш)] щ ( r t a r : 7 ­ rr.rtj 
F [Kt(00)­ Ki<10)1 щ (*»* , + ­ j - s ) / , 

N e (k , l ) = J ­ | l t ' ^ kl<(uo(00)---jM(ll)ļ{ k - 7 -ļ (k —1) тг, 
8 M ļ 

k - r 

~ 2 1 ' Ļ « M T MI 
k - 8 - (k + 1 ) TT-

K j l ( 0 0 ) + j , ( l l ) ] [ ( k - f 1) [rt 7 + rt8_^ 

L--T- I 0 1 -
" ' • -Mi 

+ 
+ nt—i) rts + rt 

E.k 

кк- 4- 21rt-
k r t T - 4 k - l ) r t s - kr:. 

4- 2 k r t i ; , 
" M j 

+ ЫЩ [—<k -h i) 

krt s f - ( k — 1 ) rtn Eik 
M , 

E t kļ rt7 "i 

k r t f i 4 - 2 k - 5 

k%4>2«W 

} +a»(oo) 

— ( k ~ 1) 



№ 

Чк 
М , 

Щ + 2ктт5 И, 

Е_ 1 к 

М, 

I [тс, + 2т: ч 

Е, 
м, 

ктс, - 21-,. 

k 7 r 6 + 2 1 r : 6 ļ ^ ] ļ + [ J 3 ( 0 0 ) + j , ( l l ) ] . kl щ + 

+ 2 Т С 8 

Mi 
2т: + kl [ % + $К, §*] [ « , + 2тий 4­ [Ко (ОО) 

­ К о ( Н ) ] { ­ 1 

И, 
21 

к ­ 7 + (к — 1) тс 

ктт:5 — 21тс0 

S M i 

Ч; 
21 

М 7 

­ J i ­ ^ J k ^ + 21тг " 
б Mi 

кщ 4 - ( к + 1)тс7 

М . 

+ 
+ 

[Ki(OO) — K i ( l l ) ] ļ -
к(к — 1) Ч / _ 

21 
­ . м

 , к Н ) ч + м, 
21 

Чк + 
+ [К 2 (00) ­ К 2 ( И ) 1 м, |

 1 м, ^ 

, 21 2 

+ tu." *8 2т;0 + 
2_1̂  , 0 ЧкЦ | 8 kl / , , 

+ A r ! [Уо (ОО) +у 0 (11­)]( ­ т^д + Щ [у, (00) ­

+ У.(И) ; (%ЧЧ­^) / , 

N 7 ( к , № { j c ( 1 0 ) ( 7 c f 4 ­ 7 : 1 ) ^ ^ , ( 1 0 ) ( « f ­ ­ D ­

j 2 ( 1 0 ) (rcf + ^ | ) ­ _ j 3 ( 1 0 ) ( T T F — r c l ) } , 

\ ч м ) = ­ 1 ^ V? « / ­ S ; n + 4 ) ­ | I yo(io)(7.?4­7C=) 
2k^ 

m 

2 ( k + I ) % 

[ l + f ( k ­ i) : 

ET, . 

— 1)7C? —K - Itc? l­­2< 

+Щ 1 — 2(k 1) 

­1 210 
'.Mi 

+ klirj 

­ 2 ( 1 ^ ­ 2 ^ ) ^ ^ ļ + j , ( 1 0 ) { 

Чк 
м! 

2k(k + M 

8 k U ^ ļ : - j 2 ( 1 0 ) l - k l . ^ 1 - 4 ^ 

2k(k 

E' J \ 
Ч к \ 

, П ^_21^ -7 :М 
а-Мт ' .4 ,1 

+ h ( 1 0 ) ļ l ^ ( l - 4 ^ ) - . ^ ( l - 4 5)}> 



Здесь ц ­ ­ масса мезона, щ \ и g ( константы взаимодействия соответ­

ственно невозбужденного нуклона с мезонным полем при псевдовектор­

ной и псевдоскалярной связи и изобара с мезонным полем, обуславли­

вающего переходы из изобарного состояния в невозбужденное и обратно, 

г = —, ­ — оператор изотопического спина, s u s — операторы в изото­

пкческом пространстве, переводящие соответственно невозбужденное со­

стояние в изобарное и изобарное в невозбужденное, 

ж, = А* А г f(E k + М)1 + (Е« + М ) к ] , 

я я = А к А, [ (Е к + М) 1 + (Е , ­ г М ) к ] , 

я , = А к А, [(Е к + М) (Е , + М) + kl], 

гс4 = А к А , [ ( Е к ­f М ) ( Е ; + М)­к1], 
ч = А к A u [ ( E k + М) (Е 1 ( + МО — kl], 

rt6 = Ak А п [ ( Е к + M) (Ей ­ г М,) + kl], 

т% = А 1 к А , [(Е,к + М , ) ( Е , +М)­к1], 
т:м = А 1 к А , [ (Е 1 к + М,) (Е, + щ + kl], 

величина 

!«№) = J 
о 

cos" Ч s i n у d •; 
г ( с , к ­ Ё ) _ ' 

y „ ( i k ) = / — ­ — c o s " у sin у d у, 

I Г 51. О Cik — г 

c0o = W — E k — Е/, coi = W — E k — Eu, 

сю = W — E l k — E,, Си = W — E ] k — E u , 

г = V p T + k 2 +~12 2̂кГсо1̂  
представляет энергию мезона с импульсом к — 1, а W ­ полную энер­

гию системы двух нуклонов. 
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N U K L O N U I Z K L I E D E MAZU E N E R Ģ I J U G A D Ī J U M A , 
I E V Ē R O J O T IZOBARE'S S T Ā V O K Ļ U S 

P. .1. Ķuņins un / . Mi Taksars 

( K o p s a v i l k u m a ) 

Viena no iepriekšējiem autoru darbiem [21 dota in t eg rā lv ienādo jumu 
s i s tēma, kura s t ingr i relat ivis t iski a p r a k s t a nuklonu mij iedarbību a r 
I. T a m m a un l īdzst rādnieku izobarās teor i jas pal īdzību. Ša jā da rbā ir pa­
rādī ts , kādā veidā šajā s is tēmā j ā i n t e g r ē pēc leņķu ma in īg i em, kā ar ī dota 
metode p-p izkliedes fāzes i egūšana i 'So-s tāvokl im. 



Л А Т В И Й С К И М гис.уддрсл в ы ш и н У Н И В Н Р С И г г; г 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ VIII, ВЫПУСК 2, 1956 ГОДА 

ВОЗБУЖДЕНИЕ АТОМА НАТРИЯ ЭЛЕКТРОННЫМ' УДАРОМ 

В Я. ВЕЛЬДРЕ 

В 1953 г. Е. Ф. Д р у к а р е в рассмотрел задачу о возбуждении атома 
водорода медленными электронами с помощью методов применяемых в 
теории интегральных уравнений [1Д В работе [2] этот метод обобщен на 
случай многоэлектронного­атома. 

При рассмотрении возбуждения атома Na медленными электронами 
в [2] были сделаны следующие приближения: 

1) пренебрегалось обменным взаимодействием падающего и нева­

лентных электронов; 
2) пренебрегалось влиянием возбужденного состояния на упругое 

рассеяние; 
3) принималось, что после рассеяния электрон не влияет на возбуж­

дение атома. 
Ц е л ь ю настоящей работы является рассмотрение взаимодействия мед­

ленных электронов с атомами натрия более точно, чем это было сделано 
в [21. Основным приближением в данной работе является сведение много­

электронной задачи к задаче д в и ж е н и я двух электронов (падающего и 
валентного) в заданном самосогласованном поле ядра и невалентных 
электронов. Кроме того в падающей волне пр^небрегается р - - компо­

нентой, что совершенно естественно в случае медленных электронов. 
В работе используются атомные единицы \i = m = e = \ . 
З а д а ч а ставится совершенно так же, как и в [2], но для учета обмен­

ного взаимодействия падающего и валентного электронов с невалент­

ными, к оператору энергии электрона добавляется оператор обменной 

энергии А: 

Ыъ^10$фщ& ( i ) 
здесь 

Р ( г . г 1 ) = 5>а ( г )1Д ( г
1

) (2) 
х 

плотность электрического заряда роя невалентных электронов У Волно­

вая функция системы падающего и валентного электронов в поле ядра 
и невалентных электронов удовлетворяет уравнению 

НЧ
;

=ЕЧ' (3) 

г те Е полная энергия падающего и валентного электронов. 

П = Н ( г , ) ­ ­ H ( r a V ­ — ­ ^ — (4) 
1 1 1 L' I 

1 С п и с о к о б о з н а ч е н и й д а с т с я в конце рЙЙЭТЫ 
а* 

• 



Оператор энергии электрона в поле я д р а и невалентиых электронов 

Н ( г ) действует на волновую функцию Ф(г) следующим образом 

Н (г) \ļt (г) = - ļ Jip (г) - - Ф (с) + 2Ф (г) j jf^^ŗ dvx

-кФ (г) (5) 

Решение уравнения 

Н ( г ) ^ а (г) = ^ я (г) (6) 

считается известным. 

Координатную часть волновой функции системы м о ж н о представить 
в виде ряда 

| Р П (г,; r2) = V г / И {vM,rx щ Ь/Ш до fc ( r i ) ] ( 7 ) 

а 

Индекс о показывает суммарный спин системы, причем верхний знак 
берется в случае » = 0, а нижний в случае, а — 1. В д а л ь н е й ш е м изло­

жении индекс <> будет всюду опущен, а все формулы будут выписаны 
д л я т=0. В случае а = 1 решение находится без затруднений. 

Так к а к ^ ' я ( г ) известно, то для н а х о ж д е н и я ! / ' ( r i ; г 2 ) достаточно найти 
/ а ( г ) . Уравнения для / а ( г ) получаются после подстановки (4) и (7) в 
(3) с учётом (Г) , (2) , (5) и ( 6 ) . После обычных преобразований и раз ­

деления переменных (см. [2]) получим уравнения д л я радиальных функ­

ций f„ijm (/)• В случае перехода 3S — ЗР вместо уравнений (11) и (12) 
работы [2] будем иметь систему интегро­дифференциальных уравнений 

(Й + Ч) Л М = V ( ) ir) f, (г) + Ум, (r)fim ( / ­ ) 4 ­

с о о о 

+ /A( ' ­ ' )U n (> , >л)аг'+ у ' / 1 т ( / л ) и 1 т ( л ' л ) ^ ' 
О о 

($ + ЩЛш (г) = V ( ) m (r)fu (г) 4 ­ V , ( / ­ ) / „ „ (г) 4 ­

(8) 

+ у /оО' 1 ) Инн (г, + / / « (rl) (г, /­1) <тУ 

4 д е с ь / 0 (г) = / 8 0 0 0 (г), fim (г) =fmm ( 0 , остальные обозначения даны в 
конце работы. Система интегро­дифференциальных уравнений (8) с гра­

ничными условиями 

сгодится к системе интегральных уравнений (см. [21), 

ii Г ' 

/о ( ') = . I ] in '/1 СИ + У / о (­V) К:., (/', X) dx + У / , я (лг) /Си (г, .г) (9) 



flm (/0 = Z М + J / о ( * ) Я$3 Л') # И - / flm ( * ) К 2 1 (Г, А') С/А', 

12 
2 

I = 7 
где 

од 

— 2j / я {*) и,д (х) ~ , ыз = — 2 у / о ( л ) и 2 0 (л:) - ~ 
О II 

ОС' о о 

" 4 = — | - У / о ( * ) " 2 1 {x)-ģ , В , = A m I fXm (х) U 3 0 ( А " ) - ļ , 

I) В 

c c 

а 5 = 2 у / с ( х ) Ц з 0 (Ж) (-ļ- + ^ -ЩШ, 
О 

СО о о 

е.| = — jŗ / ы Ы " ш ( ^ ) л т , « 9 = — у / / ы , f * ļ#» ;{« ) - ļ r ( 

о о 

СО <Х/ • •­) 

а Ц = _ 2 W " 2 ! («) ^ , й п = В,„ у / 0 ( X ) И , , (л:) d 

о 

со 

* S " 2 | / 1 т ( * ) « 3 1 (л­) ļ-ŗ + Н ~ 4) ^ 

( Ш ) 

С помощью линейного преобразования 

12 

JV=»£ "ГХПИ ( И ) 
,' = 1 

( = ! 

уравнения (9) преобразуются к системе интегральных уравнений, реше­

ние котрой в первом приближении имеет вид 
г 

X™ (/") = V i Ы + / КГ (Л X) ® (х) dx (i = 1 ­ 6) 
о 

г 

XT(r)= J КГ [г,х)Ч;(х)с1х (i = 7­­\2) (12) 
о 

г 

Т.Г И === / К" (г, X) 7 , (х) dx [i=\­Q) 
и 

Г 

Yf (r) = У1#3 + / KJ (г, х) fi (x)dx (i = 7 ­ 12) 

Подставляя (12) и (11) в ПО) пилучаем систему алгебраических урав­

нений д л я нахождения « , ; 



12 

£ а%иГ = 0 (п=\, 2, . . . 10) (13) 
1 = i 

а7и см. в списке обозначений.) 
Д а л е е подстановкой (12) в (11) получаем 

/ о ( 7 ) = X «/?/(>•)+ I 
i = i 1=1 

12 12 

f\m{r)= I »ffi (>)+ £ «Г R3 М 

Как легко видеть (14) можно представить в виде 
. . 12 , и 

/ о ( / • ) = — г , 1 F n ( r ) Zj Г§Цг) 
к (1 i = 1

 к» i = 1 

(14) 

• 1
 и I,

 1 J 

г / \ Sin /г.Г V т ŗ-,m / \ COS и.Г V w « , . 

fim{r)= Ķ at Fv(r) Л п* 
"i i = i K i ( = i 

( 1 5 ) 

Сравнивая асимптотический вид выражений (15) с асимптотическим ви­

дом радиальных функций, представленных в виде суперпозиции падаю­

щей и рассеянной волны, получим недостающие алгебраические у р а в ­

нения 
12 

Д "Г(^ + 1 ^ ) = 2 
( 1 6 ) 

У, «Г (й£ + кй) = о 
i = 1 

а т а к ж е формулы для нахождения эффективных сечений упругого рас­

сеяния и возбуждения уровня З Р атома натрия . 

li Щ {b\i — Iļftri) 

,2 

Ь*** = & X ( 1 + i т I) 1 I «Г (& ­ tcl) 
0 1 т | / = 1 

(Коэффициенты 6,™ и с'ш см. в списке обозначений.) 
Таким образом решение задачи о нахождении упругого рассеяния и 

возбуждения атома натрия медленными электронами сводится к числен­

ному нахождению интегралов a"ļ, и с™, решению системы алгебраиче­

ских уравнений (13) , (16) и нахождению по формулам (17) цупр и qe03ō • 
Н у ж н о отметить, что при нахождении коэффициентов а™, Ъ?к и с%, 

встречаются значительные вычислительные трудности. В большинстве 
случаев эти коэффициенты (общее число их — 168) являются тройными 
интегралами. Найти их удаётся только после неоднократной замены по­

рядка интегрирования. 
Численные расчёты были проведены д л я случая , когда энергия падаю­

щего электрона 

Ь­ = ­ 0 , 1 8 ат. ед. = 4 , 8 8 eV. 



Исходные данные были взяты с точностью до четырех значащих цифр. 
Расчёты проводились на электрическом арифмометре . Н а х о ж д е н и е каж­

дого из 168 коэффициентов требовало большой работы. Работа включала 
большое количество операций, в которых терялась точность. Результат 
был получен только по порядку величины. Порядок рассчитанной вели­

чины эффективного сечения совпадает с порядком полученной в опытах 
Гафта и Кристофа [3], [4]. 

Получение более точных результатов ввиду сложности численных ра­

счётов, очевидно, возможно только с применением быстродействующих 
счетных машин. 

Кафедра теоретической физики 
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Список обозначений 

2
 И 2 — энергия падающего и рассеянного электронов соответственно. 

с о 

V 0 ( r ) = 2 / [ 2о (г>, г') + ' фъо (f1) |* ] - Ц 4t* 
о 
с о 

^ао{г) и v>,ļi(r) •-- волновые функции, атомного электрона в состояниях 
3S и З Р 

о с 

У,„(г) = A M I « , о И » Я ( Г ' ) У\ (г, >л)аА 
о 
ОС 

V ( l w ( / ' ) = Bm j «• о Щ М:п Щ "/I <>', 

li 

U t , ( r , ­ 2 [«,()(/­)(Оо(г
1

) 4­ M 2 o ( ^ " 2 o ( ' '
1

) j / о г
1

) — 

2 
, u21(r)u2l(ri)7](r, г 1 ) 

к; 
+ 2 « 3 0 ( » « л о ( / '

1

) 

U,,„ (г, г
1

) = А т н , , (r)uMI(r
l

)у* (г. г
1

) 

U 0 « {г, г
1

) = Втиы{г)и,п{г1) у, (г, г*) 

о ­ ^ + У о Д , I*) ] 



1Л (Л = ­ -1 [ « 1 0 (Г) « 1 0 И + « 2 0 (Г) « 2 0 (г 1 ) ] "Д (г, г 1 ) ­
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NATRL/Л ЛТОМА I E R O S I N Ā Š A N A AR E L E K T R O N A T R I E C I E N U 

V. I. Veldre 

( K o p s a v i l k u m s ) 

Autora iepriekšējā darbā [2] ir apska t ī t a savs t a rpē j ā iedarbība s t a rp 
nāt r i j a atomu un lēniem elektroniem, pie kam ta jā n a v ievērota savs t a rpē jā 
iedarbība s ta rp krītošo elektronu un neva len t i em e lek t ron iem. Sa jā d a r b ā 
apska t ī t s l īdzīgs j au t ā jums , pie t am minē ta i s efekts t iek ievērots . 



LATVIJAS V A L S T S U N I V C R S I T A T C 

Z I N Ā T N I S K I E R A K S T I , V I I I S Ē J U M S , 2. I Z L A I D l ' M S , l')o(i. G. 

KRASU CENTRU DICHROISMS SĀRMU METĀLU 
HALOGEN1DU KRISTĀLOS 

L. Jansons un 0. Smits 

Kris t ā l a r ežģa mikrodefekt iem ir ļoti liela noz īme tā dažādo īpašību no­
te ikšanā . Režģa mikrodefekti va r būt gan v ienkārš i , gan arī sal ikt i , g a n 
režģa p a m a t v i e l u veidoti , g an arī r aduš ies no svešvielu p ie jaukumiem. Savu­
kār t t ie ir pa s t āv īgā p ā r v e i d o š a n ā s procesā . Paz ī s to t šos mikrodefektus un 
zinot to lomu kr i s tā la īpaš ību no te ikšana , i espē jama tikai t ā l āka mērķt iec īga 
k r i s t ā lu īpašību uz l abošana vē l amā virzienā (piem., izveidojot labus pus­
vad ī t ā jus , labus luminoforus u. c ) . 

Daudz i pētījumi ir veltīti s ā r m u metā lu ha logen idu kr is tā lu mikrodefektu, 
tā s a u c a m o krāsu cen t ru īpašību noska id rošanā [1, 2, 3]. Sevišķi t a s s a k ā m s 
par F un F' cen t r iem; arī M, Ru R2, U, V un Z cent r i ir bijuši daudzu pētī­
j u m u objekti. Neska to t ies uz to, n a v vēl nodibināj ies vienots u z s k a t s pat par 
v i spopu la rāk iem F un F' centr iem [41, nemaz nerunā jo t pa r ci t iem m a z ā k 
pētī t iem. 

Ar 1953. g. LVU E k s p e r i m e n t ā l a s fizikas ka t ed ra uzsākt i pēt ī jumi kr is ­
tā lu mikrodefektu s avs t a rpē j ā s a k a r a , formas un p ā r v e i d o š a n ā s t ā lāka i 
noska id rošana i . Kā objekti ir izvēlēti s ā rmu me tā lu ha logen idu kris tāl i , jo 
t iem ir v ienkārša uzbūve un t ā l ab noderīgi šo j a u t ā j u m u n o s k a i d r o š a n ā . Kā 
līdzeklis kr is tā lu mikrodefektu p ā r v e i d o š a n a i un mēr ī šana i t ika izvēlēta 
l i n e ā r i p o l a r i z ē t a g a i s m a , jo tai ir iz teikts viens v i rz iens (svār­
stību v i r z i ens ) , ko var izmantot mikrodefektu anizot ropi jas pē t ī šana . 

Ša jā da rbā sakopot i ga lvenie šo pētī jumu rezul tā t i . 
G a n j āa t z īmē , ka, saņemot pap i ldus l i te ra tūru , noska id ro jās , ka polari­

zēta g a i s m a s ā r m u ha logenidu k r ā s u cent ru pētniecībā j a u ar sekmēm ir 
t ikusi pie l ie tota . M. S. Nikit ins [5] kons ta tē j i s , ka izdarot ba l inā jumu F jos lā 
subs t rak t iv i k rāso tos KC1 un N a C l kr is tā los ša ja paša F jos la p a r ā d ā s 
vā jš d i c h r o i s m a M. Ue ta [6] to pašu kons ta tē , izdarot ba l inā jumu KC1 kris­
t ā l am M jos lā , bet C. Dorns un Y. H a v e n s TJ p a r ā d a , ka izdarot ba l inā jumu 
adit ivi k rāso ta KC1 kr i s tā la F jos lā , p a r ā d ā s d ichroisms g a n F, gan ar i 
Щ jos lā . Minēt ie pētījumi vēl n e u z r ā d a dichro isma savs t a rpē jo saka ru 
v ienam cen t r am ar ot ru un dichroisma aplūkojumu no mikrodefektu uzbūves 
viedokļa. Bet kā j a u minē t s , t a s ir svar īg i un, ka l iekas, po la r izē tās g a i s m a s 
piel ietojums to arī a t ļ au j . 

Uz esošo eksper imentā lo un teorēt isko da tu p a m a t a F . Zeics [8 ir izvir­
zījis va i rāku k rāsu cen t ru modeļus . Tādi modeļi doti, p iemēram, F, F', Ru 

R2, M u. c. centr iem ( s k a t 1. a t t ē l u ) . 
1. a t tē la redzami krasu cent ru apzīmējumi , to veidojumi (modelis) un 

paska id ro jumi . P ie t a m , ja ionu režģī t rūks t kads ions, t ad t a s a t tē lots ar 
k v a d r ā t u un iona lād iņa zīmi, piem. f j ir an iona iz t rūkums ( v a k a n c e ) , bet 
j+J ir ka t iona i z t rūkums režģī. E lek t rons apz īmē t s ar melnu riņķi # . Iona 
v a k a n c e s vieta vai t ā s t uvumā va r novietoties e lekt rons vai e lektroni ( resp. 



caurums 1 vai c a u r u m i ) . P r o t a m s , ta lokalizēt ie elektroni ( r e sp . caurumi) ir 
p a s t ā v ī g a kustība ap savu lokal izāci jas vietu. No modeļ iem redzams , ka 
F c en t r am (arī F' cen t ram) n a v kads izteikts v i rz iens , bet pārē j iem a tz īmē­
t i em centriem t ā d s ir. P i e m ē r a m , M c en t r am š ā d s v i rz iens ir noteikts ar abu 
an ionu vakanču novietojuma virz ienu. Līdz a r to r e d z a m s , ka M c en t r am, 
pēc Zeica modeļa , j ābū t an izo t rop iskam, bet F c e n t r a m — izot ropiskam 
ve ido jumam. Tā iemesla dēl s a g a i d ā m s , ka, j a .V/ centr i k r i s t ā l ā t ik tu orien­
tē t i noteiktā virzienā, t ad anizotropi ju iegūtu v i ss k r i s t a i s u n būtu iespē jams 
d ichro isms . 

Cent ru > 
apz īme- Moddi: 

F E J 

м ­ • 
+ -

P a s k a i d r o j u m s 

AnionM v a k a n c e ar t u r l o k a l i z ē t u e l e k t r o n u . 

A n i o n a v a k a n c e ar d i v i e m tur l o k a l i z ē t i e m e lek t ro ­

пкчп . 

Divas b lakus e s o š a s a n i o n a v a k a n c e s ar t u r loknli­

tiēļļtl vienu e l e k t r o n u . 

D i v a s b l akus e s o š a s a n i o n a v a k a n c e s a r t u r lokal i -
z ī t i e m d iv iem e l e k t r o n i e m 

Viena ka l inna un tai b l a k u s d ivas an iona v a k a n c 
ai" u i r !ok; . l : / . r tu v ienu e l e k t r o n u . 

/. attēls. 

Šajā darbā pa rad ī t s , ka šadu M centru or ientāc i ju un diebroismu v a r 
p a n ā k t a r polar izē tas g a i s m a s pal īdzību un ka t a s s a v u k ā r t iespaido kr is­
t ā l a F cen t rus . 

E K S P E R 1 ME.VTALA 11;KĀRTA 

Ekspe r imen tā l am darbam i zman to t a s d ivas me todes : 1) spektra l foto-
met r i skā un 2) fotogrāfiski fotometr iska. • 

Spektra l fotometr iska metodē izmantots spek t ra fo tometrs (СФ-4) , t a m 
pie izejas s p r a u g a s piemontējot g rozāmu pola r i zāc i j a s pr izmu. Uz pēt ī jamo 
objektu krīt l ineār i polarizēta g a i s m a . Tadā kār ta 1) absorbc i jas spektru 
v a r uzņemt polar izēta ga i sma un 2) v a r izdarī t k r i s tā lu a p s t a r o j a m u s (bal i-
nājumus) ar monochromat i sku polarizētu g a i s m u . Ar šo metod i i egūs tami 
a t r i un precizi mērī jumi. 

Fotogrāfiski fotometriska metode ir g a u s ā k a un m a z ā k preciza neka 
spekt ra l fo tometr i ska . Т а izmantota va i rāk spekt raI fo tornet r i skās metodes 
kontrole i . Seit n o monochromatora (УМ­2) nākošo g a i s m u laiž cau r pētī­

j a m o kris tālu. T a m c a u r g a j u š o gaismu ar kalci ta kr is tā lu sada la divos 
s a v s t a r p ē j i perpendikulār i polar izētos g a i s m a s staros. Ar fo toaparā ta pa­

līdzību n o abiem polarizēt iem s tar iem uz fi lmas iegūst vien la ic īg i divus 
a t t ē lus (katru a r savu polar izēto g a i s m u ) . Turpa t uz f i lmas ar pakāpju 
v ā j i n ā t ā j u uzņem arī in tens i tā tes m a r k a s . N o m e l n o j a m u s fotometre a r 
mikrofotometru . 

Kris tā lu ba l inā jumus polarizētā ga i sma izdara , laižot monocbron ia to ra 
po la r izē tu ga i smu (ar nikola p r i zmas pa l īdz ību) . 

c a u r u m s ir e l e k t r o n a i / t r u k u m a n o s a u k u m s . 



Lietotie kristāli audzēt i no kausē juma pēc nedaudz pā rve ido tas Kiro-
pulosa (Zs. f. Ph . 63 849 (1930)) metodes . Kris tā lu krāsojumi izdarī t i sub-
s t rak t ivā k rā so jumā ar ;• s t a r iem vai X s tar iem, bet adit ivā k rāso juma -
kr is tā lu karsējot kopa ar kālija tva ik iem iepriekš izsūknēta un t ad aiz-
kausē tā pi reksa stikla ampulā . 

M Ē R Ī J U M U REZULTĀTI . 

Krāso tu KC1 vai N a C l kr is tā lu b a l i n o t a r p o l a r i z ē t u F j o s ­
l a s g a i s m u , iegūst F un M cen t rus , kas u z r ā d a dažādu absorbciju 
a tkar ībā no tā, kāds ir g a i s ­
m a s vek tora vi rz iens , t. i., 
p a r ā d ā s d ichroisms. Sī di­
chro isma lielums ir a tka r īg s 
no tā , kā or ientē ts ba l ino­
šās po la r izē tās g a i s m a s 
vektora virz iens pret k r i s ­
t ā l a režģi . S a v u k ā r t ga i s ­
m a s vektora virz ienu var 
r aks tu ro t ar g a i s m a s svār ­
stību p laknes un s ta ra vir­
zienu. Bet svārs t ību p lakni 
va r apz īmēt ar k r i s t a log rā ­
fijā pa ras t i em indeksiem. 
Laižot g a i s m a s s t a ru per­
pendiku lā r i pret k r i s t ā l a 
p lakni [100] un maino t g a i s ­
m a s svārs t ību plakni no 
[010] virz iena līdz [011] vir­
z ienam, b a l i n ā š a n ā i egū ta i s 
d ichro isms p ieaug un ir lie­
lāka is pie [011] g a i s m a s 
svārs t ību p laknes v i rz iena . 
S im ga d ī j um a m iegūtā KC1 
kr i s tā la absorbci jas l īkne 
pa rād ī t a 2. a t tē lā . 

No 2. at t . r edzams , ka, bal inot ar [011i polar izē tu F j os las ga i smu, 
p a r ā d ā s d ichro isms gan F, gan M jos lā . 

Ir t omēr atšķir ība s t a rp a b ā m jos lām. F joslā absorbcija ir m a z ā k a 
t a m po la r izē tas g a i s m a s svārs t ību v i rz ienam [011], ar ko izdara ba l inā jumu, 
nekā t am s t a t en i skam v i rz ienam [011]. M joslā ir pre tē ja is : ba l inot F joslu 
ar [011] svārs t ību p l a k n e s ga i smu, p a r ā d ā s va i rāk to M centru , kas absorbē 
[011] svā r s t ības , nekā to M centru , k a s absorbē [011] svārs t ības . 

Arī p a t s dichroisma lielums (pakāpe) M jos lā ir lielāks neka F joslā . 
Aditivi k rāso ta KC1 kr is tā la F j o s l a s izbalēšanu un M j o s l a s r a šanos , 

bal inot ar [011] polar izē tu F j o s l a s ga i smu , r aks tu ro 3 . a t tē ls . Tur r edzams , 
ka F jos la izbalo abos polar izāc i jas virzienos dažādi un rodas dichroisms. 
S a v u k ā r t M jos la pa s t i p r inā s s ā k u m a abas po la r izē tās g a i s m a s svārs t ību 
p laknes [011] un [01 l ļ bet vēlāk [011] svārs t ību virz iena absorbci ja sāk 
maz inā t i e s . Arī M jos lā izveidojas dichroisms. 

Izdarot ba l i nā šanu F joslā subs t rak t iv i k r ā so t am KC1 k r i s t ā l am, F jos las 
i zba lēšana ir l īdzīga ( tomēr ā t r ā k a ) 3. a t tēlā uzrād ī ta i , bet M j o s l a s r a š a n a s 
te tomēr ir s avādāka . Pēdē ja pa rād ī t a 4. a t tē lā . Redzams , ka AI jos la sākumā 
p a s t i p r i n ā s abās polar izāc i jas , bet vē lāk savukār t s avā j inās . Arī šajā gadī­
j u m ā M joslā d ichro isms eksistē . T ā p a t d ichro isms eksistē arī F joslā . 

2. altēls. 
Aditivi krāsota КС1 kristāla absorbcijas līknes pirms un pēc 
balināšanas ar [011ļ polarizētu F joslas gaismu (bultiņa). 
/•' josla ir ar maksimumu pie \ — 560 ray , Ri un Rt jos­
las - pie/. • <575 m.'i un >. = 730 m". bet .'VI josla - - pie 

>, ( • 820 m ;.».. 
Ar tukšiem riņķīšiem apzīmēta absorbcijas līkne p i r m s 
balināšanas; pie tam tā ir viena un ta pati abam polariz--
las gaismas svārstību plaknēm |Ш| un |0Ī1J. P ē c bali­
nāšanas parada­­ dichroisms: katrai gaismas svārstību 
plaknei ir sava absorbcijas līkne (ar trijstiīrīšiem un mel­
niem punktiem apzīmētās līknes). Uz ordinatas atlikts 



M joslas vispārēju savā j i nā šanos abās polar izāc i jas va r izskaidrot ar M 
un t āpa t F cent ru i zzušanu subs t rak t iv i krāso tos kr i s t ā los , jo elektroni 
p a m a z ā m a tg r i ežas uz caurumiem, no kur iem tos atdal ī ja , izdarot sub­

s t rak t ivo krāso jumu. Ari pie aditivi k r ā s o t i e m kr i s t ā l i em ir novē ro jama 
M j o s l a s s a m a z i n ā š a n ā s a b ā s polar i­

zāc i jas i lgi bal inot ar polar izē tu F jos ­

las ga i smu . T a s v e d a m s s a k a r ā ar 
M cent ru p ā r v e i d o š a n o s citos cent­

ros [9]. 

90 min 4. attēls. 
S u b s t r a k t i v i k r ā s o t a KOI k r i s t ā l a M 

j o s l a s r a š a n ā s u n z u š a n a , k r i s t ā l u ba­

l inot a r [Ol i ] p o l a r i z ē t u F j o s l a s 
g a i s m u . U z a b s c i s a s a t l i k t s b a l i n ā š a ­

n a s l a ik s t s t u n d a s un uz o r d i n a t a s 
o p t i s k a i s b l ī v u m s D. 

3. attēls. 
Adi t iv i k r ā s o t a KCl kr i s t ā l a F j o s l a s 
i z b a l i n ā š a n a un M j o s l a s r a š a n a s at ­

k a r ī b ā no b a l i n ā š a n a s laika, b a l i n o t a r 
[0111 p o l a r i z ē t u F j o s l a s g a i s m u . 

Balinot kr is tā lu ar polar izē tu M jos las g a i s m u ( s t a r s perpend iku lā r s 
kr is tā la plaknei [100]) arī visl ie lākais dichro i sms rodas , ja g a i s m a s s . v ā r ­

s t ī b u p l a k n e ir [011] vai [011]. S ā d s ba l inošās g a i s m a s s t a r s izsauc 
F un M jos lās dažādu a inu (5. a t t ē l s ) . 

M joslā m a z i n ā s absorbcija g a i s m a s [ p i l ] svā r s t ību plaknei , bet aditivi 
krāso tos kr is tā los pieaug , 
kamēr subs t rak t iv i krāso tos 
kr i s t ā los paliek neizmainī ju­

sies absorbc i jas g a i s m a s [01 Г 
svā r s t ī bu plaknei . Aditivi krā­

sotos kr i s t ā los t a s v e d a m s 
s a k a r ā ar M cent ru s a g r a u ­

š a n u un vēl daļēju a t j aunoša ­
nos . M cen t ru sagrau jo t , elek­
t ronu p ā r n e s v a d ā m ī b a s zonā. 
No t ā s t a s va r nokļūt F cent ru 
iedīglī ( ha logēna vakancē ) 
va i ar ī M cent ru iedīglī. 
Pēdē jā gad ī jumā r o d a s a tkal 
M cen t r s ar kau t kādu or ientā­
ciju. J a t ā or ientāci ja ir t āda , 
ko g rau j g a i s m a s [011] svār­
s t ības , t ad v iņš a tkal pado t s 
i zba lēšana i , bet ja tā or ientā­
cija ir ci ta (ko varē tu , piem., 
g r a u t [011] g a i s m a s svārs t ī ­
b a s ) , t a d t a s s a g l a b ā j a s . Tā­
lab [011] svārs t ību v i rz ienam 
g a i s m a s absorbci ja m a z i n ā s , 
bet [011] - p ieaug . 

o. attēh. 

Atlt t ivi k r ā s o t a KCl k r i s t ā l a a b s o r b c i j a s likiu»? 
p i r m s un pēc b a l i n ā š a n a s ar [01 l ļ p o l a r i z ē t u Л/ jos­

las g a i s m u ( b u l t i ņ a ) . 
P i r m s b a l i n ā š a n a s abu p o l a r i z ā c i j u a b s o r b c i j a s 
l īknes a t z ī m ē t a s a r t rij s t ū r ī š i em un m e l n i e m p u n k ­
t i em (t. i.. 2. a t t . p ē c b a l i n ā š a n a s i e g ū t ā s l ī k n e s ) , 
p ē c b a l i n ā š a n a s — a r t u k š i e m r i ņ ķ ī š i e m im k r u s ­

t iņ i em a t z ī m ē t ā s l īknes . 



Subs t rak t iv i k rāso tos kr is tā los , ņemot vcra to, ka no M centr iem a tbn 
volie elektroni pa lielākai daļai apvienojas ar cau rumiem, M centru at jau­
n o š a n a s ir m a z v a r b ū t ī g a un tā lab iepriekš ap raks t ī t a M cent ra p i eaugšana 
nenotiek. 

F jos lā t u rp re t im p ieaug "011] svārs t ību v i rz iena absorbci ja un paliek 
ne izmain ī t a vai n e d a u d z m a i n ā s [011] absorbci ja . 

Atka l d ichro isms M jos lā ir p a n ā k a m s lielāks, kā F jos la . 
No t ā l āk iem eksper imentā l i em kons ta t ē jumiem j āa t z īmē : 
1. Dichro isms adi t ivi k rāso tos kr i s tā los F un M jos lās t u m s ā pie i s tabas 

t e m p e r a t ū r a s ar laiku nedaudz m a z i n ā s , tomēr s a g l a b ā j a s v a i r ā k a s desmit 
s t u n d a s , kas ir p r e t runā ar Dorna un H a v e n a [7] kons ta tē jumu, ka dichroisms 
s a g l a b ā j a s tikai d a ž a s s t undas z e m ā s t e m p e r a t ū r ā s (77° K) un t a s tiek 
iz jaukts , sas i ldot līdz 200° K. 

2. Krāso tu kr i s tā lu balinot polar izē ta bal tā ga i smā , ka to darīj is Niki-
t ins [5], iegūs t v i spā r m a z ā k u un nenoteiktu dichroismu. T a s s a p r o t a m s , 
jo vienlaicīgi izbalo gan F, gan M jos las , bet to izsauktie dichroismi vienos 
un t a i s pašos cent ros ir pretēji. Ga la rezul tā tā d ichro isms ir a tka r īg s no tā, 
kāda bijusi F un M centru iepriekšējā koncent rāc i ja , un kuri no tiem 
s t r au jāk izbāl ( resp . ar kādu spck t ra lu s a s t āvu bijusi ba l inošā g a i s m a ) . 

3 . Izdaro t b a l i n ā š a n u F vai M jos lās ar polar izē tu ga i smu novēro jams 
neliels d ichroisms arī Ri un R2 j o s l a s (sk. 2. un 5. a t tē los pie vi ļņu garu­
miem 675 m ,u un 730 m р). 

4. Uzrād ī t a i s dichro isms F jos lā neceļas no Z jos las , kura ir F jos las 
t u v u m ā uz g a r ā k o vi ļņu g a r u m u pusi . Tas pierādī jās , apz inā t i mainot 
Z cen t ru koncent rāc i ju ( ieaudzējot kr is tā lā va i r āk Ca + +" i o n u s ) : d ichroisms 
F jos lā nepal ie l inās līdz ar Z cent ru koncen t rāc i j as (resp. Z jos las ) palie­
l ināšanu . Bez t am F un Z kopējai absorbc i jas jos la i ( i s tabas U F un Z jos las 
nav a tda l ī t a s , bet ir s a p l ū d u š a s kopā) l ielākais d ichroisms ir ī svi ļņu puse, 
kurā ir F jos la , bet t a s ir mazs ga rv i ļnu pusē, kur a t r o d a s Z jos la . Tas rāda , 
ka Z jos la d ichroisma nav, bet ir g a n F josla . 

5. Dichroisms p a r ā d ā s M un F joslā bal inot ar polar izētu ga i smu gan 
adit ivi , g a n subs t rakt iv i k rāso tus kr i s tā lus . Pēdē jā gadī jumā efekts gan ir 
ievērojami mazāks . 

6. Dichroisms F jos lā cieši sa is t ī t s ar ж centru koncent rāc i ju : jo lielāka 
M cent ru koncent rāc i ja , jo i espē jams lielāks dichroisms F jos lā . Та pie­

m ē r a m : adit ivi krā so t ā KC1 kr i s tā lā dabūjama s a m ē r ā spēcīga M josla un 
t āpa t arī s a m ē r ā liels F jos las dichroisms, subs t rak t iv i krāsota KC1 kr is tā lā 
ir m a z a M josla un arī m a z s F j o s l a s dichroisms, subst rakt iv i krāso tā NaCl 
kr is tā la paras t i M jos la ir niecīga un t a d s arī ir F jos las dichroisms, savu­

kārt aditivi krāsotā KJ kr is tā la n a v M jos las un n a v arī F j o s l a dichroisma. 

1. F. Zeica ie teiktam Л/ centru modelim ir izteikts virziens (piem., anionti 
vakanču novietojums, e lektr iskais d ipols ) . Skato t ies pret [100] plakni , šis 
virziens noteikrs ar [011] resp. [011] plakni . D o m ā j a m s , ka ar to s tāv sakara 
arī t a s , ka maks imā lo dichroismu M joslā v a r sasn ieg t , bal inot ar [011] 
resp. [01U polar izāc i jas ga i smu. 

2. M cent rs pec Zeica modeļa reprezentē ari elektrisku dipolu, kas 
kr is tā la režģī var ieņemt note iktus vi rz ienus . Bal inot ar polar izē tu ga i smu, 
daļu no M centr iem var s ag rau t , bet a t l ikušā M cent ru daļa paliek kr is tā lā 
ar z i n ā m u orientāci ju . S a k a r a ar to kr i s tā lā ir j ābū t ari z ināmai elektr iskai 
polar izāci ja i . 

H) Ученые- .ļfirtitcKii. T O M v n ī 
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3. F centra modelis neuz rāda kādu izteiktu virz ienu. Tomēr noteikta 
/VI centru orientāci ja un ar to sa is t ī tā k r i s tā la e lektr iska polar izāci ja va r 
F cen t rus izveidot pa r elektriskiem dipoJiem ar noteiktu or ientāci ju . S a k a r ā 
ar to p a r ā d ā s dichroisms F jos lā . 

4. Arī pārēj iem centr iem (R\, R2, Z u. c ) , kur iem ir izteikts v i rz iens 
(an izo t rop i j a ) , bal inot ar polar izē tu ga i smu , ir s a g a i d ā m a orientāci ja un 
dichroisms. T a s arī eksper imentā l i pierādīj ies p ie R{ un R2 cent r iem. Tikai 
ņemot vērā to, ka šo centru koncent rāc i ja p a r a s t i ir m a z ā k a par M centru 
koncentrāci ju , to iespaids uz F j os las d ichroismu ir s a g a i d ā m s m a z ā k s ka 
M centr iem. 
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Д И Х Р О И З М Ц Е Н Т Р О В О К Р А С К И В Щ Е Л О Ч Н О ­ Г А Л О И Д Н Ы Х 
К Р И С Т А Л Л А Х 

Л. К. Я неон и О. А. Шмит 
(Резюме) 

Исследованиям вопросов центров окраски щелочно­галоидных кристал­

лов посвящены многочисленные исследования, в которых установлены 
многие закономерности [1, 2, 3]. Высказан р я д предположений о строении 
этих центров [8]. Несмотря на это еще не установилось единого мнения 
0 природе д а ж е самых хорошо известных центров окраски [4]. Необхо­

димо еще исследовать взаимное влияние и процессы превращения этих 
центров, следует проверить пригодность предложенных моделей и т. д. 
Д л я этих целей полезно использовать поляризованный свет, который у ж е 
применен в ряде работ [5, 6, 7]. В этих работах установлен дихроизм в 
полосах поглощения центров окраски. 

В настоящей работе показано, что: 
1) дихроизм полос поглощения центров окраски в F­ и /И­полосах 

взаимосвязан (рис. 2, 3 и 5 ) ; 
2) дихроизм /М­полосы возникает в результате анизотропного строения 

/Vl­центров (рис. 1), если эти центры в кристалле ориентируются при по­

мощи поляризованного света; 
3) дихроизм ^­полосы возникает под действием ориентированных М­

центров, которые своим дипольным полем создают во всем кристалле, а 
т а к ж е в / ' ­центрах элежтрическу.ю поляризацию определенного на­

правления; 
4) дихроизм показывается т а к ж е и полосах RI и R2 (рис. 2 и 5 ) , и 

можно предполагать , что это можно н а б л ю д а т ь во всех полосах погло­

щения, имеющих анизотропное строение центров окраски. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т 

УЧЕНЫЕ З А П И С К И , Т О М VIII, В Ы П У С К 2, 1956 Г О Д А 

В Л И Я Н И Е Т Е М П Е Р А Т У Р Ы НА Ф О Т О Х И М И Ч Е С К И Е Р Е А К Ц И И 
В О К Р А Ш Е Н Н Ы Х К Р И С Т А Л Л А Х Х Л О Р И С Т О Г О КАЛИЯ 

О. А. ШМИТ и В. Э. ЗИРАП 

В работе Л . Янсона и О. Шмита [1] показано, что в полосах поглоще­

ния (F и М) кристаллов хлористого калия после соответствующей обра­

ботки линейно поляризованным светом появляется дихроизм. В той ж е 
работе приводится объяснение возникновения дихроизма в полосах F и 
М. А именно: у Af­полос дихроизм связан с самой структурой М­цент­

ров, которые распределены неравномерно по осям второго порядка . По­

явление дихроизма в F­полосе поглощения связывается с поляризацион­

ным воздействием М­центров. 

Рис. 1. 

К р и в ы е п о г л о щ е н и я а д д и т и в н о о к р а ш е н н ы х к р и с т а л л о в 
х л о р и с т о г о к а л и я . 

1 — к р и в а я п о г л о щ е н и я п о с л е о к р а ш и в а н и я : 2 ­ к р и в а я погло­

щ е н и я п о с л е о б л у ч е н и я л и н е й н о п о л я р и з о в а н н ы м е в е т о м (ориен­

тации э л е к т р и ч е с к о г о в е к т о р а при о б л у ч е н и и и измерении 
о д и н а к о в ы и п а р а л л е л ь н ы г р а н и 101 l ļ ; 3 — к р и в а я поглощении 
после о б л у ч е н и я л и н е й н о п о л я р и з о в а н н ы м светом ( электрический 
вектор при облучении п а р а л л е л е н г р а н и [ 0 1 1 1 , а при и з м е р е ­

нии — г р а н и [ 0 Ī 1 | : '4 — к р и в а я п о г л о щ е н и я при т е м п е р а т у р е 
210° С : 5 к р и в а я п о г л о щ е н и я к р и с т а л л а , о х л а ж д е н н о г о до 

к о м н а т н о й т е м п е р а т у р ы ( 2 0
Й С ) . 

Чтобы проверить предложенный выше механизм возникновения дихро­

изма в /­"­полосе, было проведено исследование влияния температуры на 
фотохимические реакции. 

Б ы л взят монокристалл хлористого калия, выращенный по несколько 
видоизмененному методу Киропулоса. Окрашивание производилось адди­

тивно в парах калия. Спектр поглощения свежеокрашенного кристалла , 
полученный на спектрофотометре СФ­4, приведен на рис. 1 (кривая 1). 

ю­
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После двух­трехчасового облучения такого кристалла линейно ноля 
рпзоваиным светом длины волны, соответствующей /"­полосе, в случае, 
если облучение ведется перпендикулярно грани [100J, а электрический 
вектор поляризованного света параллелен [011], поглощение, измеренное 
т а к ж е линейно поляризованным светом (с электрическим вектором, ори­

ентированным так же, как электрический вектор облучающего света) — 
изменяется и принимает вид 2 (рис. 1). 

И з м е р я я поглощение в перпен­

дикулярном направлении, т. е. 
н а п р а в л я я пучок света, при по­

мощи которого ведется измерение, 
перпендикулярно грани [100], а 
электрический вектор поляризо 
ванного света — параллельно 
грани [011], — получаем кривую 3 
(рис. 1). 

И з рис. 1. (кривые 2 и 3) 
видно, что как в /"­полосе, т а к и 
в М­полосе появляется дихроизм. 
П о в ы ш а я постепенно температуру 
со скоростью примерно один гра­

дус Цельсия в минуту до 210° С 
и и з м е р я я при этом поглощение, 
получаем кривую 4 (рис. 1), кото­

р а я не зависит от того, какое на­

правление имеет электрический 
вектор поляризованного света. Из 
рис. 1 видно, что М­центры исче­

зают ( кривая 4 ) , а вместе с тем 
исчезает и дихроизм в /­"­полосе. 

Н а ш а д а л ь н е й ш а я задача со­

стояла в том, чтобы получить 
кривые термического обесцвечива­

ния М­центров и проследить, 
как меняется дихроизм у М­ и 
/•"­центров. 

Результаты этих измерений по­

к а з а н ы на рис. 2. Кривые 1 и 2 
(рис. 2) соответствуют изменению 

поглощения в максимуме /­"­полосы в зависимости от температуры. Кри­

вые 3 и 4 (рис. 2) показывают поглощение в М­полосе в зависимости от 
температуры. (Начальные точки кривых 1 и 3 рис. 2 соответствуют 
кривой 2 рис. 1; — кривых 2 и 4 рис. 2 соответствуют кривой 3 рис. 11. 
Как видно из рис. 2, при повышении температуры разность м е ж д у зна­

4i пнями поглощения, соответствующими взаимно перпендикулярным 
ориентировкам электрического вектора поляризованного света парал­

лельно [011] и [011], постепенно уменьшается , и при температуре 170 , J C 
она исчезает. 

Примерно такие ж е кривые получаются у субстрактивно окрашенных 
кристаллов. Разница состоит только в том, что исчезновение дихроизма 
и уменьшение поглощения у М­полосы происходит при более низких тем­

пературах и спад кривой термического обесцвечивания имеет более кру­

той вид. Это согласуется с работой Ч. Б . Л у щ и к а [2], в которой пока­

зано, что если вероятность повторных з а х в а т о в имеет м а л у ю величину 
(а в субстрактивно окрашенных кристаллах это имеет место) , то кривые 
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Рис. 2. 

В л и я н и е т е м п е р а т у р ы на п о г л о щ е н и е Пйеле 
п р е д в а р и т е л ь н о г о о б л у ч е н и я к р и с т а л л а 

л и н е й н о п о л я р и з о в а н н ы м светом . 
I п 3 .— и з м е н е н и е м а к с и м а л ь н о г о з н а ч е н и я по­
i л о щ е н и я F­ и М ­ п о л о с в з а в и с и м о с т и о г т е м ­
п е р а т у р ы при и з м е р е н и и с п о м о щ ь ю л и н е й н о 
п о л я р и з о в а н н о г о света с о р и е н т а ц и е й э л е к т р и ч е ­
ского в е к т о р а п а р а л л е л ь н о грани [Ol l ļ ; Ч и 4 ­
т о ж е с а м о е , что I и :i, при о р и е н т а ц и и э л е к т р и ­

ческого в е к т о р а п а р а л л е л ь н о г р а н и 



термического обесцвечивания получаются более крутыми. Дихроизм F­

полосы исчезает при тех же температурах, при которых он исчезает у 
М­полосы. 

Изложенное свидетельствует о том, что причиной возникновения 
дихроизма / ­ п о л о с действительно является поляризующее воздействие 
М­центров на / ­ ц е н т р ы . 

Остается не совсем ясным вопрос, о том, почему возникает дихроизм 
в М­полосе, т. е. почему при облучении линейно поляризованным светом, 
соответствующим / ­ п о л о с е поглощения, ориентация М­центров появляется 
преимущественно в направлении, соответствующем направлению электри­

ческого вектора поляризованного света, которым производится облучение. 
Ведь образование новых центров поглощения согласно общепринятой 
точке зрения происходит следующим образом: электрон, освобожденный 
светом и термическими флюктуациями из / ­ ц е н т р о в , попадает в зону про­

водимости и, перемещаясь в ней, попадает на локальный уровень, обра­

зуя при этом новый центр поглощения. Если предположить такой меха­

низм, то оказывается невозможным объяснить вышеупомянутое явление. 
Поэтому единственное, что м о ж н о предположить, это то, что возникнове­

ние М­центров происходит (по крайней мере частично) в результате тун­

нельного эффекта . Н а такую возможность указывает также работа Мар­

кэма [3], в которой автор именно таким механизмом пытается объяснить 
частичное оптическое выцвечивание центров окраски при очень низких 
температурах . 
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T E M P E R A T Ū R A S I E T E K M E UZ F O T O Ķ Ī M I S K A M REAKCIJĀM 
KRĀSOTĀ KCl KRISTĀLĀ 

O. Smits un V. Ziraps 
( K o p s a v i l k u m s ) 

Darba parad ī t s , ka krāso ta KCl monokr i s ta la , kas aps t a ro t s ar lineāri 
polar izē tu ga i smu / un M absorbc i jas joslas novēro jams d ichro isms . P a ­
a u g s t i n o t kr is tā la t empera tū ru , d ichroisms M josla s a m a z i n ā s un līdz ar to 
s a m a z i n ā s d ichroisms / joslā. Izdarīts, sec inā jums, ka / joslā dichroismu 
izsauc M centru polar izējoša iedarbība . 

Izteikta hipotēze, ka or ientētu M centru r a š a n o s \ a r a n i izskaidrot ar 
tuneļa efekta pal īdzību. 
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Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т 

У Ч Е Н Ы Е З А П И С К И , Т О М V I I I , В Ы П У С К . 2, 1956 Г О Д А 

ВЫРАЩИВАНИЕ МОНОКРИСТАЛЛОВ МЕТАЛЛОВ С ЗАДАННОЙ 
ОРИЕНТАЦИЕЙ И ВНЕШНЕЙ ФОРМОЙ 

Я­ Е. ПЛАТАЦИС 

Д л я исследования механизма пластической деформации металлов не­

обходимо получить монокристаллы различной определенной кристалло­

графической ориентации и внешней формы. 
Большинство методов получения металлических монокристаллов (а 

т а к ж е и некоторых солей) основывается на использовании процесса кри­

сталлизации из расплава [1]. Т а к наиболее распространенные методы 
Чохральского [2], Обреимова­Шубникова [31, Б р и д ж м е н а [4] дают воз­

можность получать монокристаллы значительных размеров, но чаще всего 
произвольной ориентации. 

Некоторое достижение в отношении получения монокристаллов с за­

данной ориентацией и внешней формы удается получить, пользуясь мето­

дом Капицы [5], а т а к ж е различной ориентации пользуясь опытами 
Палибина и Фроймана [6] и работами Чигвннадзе [7]. 

Анализируя методику выращивания монокристаллов и полученные ре­

зультаты, можно утверждать , что основную роль при определении кри­

сталлографической ориентации по отношению к оси образца играет на­

правление градиента температуры. В упомянутых методах невозможно 
или возможно только ограниченно изменить 
направление градиента температуры по отно­

шению к оси кристалла . Так, при выращивании 
монокристаллов по методу Б р и д ж м е н а [4], 
в качестве нагревателя употребляется трубча­

т а я печь и градиент температуры всегда парал­

лелен оси монокристалла . В работах Чигвн­

надзе [7] применялся видоизмененный метод 
Б р и д ж м е н а ; трубчатая печь бралась большего 
диаметра , в которой можно было помещать 
согнутые стеклянные пробирки с жидким метал­

лом. Но, с увеличением диаметра трубчатой 
печи, направление градиента температуры ста­

новится неопределенным. В этом случае при­

меняя согнутые пробирки с жидким металлом, 
можно изменить направление градиента темпе­

ратуры к оси выращиваемого кристалла, но 
невозможно задать определенный угол. 

Чтобы осуществить изменение направления 
градиента температуры по отношению к осп 
кристалла на определенный, заданный угол, 
была изготовлена плоско параллельная печь (рис. 
размера 350 X 250 X Ю мм. Печь устанавливалась неподвижно в верти­

кальном положении и д л я устранения циркуляции потоков воздуха при 
нагревании, снизу плотно присоединилась плоскопараллельная замкнутая 

9m j^&n&pa 

Pili. 1. 

1) (а) внутреннего 



камера (Ь) со стеклянным окошком (с). В этом случае, имея расстояние 
между нагревательными стенками печи л и ш ь 10 мм и исключая возмож­

ность потоков нагреваемого воздуха, можно достичь вертикально направ­

ленный градиент в пределах всей печи. На такой установке выращива­

лись монокристаллы цинка. Стеклянные пробирки (/) (внешний диаметр 
меньше 10 мм) заполнялись жидким цинком и устанавливались в спе­

циальную рамку (d). При этом имелась возможность устанавливать про­

оирки, заполненные металлом, под различными, определенными углами 
по отношению к вертикальной оси печи, т. с. к н а п р а в л е н и ю градиента 
температуры. Нижние концы пробирок загибались так, что всегда были 
по направлению градиента температуры. Р а м к а с расположенными про­

бирками (/) помещалась в вышеуказанную печь при помощи синхрон­

ного мотора и червячной передачи со скоростью 0,7 мм/мин опускалась 
вниз в плоскопараллельную камеру (Ь). Температура печи поддержива­

лась 50 д­ 60 градусов выше температуры плавления цинка . 
При кристаллизации, плоскость базиса моно­

кристалла цинка почти всегда располагалась па­

раллельно направлению градиента температуры, 
т. е. в данном случае вертикально и перпендику­

лярно щели печи. Н а основе проведенных опытов 
можно утверждать , что кристаллографические 
плоскости более плотной упаковки атомов (в част­

ности плоскость базиса) при кристаллизации рас­

полагается п а р а л л е л ь н о н а п р а в л е н и ю градиента 
температуры, за исключением отдельных других 
случаев с малой вероятностью (влияние примесей, 
роль з а р о д ы ш а и другие ф а к т о р ы ) . 

На чертеже 2 штриховкой показано направле­

Щ ние плоскости базиса монокристаллов цинка, кото­

рая к а к видно составляет з а д а н н ы й угол а с осью 
1 ' " с ­ кристалла. Н у ж н о отметить, что при увеличении 

угла между осью пробирки и направлением гра­

диента температур!)!, т. е. для получения больших углов (а » 80 граду­

сов) скорость опускания надо было уменьшить д о 0,25 мм/мин. 
Пользуясь этим методом, получены монокристаллы цинка, плоскость 

базиса которых составляла заданный угол с осью данного кристалла . 
Выращивались монокристаллы с з а д а н н ы м и углами а от 0 до 90 гра­

дусов. 
При исследовании механизма пластической д е ф о р м а ц и и необходимо 

получить металлические монокристаллы заданной внешней формы: ци­

линдрические, четырехгранные, шестигранные, с утолщением на концах 
образца (для испытания на растяжение) и др . 

Д л я получения монокристаллов определенной внешней формы, задача 
сводится к изготовлению пробирок заданной внутренней формы. В част­

ности, для получения монокристаллов цинка четырехгранной и шестигран­

ной формы, в запаянной с одного конца стеклянной пробирке вставляется 
образец желаемой формы кристалла из тугоплавкого материала , с боль­

шим коэффициентом термического расширения . З а т е м пробирка присо­

единялась к форвакуумному насосу и вставлялась в трубчатую печь. При 
температуре размягчения стекла, под действием атмосферного давления , 
стекло обжималось вокруг образца , который после остывания свободно 
вынимался и таким образом получалась ж е л а е м а я внутренняя форма 
пробирки. 

В п р о в е д е н и и \ опытах использовались латунные образцы и стек­

ло № 23. 
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Применяя вышеизложенную методику, были получены монокристаллы 
цинка заданной ориентации к а к с определенными внешними гранями, так 
и с утолщением на концах образца для закрепления при механических 
испытаниях. 

В заключении в ы р а ж а ю благодарность Тутану М. Е. за помощь про­

ведения опытов. 
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M E T Ā L U M O N O K R I S T A L U A U D Z Ē Š A N A AR N O T E I K T U O R I E N T Ā C I J U 

UN Ā R Ē J O F O R M U 

/. Platacis 

I K o p s a v i l k u m s ) 
• 

1. Izveidota j a u n a monokr is ta lu a u d z ē š a n a s iekārta , kurā v a r viegli 
mainī t kr is tā la ass virz ienu at t iecība pret t e m p e r a t ū r a s g r a d i e n t a virzienu. 

2. Iegūt i note ik tas d a ž ā d a s kr i s ta lograf i skas or ientāc i jas un dažādas 
note ik tas ārē jas formas cinka monokr is ta l i . 

3. I z s t r ā d ā t ā metod ika dod iespēju pētīt kr is ta l izāc i jas ā t r u m u un tem­

p e r a t ū r a s grad ien ta virziena iespaidu uz kr is ta lograf isko p lakņu orientāci ju 
audzē j amos monokr i s t a los . 

Выращивание монокристаллов металлов с заданной ориентацией 



L A T V I J A S V A L S T S U N I V E R S I T Ā T E 

Z I N Ā T N I S K I E R A K S T I , V I I I S Ē J U M S . 2. I Z L A I D U M S , !S56. Ci, 

SVINA PIEMAISĪJUMA IETEKME UZ KCI KRISTĀLU ADITIVO 
KRĀSOJUMU 

A . JANSONE 

I. IEVADS 

Svešvielu piemais ī jumi, pat nelielā daudzumā , var s t iprā m ē r ā ietekmēt 
kr i s tā l i sko vielu īpaš ības , kā piem. absorbciju, luminescenci , e lek t rovadāmību, 
cietību u. c. S i s temāt i sk i šos j a u t ā j u m u s sāka pētīt ši gadu s imta sakumā . 
P iemais ī juma defektu r aks tu r s , kā arī viņu konkrē ta i s iespaids uz kr is tā lu , 
piem., op t i skām īpa š ībām šobrīd vēl izpētīts maz . Tomēr j a u t ā j u m s ļoti sva­
r īgs , jo pal īdz ieskat ī t ies vielas uzbūves un pusvadī tā ju m e c h a n i s m ā . 

Lieli nopelni šī v i rz iena pēt ī jumos ir R. Pola skolai . R. Hi l š s [11 viens 
no p i rmiem noteicis .vairāku s ā r m m e t a l h a l o g e n i d u absorbci jas spek t rus ar 
Tl un P b d a ž ā d a s koncent rāc i jas piemais ī jumiem. Abi p iemais ī jumi dod 
u l t ravio le to s t a ru r a jonā uz ga ro vi ļņu pusi no fundamen tā l ā s j o s l a s savu 
selektivo absorbci jas joslu. P a r uzbūves m e c h a n i s m u l i te ra tūrā ir s a s topami 
dažād i uzskat i . 

R. Hi lšs jau uzrād ī ta jā darbā (1927. g.) izteicās sekojoši: «Kā iebūvējas 
k r i s tā lā Tl un P b ioni, t a s vēl līdz šim nav z ināms . Visv ienkāršāk pieņemt, 
ka tie iebūvējas kau t kāda s a r m m e t a l a kat iona vieta. Atk lā t s pal iek j au t ā ­
j ums , vai t a s i espē jams kaut kurā ka t r a režģa vietā, vai kādā režģa defekta 
vietā , submikroskop i skās p la isās , t r aucē jumos utt.» 10 g a d u s velak (1937. g.) 
R. Hi lšs atkal ap ska t a šo j a u t ā j u m u [2] un secina, ka v ienkārša s a r m m e t a l a 
ha logen ida var iebūvēties ļoti s a r ežģ ī t s komplekss MeX„. kurš t ad arī nosaka 
absorbc i jas un emis i jas procesu. Hi lšs tomēr tuvāk neaplūko šīs kompleksās 
asoc iāc i jas uzbūvi . V. Kochs Tl un Pb šadu kompleksās asociāci jas uzbūves 
m e c h a n i s m u nea tz ī s t [3], bet H. F romhercs uz R. Pola ie ros inā jumu ir iz­
darī j is virkni eksper imentu , kuros šāda veida iebūvi aps t ip r ina [4]. V. Burg -
mi l le rs apga lvo (1936. g .) , ka NaCl kr is tā la P b C Ļ p iemais ī jums var 
novietot ies t ikai k r i s t ā la p la isās [5]. 

Arī pēdējā laikā par P b iebūvēs mechan i smu sā rmmeta lu ha logenidu 
k r i s t ā los fizikas l i t e ra tū rā izteikti dažādi uzskat i . P . P r i n g s h e i m s [61 sava 
p a z ī s t a m a monogrāf i jā par fluorescenci un fosforescenci a tba l s t a kompleksu 
hipotēzi (489. lpp . ) . A. Samovsk i s , A. Rodionova un M. Gost jeva pielaiž 
d ivus s m a g o metā lu (Ag, Cd) iebūvēs veidus. V a r iebūvēties A g + un Cd : " 
ioni gan režģa mezg los , gan arī kā nei trāl i a tomi novietoties uz kr is tālu 
s u b s t r u k t u r a s bloku v i r s m ā m plānu plēvīšu veida [7, 81. M. Kacs un B. Sem-
jonovs [9] pi lnā m e r ā a tba ls ta uzska tus , ka sv ins pie m a z ā m koncent ra-
ei jām s a r m m e t a l a ha logen idos iebūvējas kā d ivvalent īgs Pb 4 4 " ions režģa 
ka t iona vietā. 

Arī p iemais ī jumu koncen t rāc i j as note ikšanai veltīti daudz darbu . Kris­
t ā l u s audzējot no kausē juma ( s a r m m e t a l a halog-enidu monokr i s t a lu s vis­
ē r t āk audzē t ar Kiropulosa metodi [10]), paras t i uzrāda to s m a g ā metā la 
koncent rāc i ju , kāda ir kausē juma sa s t āvam. Tāda nav k r i s t ā l am, jo piemai-



s l jumiem ir t endence sakrā t ies va i r āk ta jā daļā , kura k r i s ta l i zē jas pēdēja. 
Tādā kār tā piemais ī jumu lielākā daļa s a k r ā j a s k a u s ē j u m a a t l ikumā. Ar 
ķīmiskās ana l izēs palīdzību va i rākos darbos noska id ro t s , ka kr i s tā lā iebū­
vējas tikai 2 0 % — 1% no ta p iemais ī juma d a u d z u m a , kas piel ikts kausēju­
m a m [8, 3;. Visur tur , kur p iemais ī juma koncen t rāc i j a n a v precizi j āz ina , 
ar šo attiecību apmier inās . 

P iemais ī jumi va r būtiski izmainī t k rāsu cen t ru d inamiku . Sajā virzienā 
s i s temāt isk i pēt ī juma parādī juš ies vienīgi pēdējos gados [8, 9 u. c.ļ. 

Sinī darbā parād ī t s , kā P b C l 2 p iemais ī jums KCl k r i s t ā l a m adi t ivās 
k r ā s o š a n a s procesā kālija tva ikos veicina defektu vietu koagu lac i ju un reizē 
ar to t raucē F centru r a šanos . Līdz ar to j ā sec ina , ka svešvielu p iemais ī jums 
z i n ā m o s aps tāk ļos va r s t iprā mērā iespaidot režģa mikrodefektu s tāvokli . 

II. DARBA M L T O D L UN R E Z U L T Ā T I 

KCl (Pb) kristāl i iegūti no kausē juma ar Ki ropulosa metodi , k rāso t i 
adit ivi kālija tvaikos un subs t rakt iv i •/ s t a ros . Absorbc i jas mērī jumi veikti 
ar spektrofotometru С Ф­4. 

1) K r i s t ā l u i e g ū š a n a . Pec m i n ē t a s metodes izaudzēt i vai rāk i 
KCl (Pb) kristāl i ar d a ž ā d ā m svina koncen t rac i j ām. K a u s ē j u m a mate r i ā l s 

s a g a t a v o t s , rūp īg i s a m a i s o t KCl kopā ar 
P b C L t ādā d a u d z u m ā , lai kausē jumā P b 
būtu ap 0 , 2 ­ 0 , 0 5 mol . %. Kris tā la aug­

šējā daļa (tā k r i s ta l i zē jās p i r m ā ) izvei­
dojās dz idra un s a m ē r ā v i e n g a b a l a i n a , 
turpre t ī apakšē j ā daļa , kura k r i s ta l i zē jās 
pēdēja opā lā k r ā s ā u n p la i sa ina . T a s 
norāda , ka svina piedeva lielākā daudzu­
ma t r aucē monokr i s t a lu izve idošanos , kā 
ar i to, ka sv ins šeit lokal izējas kr is ta iā 
lielāku a g r e g ā t u veida. 

Tā lākā da rbā lietotie kr i s tā la gaba l iņ i 
apm. 4-X 4 X l O m m 3 lieli t ika izšķaidīti 
no kr i s tā la dz id rās d a ļ a s un t ādā kā r t ā 
s a s k a ņ ā ar ievadā te ikto va r pieņemt, 
ka sv ina koncen t rāc i j a ta jos bija ao 
2.10-2- 5.10" 1 mol. 

K C I ( P b ) k r i s t ā l a v i d u s d a ļ a s fo toa t t ē l s 
pec aditivās k r ā s o š a n a s d a ž a s s t u n d a s 

K t v a i k o s 500 ?' t e m p e r a t ū r a . 

br iu in is so junis , 
vidu āda о/ 

J ā a t z ī m ē , ka KCl (Pb.) kr i s ta i s ir meelianiski i z tu r īgāks par tīru KCi 
kr is tā lu un līdz ar to g r ū t ā k ska idas . Līdzīgu k o n s t a t ē j u m u izdarīj is 
V. Burgmi l l e r s savos pētī jumos ar NaCl ( P b ) kr i s t ā l i em [5]. 

2) K r i s t ā l u к г a s о š а n a. Izšķa id ī ta i s kr i s tā la g a b a l i ņ š tika ievie­
tots pireksa stikla ampula kopā ar nelielu g a b a l i ņ u me tā l i skā kāli ja, izsūk­
nēts ga i s s un ampula a izkausē ta . Sādā veida s a g a t a v o t ā s a m p u l a s t ika 
k a r s ē t a s 0,5—3 s tundas krāsnī , ku ra s t e m p e r a t ū r a iepr iekš nos tabi l izē ta 
vē lamā lielumā no 400 э С 600 е С. S a l ī d z i n ā š a n a s nolūkos tajā pašā 
a m p u l a bija ievietots a n tīra KCl kr is tā la g a b a l i ņ š . 

Pēc k a r s ē š a n a s kr is tālu dažu minušu laikā a tdzesē ja ga i sā līdz i s t abas 
t empera tū ra i . Tīrie KCl kris tā l i minē ta jā k r ā s o š a n a s la ikā bija nokrāso­
juš ies arvien purpur-zi l i pa r a s t a j ā F cen t ru k ra sā , tu rpre t ī KCl (Pb) 
kris tā l i bija ieguvuši bruņu krasu ar ļoti izteiktu un asi norobežotu , ne­
krāso tu v idusdaļu . Pēdē jās l ie lums a t k a r ī g s no k r ā s o š a n a s i lguma. 

Kristāl i pēc va jadzības tika krāso t i arī subs t rak t iv i kādu laiku 
pa tu ro t U.o pie ;• s ta ro ta jā . 



2. zīmējumā p a r a d ī t a s nekrāso ta im aditivi krāsota KCI (Pb) kris tāla 
absorbc i jas resp. opt iskā blīvuma līknes plaša vilini gamma diapazona . 

200 300 400 500 500 
ИЮ /200 mp 

K C I ( P b ) k r i s t ā l u a b s o r b c i j a s l īknes . 

а — n e k r ā s o t s kristais; 
Ь — adi t iv i k r ā s o t s 4i 

t e m p e r a t ū r ā ; 
с — adi t iv i k r ā s o t s .'i1 /^ 

t e m p e r a t ū r a . 

s t u n d u К t va ikos 100° С 

s t u n d a s К t va ikos 500° С 
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500 тц 600 100 
3. zīm. 

800 
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K C I ( P b ) k r i s t ā l u a b s o r b c i j a s l ikt ies. 

I — p l ā k s n ī t e i z šķa id ī t a no k r ā s o t ā k r i s t ā l a 
m a l a s . 

II — p l ā k s n ī t e i z š ķ a i d ī t a no tā p a š a k r ā s o t ā 
k r i s t ā l a v i d u s d a ļ a s . 
а — pēc a d i t i v ā s k r ā s o š a n a s К t va ikos 

34ļ s t u n d a s 500° С t e m p e r a t ū r ā , 
h — t ā pat i adi t iv i k r ā s o t ā p l ā k s n ī t e 

p ā r k r ā s o t a s u b s t r a k t i v i s t a r o s . 

4. zīm. 

No adi t ivi krāso t iem KCI ( P b ) kr is tā l iem t ika i zšķa id ī tas p lāksnī tes 
g a n no kr i s tā la m a l ā m — viscaur b rūnas , g an arī no v i d u s d a ļ a s ( ietverot 
g a n dzidro, g an a r i brūno daļu) u n uz­
ņ e m t a s absorbci jas l īknes. Pēc t a m tie 
paši p a r a u g i tika p ā r k r ā s o t i subs t rakt iv i . 

Fo tomet rē juma rezul tā t i a t tē lot i 3. zī­
mē jumā . 

Bez t a m subs t rak t iv i у s t a r o s tika 
krāsot i arī K C l ( P b ) kris tā l i , kas iepriekš 
adi t ivi nebija krāso t i . 

. Fotomēr ī jumu rezul tā t i attēlot i 4. zī­

mē jumā . 
No zīmējumos a t t ē lo tām l īknēm var 

izdarī t š ā d u s s lēdz ienus : 
1) izaudzētos KCI kr is tā los ir svina 

piemais ī jums, jo absorbci jas l īknē pie 
Я = 273 m p p a r ā d ā s selektivā svina absorbc i jas josla , ka t a s j a u no 
l i t e r a tū ras z i n ā m s (2. zīm. a, b ) ; 

2) KCI (Pb) kr i s tā lā k r ā s o š a n ā s process norit s a m ē r ā lēni. Tādēļ pat 
bllt s t u n d ā s dotā izmēra k r i s ta i s n a v nokrāsoj ies v iscaur , bet vidū palicis 
nenok rā so t s a p g a b a l s «lodziņš» ar asu robežu (1. z īm . ) ; 

3) izpētī tajos KCI (Pb) kr is tā los minē tās ad i t ivās k r ā s o š a n a s rezul tā tā 
F cent r i r aduš ies ļoti maz (3. z īm. a ) . Ļoti m a z tie p a r ā d ā s arī pēc tam, 
kad adit ivi k r ā s o t ā s kr is tā la p lāksnī tes p ā r k r ā s o subs t rak t iv i s t a ros 
(3, z īm. b ) . 

V a r secināt , ka adi t ivās k r ā s o š a n a s rezu l t ā ta К tva ikos ir samaz inā ­

jus ies F centru r a š a n ā s iespēja; 
4) ja KCI ( P b ) kris ta is iepriekš nav krāso t s aditivi , t ad , krāsojot to 

K C l ( P b ) k r i s t ā l a a b s o r b c i j a s l īkne pee 
s u b s t r a k t i v a k r ā s o j u m a •; s t a r o s . 



subs t rak t iv i , F absorbci jas josla p a r ā d ā s izteiktāka ka iepriekš apraks t ī tos 
ad i t ivas k r ā s o š a n a s gadī jumos; 

5) aditivi krāsot iem KCl (Pb) kr is tā l iem p lašā vi ļņu g a r u m u d iapazonā 
absorbci ja s a m a z i n ā s monotoni līdz ar v i ļņu g a r u m a pa l ie l ināšanos 
(2. zīm. b, c, ka arī 3. zīm. 1. un 2. a, b ) . Absorbc i j a s l ie lums ir a tka r īg s 
no k r ā s o š a n a s aps tākļ iem ( t empe ra tū r a s , l a i k a ) , turpre t ī absorbc i jas l īknes 
m o n o t o n a i s r aks tu r s ir sag labā j ies . 

A d i t i v i n e k r ā s o t i e m kr is tā l iem š ā d a s m o n o t o n a s absorbci jas 
s a m a z i n ā š a n ā s n a v (2. zīm. a un 4. z īm. ) . 

III . R E Z U L T Ā T U D I S K U S I J A 

Eksper imentā l i e dati dod iespēju izteikt d a ž a s domas p a r svina iebūvi 
un kr is tā l iskā režģa defektu vietu kustību ad i t ivās k r ā s o š a n a s procesā . 

Aditivi k rāso to KCl (Pb) kr i s tā lu absorbc i jas līkņu ga i t a nepā rp ro t ami 
no rāda uz to, ka k r ā s o š a n a s procesa k r i s t ā lā ir i zve ido jušās l ielākas daļi­
ņ a s — agregā t i — resp. l ielākas defektu v ie tas , kas šādu mono tonu absorb­
ciju rada . Turpre t ī a d i t i v i n e k r ā s o t o s kr i s tā los šādu a g r e g ā t u 
nav , jo tajos absorbci jai līdz ar viļņa g a r u m u nav šīs m o n o t o n ā s m a i ņ a s . 

Monotona absorbci jas ma iņa var ras t ies , p i rmkār t , g a i s m a i izkliedējoties 
no v ienāda l ieluma agregā t i em, kuros nenot iek selektivā absorbci ja . O t rkā r t , 
šie ag regā t i va r bū t dažāda l ieluma un absorbē t selektivi ka t r s pie sava 
vi ļņu g a r u m a . Arī šādā gadī jumā opt iskā b l īvuma m a i ņ a var izveidoties 
mono tona . 

J au t ā jumu , ka šādi ag regā t i varēja ras t ies , pal īdz noska id ro t o t rs sva­
r īga i s eksper imentā la i s kons ta t ē jums F cen t ru iedīgļu s a m a z i n ā š a n ā s 
ad i t ivās k r ā s o š a n a s procesā. 

P ieņemsim, ka KCl (Pb) k r i s tā lā svina p iemais ī jums ir iegājis kā div-
va l en t īg s P b ' ! ions v ienvalent īga kālija K + лопа vietā. Lai s a g l a b ā t o s r ežģa 
e lektr iska ne i t ra l i t ā te (svins ir v i smaz d i v v ē r t ī g s ) , t ad šo svina radī to 
defekta vietu t uvumā ir p iesais t ī t s vēl a t t i ec īgs d a u d z u m s kālija ionu 
vakanču , jo t ā s ir nega t ivas . 

Adi t ivās k r ā s o š a n a s procesā no adsorbē ta kāli ja a tbr īvojuš ies elektroni 
lokalizēsies pie šiem svina ag regā t i em, jo v a r a m pieņemt , ka tie r ada aiz­
l iegtajā zonā s avus lokālus akceptoru l īmeņus . Līdz ar to k r i s t ā lā ieslēgtā 
sv ina a p g a b a l s kļūs nega t ivāks un viņa t u v u m a , ņemot vēl vēra s a m ē r a 
a u g s t o k r ā s o š a n a s t empera tū ru , sa las ī s ies ar laiku n e g a t i v a s Cl -vakances , 
jo t a s ir pozi t ivas . Tādēļ k r ā s o š a n a s procesā kr i s tā lā izveidosies defekts, 
kura izmēri va r va i rākkār t pā r sn ieg t režģa k o n s t a n t e s l ie lumu. Sie a g r e g ā t i 
t ad ari var ga i smu gan izkliedēt, gan arī absorbē t un ar to t ad izskaidro­
j a m a monotonā optiskā bl īvuma ma iņa . 

Abi p ieņēmumi , ka svins t r aucē juma vietā sev p iesa is ta e lek t ronus , kā 
arī t a s , ka Cl -vakances k r ā s o š a n a s procesā p a m a z ā m s a l a s ā s šīs v ie tas 
t uvuma , s amaz ina F centru i zve idošanas iespējas , kā t a s a tkā r to to s ekspe­
r imen tos tika kons ta tē t s ( s tudentes E. Ka i j akas d ip lomdarbs . 1956. g . ) . 

Subs t rakt iv i krāsojot šāda veida defektu vietu koagulac i j a nav sa­
g a i d ā m a . 

Nos lēgumā j āa tz īmē , ka KCl (Pb) kris tāl i no k a u s ē j u m a arvien tiek 
izaudzēt i a p m ē r a m ar vienam un t ām p a š a m op t i skam īpaš ībām. Bet pa­
teicoties kr is tā l i ska režģa defektu kust ībai , d a ž ā d o s e k s p e r i m e n t ē š a n a s 
aps t āk ļos tomēr p a r ā d ā s dažādi rezul tāt i un līdz ar to ļoti j ā u z m a n ā s taisī t 
v i spā r inā jumus . 

Eksperimentālās fizikas katedra 
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В Л И Я Н И Е П Р И М Е С И Pb НА А Д Д И Т И В Н О Е О К Р А Ш И В А Н И Е 
К Р И С Т А Л Л О В KCl 

А. Я­ Я неон 

( Р е з ю м е ) 

В работе рассматривается влияние, оказываемое примесью свинца на 
аддитивное окрашивание кристаллов KCl в парах калия . 

Кристаллы KCl ( P b ) выращенные из расплава с примесью 0,2—0,5 
моль"/о свинца в расплаве окрашивались аддитивно в парах калия и 
субстрактивно под действием гамма­лучей. Оптическое поглощение изме­

рялось спектрофотометром СФ­4. 
' Установлено, что: 

1) процесс аддитивного окрашивания в кристаллах КС! (Pb) про­

исходит весьма медленно. З а несколько часов при температуре 500° С 
кристалл толщиной 5 мм окрашивается только частично: в центре кри­

сталла остается непрокрашенная область. Цвет окраски — коричневый; 
2) количество F центров, возникших в результате аддитивной окраски, 

невелико. Добавочное субстрактивное окрашивание в гамма­лучах мало 
изменяет существующую концентрацию F центров; 

3) если кристалл К О (Pb) окрашивается субстрактивно без предва­

рительного внесения в пары калия , то F — полоса поглощения выра­

жена весьма интенсивно. Можно сделать вывод, что пребывание кри­

сталла KCl (Pb) в парах калия отрицательно влияет на возможность 
возникновения F центров; 

4) оптическая плотность аддитивно окрашенных кристаллов KCl (Pb) 
в широком диапазоне длин волн монотонно уменьшается с увеличением 
длины волны. В неокрашенных и субстрактивно окрашенных кристаллах 
подобное явление не наблюдается . Это показывает , что в процессе адди­

тивного окрашивания в кристаллах KCl (Pb) образуются агрегаты, даю­

щие указанное поглощение. 
М о ж н о предположить, что примесь свинца захватывает электроны, 

освобождающиеся с адсорбированного калия и далее , вокруг этого де­

фекта концентрируются вакансии С1, так к а к они являются носителем 
положительного з а р я д а . Таким образом, с одной стороны, уменьшается 
вероятность образования F центров, с другой стороны, образуются агре­

гаты, которые, рассеивая свет, обусловливают указанное монотонное 
изменение коэффициента поглощения. 
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