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Anotācija

Sƽajā darbā no sarežg̒ı̄tı̄bas viedokla̦ tiek aplūkots galı̄gu automātu stāvoklu̦ ko-
dēšanas uzdevums. Tiek ieviests un pētı̄ts galı̄gu automātu un regulāru valodu sa-
režg̒ı̄tı̄bas mērs, BC-sarežg̒ı̄tı̄ba, kas pēc būtı̄bas ir galı̄ga automāta pārejas funkci-
jas log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba.

Regulāru valodu BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir novērtēta attiecı̄bā pret stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu
un tai tiek iegūtas sakrı̄tošas augšējās un apakšējās robežas gandrı̄z visām valo-
dām ar doto stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu. Sƽ ādas robežas tiek iegūtas arı̄ attiecı̄bā pret ne-
determinēto stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu, kur gan tās nav sakrı̄tošas. Tiek pierādı̄ts, ka ga-
lı̄gu automātuminimizācija varnovest pie vairāknekā polinomiāla toBC-sarežg̒ı̄tı̄bas
pieauguma.

Galı̄gi automāti, kas izteikti ar log̒isko elementu shēmu, tiek aplūkoti arı̄ no al-
goritmiskās sarežg̒ı̄tı̄bas viedokla̦. Tiek pamatots, ka daudzi vienkārši jautājumi
(stāvoklu̦ sasniedzamı̄ba vai ekvivalence, automāta minimizācija) šādā reprezen-
tācijā ir PSPACE-pilnı̄gi.
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1. nodaļa

Ievads

Galı̄gu automātu stāvokla̦ sarežg̒ı̄tı̄ba [38][19] tiek pētı̄ta jau kopš automātu
teorijas pirmsākumiem, vairāk neka 50 gadus, un kopš tā laika tā ir bijusi galvenais
mērs, lai novērtētu galı̄ga automāta sarežg̒ı̄tı̄bu. Bet, lai arı̄ tā kalpo labi automā-
tiem standarta reprezentācijā, tā ne vienmēr pilnı̄bā atspogulo̦ automāta ”intuitı̄-
vo” sarežg̒ı̄tı̄bu. Lai to ilustrētu, aplūkosim divus galı̄gus automātus ar vienu un to
pašu stāvoklu̦ skaitu, no kuriem viens ir ”intuitıv̄i” krietni sarežg̒ı̄tāks par otru.

Aplūkosim galı̄gu determinētu automātu (GDA), kas pazı̄st tādu regulāru valo-
du binārā alfabētā, kura sastāv no vārdiem, kuros starp pēdējiem 1000 simboliem
ir pāra skaits vieninieku. Viegli pierādı̄t, ka šādam automātam nepieciešami 21000
stāvokli̦ (un ar to pietiek), bet šādu GDA var viegli realizēt, glabājot tā stāvoklu̦
telpu 1000 bitu reg̒istrā, kurš atceras pēdējos 1000 simbolus.

No otras puses, aplūkosim ”patvalı̦̄gu” GDA binārā alfabētā ar 21000 ieejas stā-
vokli̦em. Nav vispārı̄gas metodes, kā to aprakstı̄t citādi, kā ar tā stāvoklu̦ pārejas
tabulu, kura sastāvēs no 21001 rindin̦ām un kura (kā tas tiek uzskatı̄ts) būtu lielāka
par mūsu visumu.

Lielu stāvoklu̦ skaitu var viegli attēlot kompaktā formā: 2n stāvoklu̦s var ieko-
dēt n stāvokla̦ bitos. Tas ir spēkā abiem iepriekš aplūkotajiem GDA. Bet transfor-
mācija, kura jāizrēk̦ina, pārejot uz nākamo stāvokli, dažos gadı̄jumos var būt vien-
kārša, bet citos lo̦ti sarežg̒ı̄ta.

Stāvoklu̦ kodēšanas uzdevums: atrast galı̄gam automātam efektıv̄u veidu, kā
nokodēt tā stāvoklu̦s, lai tā pārejas funkcija būtu ”vienkārša”, arı̄ tiek pētı̄ts jau
kopš pašiem automātu teorijas pirmsākumiem[17]. Pie tam šı̄ ”vienkāršı̄ba” var
tikt saprasta dažādi: klasiskajā gadı̄jumā[9][24] stāvoklu̦ kodējumā mēg̒ina mini-
mizēt atkarı̄bas starp mainı̄gajiem, tādā veidā samazinot realizējamās Būla fun-
kcijas sarežg̒ı̄tı̄bu, bet daudzi raksti[5][22] ir veltı̄ti arı̄ efektıv̄a stāvoklu̦ kodējuma
atrašanai, lai minimizētu vidējo pārslēgšanos skaitu atmin̦as elementiem (bitiem),
tādējādi minimizējot vidējo elektrı̄bas patērin̦u.

Taču, lai gan stāvoklu̦ kodēšanas uzdevums ir pētı̄ts jau ilgāk nekā 50 gadus,
tas lı̄dz šim ir aplūkots tikai kā optimizācijas uzdevums. Kā ilustrāciju šim faktam
varminēt to, ka daudzos rakstos tāmērk̦is tiek saukts par ”iegūtās log̒iskās shēmas
laukumaminimizāciju”[13], kas norāda uz šo pētı̄jumu praktisko raksturu. Bet pēc
savas būtı̄bas stāvoklu̦ kodēšanas uzdevums ir tipisks sarežg̒ı̄tı̄bas uzdevums.

Tā mēs nonākam pie šı̄ darba galvenās tēmas—BC-sarežg̒ı̄tı̄bas, kas ir sarežg̒ı̄-
tı̄basmērs galı̄giem automātiemun regulārām valodām. Pavisam vienkārši izsako-
ties, BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir GDA pārejas funkcijas izteiktas kā log̒isko elementu shēmas
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sarežg̒ı̄tı̄ba. Precı̄zāk BC-sarežg̒ı̄tı̄ba tiks nodeϐinēta šı̄ darba 4. nodalā̦.
Pirms tam, 2. nodalā̦, tiks aplūkoti nepieciešamie matemātikas un datorzināt-

nes pamatjēdzieni, bet 3. nodalā̦ tiks precı̄zi nodeϐinēts, kā galı̄gu automātu aprak-
stı̄t ar log̒isko elementu shēmu (shēmām).

Tālāk, 4. nodala̦s turpinājumā, BC-sarežg̒ı̄tı̄ba tiek salı̄dzināta ar stāvoklu̦ sarež-
g̒ı̄tı̄bu, tiek pamatots, ka GDA (un regulārām valodām) ar vienu un to pašu stāvoklu̦
sarežg̒ı̄tı̄bu, BC-sarežg̒ı̄tı̄ba var atšk̦irties eksponenciāli. Regulārām valodāmar do-
tu stāvokla̦ sarežg̒ı̄tı̄bu tiek pierādı̄ts ”Sƽenona efekts”: gandrı̄z visiem automātiem
BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir tuva savai maksimālajai iespējamajai vērtı̄bai.

Nākamajā, 5. nodalā̦ BC-sarežg̒ı̄tı̄ba tiek salı̄dzināta ar nedeterminēto stāvoklu̦
sarežg̒ı̄tı̄bu. Lı̄dzı̄gi kā iepriekš, tiek iegūtas regulāru valoduBC-sarežg̒ı̄tı̄bas augšē-
jās un apakšējās robežas attiecı̄bā pret to nedeterminēto stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu. Lai
arı̄ Sƽ enona efekts nedeterminētās stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bas gadı̄jumā netiek pierādı̄ts,
augšējā un apakšējā robežas ir tuvas, tās atšk̦iras ne vairāk kā 4 reizes.

BC-sarežg̒ı̄tı̄ba dažādāmvaloduoperācijām: apvienojumam, šk̦ēlumam, konka-
tenācijai, apvēršanai un Klı̄ni slēgumam ir aplūkota 6. nodalā̦. Var novērot, ka BC
sarežg̒ı̄tı̄ba valodai, kas iegūta jebkuras aplūkotās operācijas rezultātā, ir mazāka,
nekā tā būtu patvalı̦̄gai valodai ar doto stāvoklu̦ skaitu.

BC-sarežg̒ı̄tı̄bas saistı̄ba ar GDAminimizāciju aplūkota 7. nodalā̦. Tur atrodams
viens no šı̄ darba galvenajiem rezultātiem: teorēma, kurā pierādı̄ts, ka GDA stā-
voklu̦ skaita minimizācija dažos gadı̄jumos var novest pie vairāk nekā polinomiāla
BC-sarežg̒ı̄tı̄bas pieauguma.

Tā kā BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir cieši saistı̄ta ar stāvoklu̦ kodēšanas uzdevumuun tas pa-
rasti tiek aplūkots galı̄giem automātiem ar izeju, tad 8. nodalā̦ aplūkota automātu
ar izeju log̒iskās shēmas reprezentācijas un BC-sarežg̒ı̄tı̄ba.

Darba 9. nodalā̦ aplūkota algoritmiskā sarežg̒ı̄tı̄ba dažādām darbı̄bām ar au-
tomātiem to log̒iskās shēmas reprezentācijā. Pamatots, ka daudzas operācijas, kas
GDAstandarta reprezentācijā ir salı̄dzinoši ”vieglas” (stāvoklu̦ sasniedzamı̄ba, GDA
ekvivalence un minimizācija), log̒iskās shēmas reprezentācijā ir PSPACE-pilnı̄gas.

Darba nobeigumā aplūkoti BC-sarežg̒ı̄tı̄bai lı̄dzı̄gi jēdzieni (Kolmogorova sa-
režg̒ı̄tı̄ba, alternējoši automāti, regulāru valodu log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba) un
paskaidrotas būtiskākās atšk̦irı̄bas.
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2. nodaļa

Izmantotie jēdzieni un
apzīmējumi

2.1. Vārdi un valodas
Par vārdu kāda alfabētā Σ sauc galı̄gu simbolu virkni w = w1w2 . . . wk , kur

wi ∈ Σ visiem i, k = |w| šajā gadı̄jumā ir vārda garums. Ar Σ∗ apzı̄mē visu vārdu
kopu alfabētā Σ.

Par vārdu u = u1u2 . . . uk un v = v1v2 . . . vl konkatenāciju sauc vārdu

uv = u1u2 . . . ukv1v2 . . . vl.

Ar un apzı̄mēsim n vienādu vārdu u konkatenāciju, ar u0 = ε apzı̄mēsim tukšo
vārdu, kurš nesatur nevienu simbolu, jebkuramvārdamu ir spēkā, kau = εu = uε.
Nešk̦irosim alfabēta simbolus no vārdiem ar garumu 1. Par vārda u = u1u2 . . . uk

apvērsto vārdu uR sauksim u uzrakstı̄tu no otra gala uR = uk . . . u2u1.
Par valodu sauc patvalı̦̄gu vārdu kopu, tas ir Σ∗ apakškopu. Par valodu apvie-

nojumu un šk̦ēlumu sauc to apvienojumu un šk̦ēlumu kopu teorijas izpratnē. Par
valodasL apvērsto valoduLR sauc visu valodasL apvērsto vārdu kopuu ∈ L ⇐⇒
uR ∈ LR. Par valodu L1 un L2 konkatenāciju L1L2 sauc visu vārdu uv kopu, tādu,
ka u ∈ L1 un v ∈ L2. Apzı̄mēsim L1 = L, L2 = LL, L3 = L2L utt, papildus tam
L0 = {ε}. Tad par Klīni slēgumu valodai L sauc valodu

L∗ = L0 ∪ L1 ∪ L2 ∪ L3 ∪ · · · =
+∞∪
i=0

Li.

Par regulārām valodām alfabētāΣ sauc tukšo valodu, valodu, kas sastāv no tuk-
šā vārda, valodas, kas sastāv no jebkura viena burta vārda, kā arı̄ visas valodas, ko
var iegūt no iepriekšminētajām, atkārtoti pielietojot apvienojumu, konkatenāciju
un Klı̄ni slēgumu.
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2.2. Galīgie automāti un regulāras valodas

2.2.1. Galīgi determinēti automāti
Galı̄gs determinēts automāts (GDA) [29] ir viens no populārākajiem skaitlo̦ša-

nas modeli̦em, kas datorzinātnē tiek pētı̄ts jau kopš 50. gadiem. Tam ir vairākas
variācijas, bet mēs galvenokārt aplūkosim GDA bez izejas (akceptorus) un tikai
8. nodalā̦ nedaudz pievērsı̄simies galı̄giem automātiem ar izejas lenti.
Deϐinīcija Galı̄gs determinēts automāts (GDA) ir kortežs (Q,Σ, δ, q0, Q̃), kur

1. Q ir stāvoklu̦ telpa (galı̄ga kopa)
2. Σ ir ieejas alfabēts (galı̄ga kopa)
3. δ : Σ×Q → Q ir pārejas funkcija
4. q0 ∈ Q ir sākuma stāvoklis
5. Q̃ ⊆ Q ir akceptējošo (beigu) stāvoklu̦ kopa
GDA sāk darbu stāvoklı̄ q0, katrā solı̄ tas nolasa no ieejas lentes vienu simbolu

x ∈ Σ un nomaina savu stāvokli. Ja GDA atrodas stāvoklı̄ q ∈ Q un nolasa ieejas
simbolu x ∈ Σ, tad tas pāriet uz jaunu stāvokli δ(x, q).

Pārejas funkciju δ dabı̄gā veidā (ar matemātisko indukciju) var paplašināt tā,
lai tā kā pirmo argumentu san̦emtuΣ∗ —visu iespējamo vārdu kopu alfabētāΣ. Ja
ar ε apzı̄mē tukšo vārdu, tad δ(ε, q) = q un jebkuram vārdam u ∈ Σ∗ un simbolam
x ∈ Σ izpildās δ(ux, q) = δ(x, δ(u, q)).

Ja GDA pēc ieejas vārda nolası̄šanas atrodas kādā stāvoklı̄ q ∈ Q̃, tad tas šo
vārdu akceptē, pretējā gadı̄jumā noraida. Saka, ka GDA A pazı̄st valodu L, ja tas
akceptē visus vārdus, kas pieder šai valodai, un noraida visus vārdus, kas tai ne-
pieder:

ω ∈ L ⇐⇒ δ(ω, q0) ∈ Q̃.

Ir zināms, ka ar GDA var akceptēt visas regulārās valodas un nekādas citas (Klı̄-
ni teorēma). Par regulāras valodasL stāvokļu sarežģītību sc(L) saucmazāko iespē-
jamo stāvoklu̦ skaitu GDA, kas pazı̄st šo valodu.

Divus GDA sauc par ekvivalentiem, ja tie pazı̄st vienu un to pašu valodu. Katram
GDA A var atrast minimālo ekvivalento GDA M(A) (GDA ar minimālo iespējamo
stāvoklu̦ skaitu, kas ekvivalents dotajamGDA), šādsminimālais GDAM(A) katram
GDAA ir tieši viens (ar precizitāti lı̄dz izomorϐismam). Tāpat arM(L) apzı̄mēsim
minimālo GDA, kas pazı̄st doto regulāro valodu L.

Minimālā GDA atrašanu sauc par GDAminimizēšanu, tai efektıv̄s algoritms (mi-
nimizācijas algoritms) [38], kas darbojas polinomiālā laikā no GDA stāvoklu̦ skaita.
Lielos vilcienos minimizācijas process sastāv no divām dalā̦m:

• vispirms tiek atmesti visi nesasniedzamieGDAstāvokli̦ (tie, kurosGDAnevar
nonākt ne ar kādu ieejas vārdu)

• pēc tam tiek ”salı̄mēti” kopā visi ekvivalentie stāvokli̦ (tie, kurus uzstādot par
GDA sākuma stāvokli̦em, tas akceptētu vienu un to pašu valodu).

Sƽajā darbā mēs aplūkosim tikai pilnus automātus, kam pārejas funkcija deϐinē-
ta visam Σ × Q vērtı̄bām. Nepilnus automātus (kam šı̄ funkcija dažām vērtı̄bām
var nebūt deϐinēta) var pārveidot par pilniem, pieliekot klāt ne vairāk ka vienu
stāvokli.
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2.2.2. Galīgi nedeterminēti automāti
Par galı̄gu nedeterminētu automātu GNA sauc kortežu (Q,Σ, δ, q0, Q̃), kuram

1. Q ir stāvoklu̦ telpa (galı̄ga kopa)

2. Σ ir ieejas alfabēts (galı̄ga kopa)

3. δ : Σ×Q → 2Q ir pārejas funkcija

4. Q0 ⊆ Q ir sākuma stāvoklu̦ kopa

5. Q̃ ⊆ Q ir akceptējošo (beigu) stāvoklu̦ kopa

GNA ir GDA vispārinājums. Atšk̦irı̄bā no GDA , nolasot ieejas simbolu, GNA no
katra stāvokla̦ var pāriet uz vairākiem citiem stāvokli̦em. Sākot darbu, tas atrodas
stāvoklu̦ kopā Q0 un, pēc katra simbola nolası̄šanas, tas pāriet uz kādā citu savu
stāvoklu̦ apakškopu. Ja tas atrodas stāvoklu̦ kopā S ⊆ Q un nolasa ieejas simbolu
x, tad tas pāriet uz stāvoklu̦ kopu S′, kurai

S′ =
∪
q∈S

δ(q, x).

Ja pēc visa vārda nolası̄šanas GNA atrodas stāvoklu̦ kopā S un kāds no šiem stā-
vokli̦em ir beigu stāvoklis (S∩Q̃ ̸= ∅), tad tas šo vārdu akceptē. GNA pazı̄st valodu
L, ja tas akceptē visus vārdus, kas pieder šai valodai, un noraida visus vārdus, kas
nepieder šai valodai. Vienkāršı̄bas pēc aplūkosim tikai GNA bez ε-pārejām.

GNA ekvivalenta GDA konstrukcija aprakstı̄ta jau 1959 gadā[32], kur arı̄ dots
augšējais novērtējums šāda GDA izmēram— tas ir 2n, ja sākotnējajam GNA bija n
stāvoklu̦. Vēlāk tika pamatots[30], ka šis novērtējums ir precı̄zs un dažām valodām
atbilstošie minimālie GDA ir eksponenciāli lielāki par minimālajiem GNA.

Par regulāras valodas L nedeterminēto stāvokļu sarežģītību nsc(L) sauc mini-
mālo stāvoklu̦ skaitu, kas ir kādam GNA, kas pazı̄st šo valodu. No iepriekšminētā
izriet, ka jebkurai regulārai valodai L ir spēkā

ncs(L) ≤ sc(L) ≤ 2nsc(L).

2.2.3. GDA un GNA skaita novērtējums
Dažādo GDA skaits ar s stāvokli̦em k simbolu alfabētā ir 2ssks —iespējamas 2s

beigu stāvoklu̦ kopas un sks pārejas funkcijas. Taču daudzi no tiem ir ekvivalenti
un pat izomorϐi. Sƽajā darbā mums būs nepieciešams neekvivalentu GDA un GNA ar
ne vairāk ka s stāvokli̦em skaita apakšējais novērtējums, kuru n̦emsim no raksta
[14] nedaudz vienkāršotā formā.

Apzı̄mēsim arLk
n (Nk

n) dažādu regulāru valodu skaitu k simbolu alfabētā, kuru
stāvoklu̦ (nedeterminētā stāvoklu̦) sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz n. Tādā gadı̄jumā

2.1. Teorēma ([14])

|Lk
s | ≥ s(k−1)s un 2(k−1)s2 ≤ |Nk

s | ≤ 2s2ks
2

, ja k ≥ 2,

|L1
s| ≥ 2s un 2s ≤ |N1

s| ≤ 2s log s, ja k = 1.

Sƽeit un turpmāk ar log apzı̄mēsim logaritmu pie bāzes 2.
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2.3. Asimptotiskie novērtējumi
Lai asimptotiski salı̄dzinātu divas funkcijas f un g, mēs izmantosim sekojošu

apzı̄mējumu (kas n̦emts no [28]):

f(n) . g(n) ⇐⇒ lim
n→∞

f(n)

g(n)
≤ 1

Sƽ is apzı̄mējums ir precı̄zāks nekā standarta apzı̄mējums f(x) = O(g(x)), ko lieto
sarežg̒ı̄tı̄bas teorijā, jo tas n̦em vērā konstantus reizinātājus. Ar standarta apzı̄mē-
jumiem to var izteikt šādā veidā:

f(n) . g(n) ⇐⇒ f(n) < g(n)(1 + o(1)).

Galı̄gu kopu saimei {Sn} teiksim, ka ı̄pašı̄ba P (x) izpildās gandrīz visiem x ∈
Sn, ja to x dala̦, kuriem P (x) neizpildās, tiecas uz nulli, kad n tiecas uz bezgalı̄bu:

P (x) gandrı̄z visiem x ∈ Sn ⇐⇒ lim
n→∞

|{x ∈ Sn : ¬P (x)}|
|Sn|

= 0.

Apvienojot šos abus jēdzienus, teiksim, ka f(x) . h(n) gandrı̄z visiem x ∈ Sn,
ja eksistē tāda funkcija g(n), ka f(x) ≤ g(n) gandrı̄z visiemx ∈ Sn un g(n) . h(n).

Teiksim, ka summā f(n) + g(n) saskaitāmais f(n) dominē pār g(n), ja

lim
n→∞

g(n)

f(n)
= 0,

un bieži izmantosim to, ka šādā gadı̄jumā f(n) + g(n) . f(n).

2.4. Loģisko elementu shēmas
Mēs aplūkosim log̒isko elementu shēmas (log̒iskās shēmas) to parastajā izprat-

nē, izmantojot tikai standarta bāzes elementus (&, ∨, ¬).
Loģisko elementu shēma ir orientēts grafs bez cikliem, kura katrā virsotnē ienāk

ne vairāk kā divas šk̦autnes. Ja virsotnē neienāk neviena šk̦autne, tad šo virsotni
sauc par ieeju un tai piekārto ieejas mainı̄go xi vai konstanti 0 vai 1. Pārējās vir-
sotnes sauc par log̒iskajiem elementiem un apzı̄mē ar Būla funkcijām:

1. ¬ , ja virsotnē ienāk viena šk̦autne,

2. & vai ∨, ja virsotnē ienāk divas šk̦autnes.

Dažas no virsotnēm tiek uzskatı̄tas par izejas virsotnēm un apzı̄mētas ar sim-
boliem y1, . . . , ym. Attēlos uzskatāmı̄bas dēl̦ izejas virsotnes mēs attēlosim kā at-
sevišk̦as virsotnes bez izejām ar vienu ieeju, kurā ienāks bultin̦a no ”ı̄stās” izejas
virsotnes.

Log̒isko elementu shēma ar n ieejas virsotnēm un m izejas virsotnēm dabı̄-
gā veidā rēk̦ina kādu Būla funkciju F : {0, 1}n → {0, 1}m. Katrai virsotnei a
induktıv̄i pēc garāka iespējamā cela̦ garuma no kādas ieejas virsotnes piekārto-
sim Būla funkciju fa : {0, 1}n → {0, 1}. Katrai ieejas virsotnei xi šı̄ funkcija ir
f(x1, . . . ,xn) = xi, pārejām virsotnēm tā ir atbilstošā Būla funkcija (&, ∨, ¬) no
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atbilstošo ieejas virsotn̦u (virsotnes) vērtı̄bām. Visas log̒isko elementu shēmas rē-
k̦inātā funkcija F : {0, 1}n → {0, 1}m ir:

F = fy1 × fy2 × · · · × fym .

Par log̒iskās shēmas F sarežg̒ı̄tı̄bu C(F ) sauksim tās log̒isko elementu skaitu.
Katru Būla funkciju f : {0, 1}n → {0, 1}m var aprakstı̄t ar log̒isko shēmu (bez-

galı̄gi) daudzos veidos. Par funkcijas sarežg̒ı̄tı̄bu C(f) sauksim minimālo sarežg̒ı̄-
tı̄bu kāda ir kādai log̒isko shēmai, kura apraksta šo Būla funkciju.

Apzı̄mēsim ar N(n,m, c) to Būla funkciju {0, 1}n → {0, 1}m skaitu, kuru sa-
režg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz c. Sƽo skaitli var novērtēt no augšas, novērtējot cik ir dažādu
log̒isko shēmu ar c elementiem.

2.2. Teorēma ([28])

N(n,m, c) < 9c+n(c+ n)c+m.

Pierādījums Novērtēsim log̒isko shēmu skaitu ar n ieejām, m izejām un c ele-
mentiem. Piešk̦irsim numurus no 1 lı̄dz c visiem log̒iskajiem elementiem, un no
c + 1 lı̄dz c + n visām ieejām. Katram log̒iskajam elementam piekārtosim skaitlu̦
trijnieku (i1, i2, t), kur

• 1 ≤ i1, i2 ≤ c+n ir log̒iskā elementa pirmās un otrās ieejas numurs (log̒iskā
elementa ieejā var tikt padots vai numainı̄gais no log̒iskās shēmas ieejas, vai
arı̄ kāds cits šı̄s log̒iskās shēmas elements).

• 1 ≤ t ≤ 3 ir attiecı̄gā log̒iskā elementa tips (&, ∨, ¬).

Negācijas (¬) gadı̄jumā, kam ir tikai viens ieejas arguments, varamuzskatı̄t, ka i1 =
i2. Katru nom izejas elementiem var aprakstı̄t ar tam atbilstošā log̒iskā elementa
(vai ieejas bita) numuru. Tātad šādu log̒isko shēmu kopumā ir ne vairāk kā (3(c+
n)2)c · (c+n)m. Pie tam katru log̒isko shēmumēs esam ieskaitı̄juši c! reizes visām
dažādajām c log̒isko elementu numerācijām. Tāpēc

N(n,m, c) <
(3(c+ n)2)c(c+ n)m

c!
.

Novērtējot c! ≥ cc

3c , iegūst

N(n,m, c) < 3c3c(c+ n)c(c+ n)m
(c+ n)c

cc
,

un, tā kā
(c+ n)c

cc
= ((1 +

n

c
)

c
n )n < 3n,

tad
N(n,m, c) < 9c(c+ n)c(c+ n)m3n < 9c+n(c+ n)c+m.

2.4.1. Šenona efekts un Šenona funkcija
Pirms70gadiemar savu slaveno rakstu [35]Klods Sƽenons lika pamatus log̒isko

elementu shēmu un Būla funkciju sarežg̒ı̄tı̄bai. Un jau tad vin̦š ievēroja, ka gandrı̄z
visāmBūla funkcijām to sarežg̒ı̄tı̄ba ir tuvumaksimāli iespējamajai vērtı̄bai. Lai arı̄
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pilnı̄bā šo efektu vin̦š nepierādı̄ja un tas tika noslı̄pēts tikai tālākos darbos [28],
tomēr, tā kā vin̦š bija pirmais, kurš ar nekonstruktıv̄ām metodēm ieguva apakšējo
robežu Būla funkciju sarežg̒ı̄tı̄bai gandrı̄z visām funkcijām, šo efektu tagad sauc
vin̦a vārdā.

Vispārı̄gā gadı̄jumā, kādai objektu klasei Fn un to sarežg̒ı̄tı̄bas mēram C() ir
spēkā Šenona efekts, ja gandrı̄z visiem x ∈ Fn ir spēkā

C(x) & max{C(y) : y ∈ Fn}.

Tā kā turpmākajā darbā šo jēdzienumēs lietosim diezgan bieži, tad aplūkosim šeit,
kā tad tas izpaužas klasiskajā gadı̄jumā, kad objekti ir Būla funkcijas un sarežg̒ı̄tı̄ba
ir to log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba.

2.3. Teorēma ([28]) Visām Būla funkcijām f : {0, 1}n → {0, 1}m

C(f) . m · 2n

n+ logm,

Gandrīz visām Būla funkcijām f : {0, 1}n → {0, 1}m

C(f) >
m · 2n

n+ logm.

Pierādījums Sƽ ı̄s teorēmas (vai precı̄zāk, divu atsevišk̦u teorēmu) pierādı̄jums ga-
dı̄jumam kadm = 1 ir atrodams daudzās grāmatās [43], gadı̄jumu, kadm > 1, at-
rast ir grūtāk (krievu valodā tas ir [28]), bet metode ir tā pati kām = 1 gadı̄jumā.

Augšējo robežu iegūst ar speciālas konstrukcijas palı̄dzı̄bu, bet apakšējo robe-
žu— nekonstruktıv̄i, pēc Dirihlē principa (saskaitot visas Būla funkcijas no nmai-
nı̄gajiem(to ir 2m2n), saskaitot visas log̒isko elementu shēmas no nmainı̄gajiem ar
m izejas mainı̄gajiem un ne vairāk kā m2n

n+logm log̒iskajiem elementiem (ar 2.2 teo-
rēmas palı̄dzı̄bu) un novērtējot, ka pirmais skaitlis ir daudz lielāks par otro).

Dažos gadı̄jumosmums nāksies saskarties ar Būla funkcijām, kuras nav deϐinē-
tas visām iespējamajām savu argumentu vērtı̄bām. Mums noderēs šāds 2.3. teorē-
mas augšējās robežas vispārinājums. Apzı̄mēsim ar F ν,m Būla funkciju ar n ieejas
mainı̄gajiem un m izejas mainı̄gajiem klasi, kuras var pien̦emt dažādas vērtı̄bas
leksikogrāϐiski pirmajām ν argumentu vērtı̄bām, bet pārējām 2n − ν argumentu
vērtı̄bām, to vērtı̄ba ir 0m.

2.4. Teorēma ([28]) Ja (νi,mi) ir tāda skaitļu pāru virkne, ka

• νi → +∞

• logmi

νi
→ +∞

tad visiem x ∈ C(F νi,mi)

C(x) . νimi

log(νimi)

Gadı̄jumā, ja visi νi = 2ni ir divnieka pakāpes, mēs iegūsim tieši to pašu rezul-
tātu, ko no 2.3. teorēmas augšējās robežas.

Iepriekšējo teorēmu nekonstruktıv̄ie apakšējie novērtējumi stipri kontrastē ar
labākajiemkonstruktıv̄ajiemnovērtējumiemkonkrētām funkcijām. Piemēram,m =
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1 gadı̄jumā gandrı̄z visām Būla funkcijāmC(f) > 2n

n , bet labākie apakšējie novēr-
tējumi konkrētām funkcijām vispārı̄gajā gadı̄jumā ir lineāri attiecı̄bā pret n.

Tas ir kaut kādā zin̦ā pārsteidzošs fakts, ka, lai arı̄ zināms, ka gandrı̄z visas fun-
kcijas ir ”sarežg̒ı̄tas”, tomēr atrast kādu konkrētu ”sarežg̒ı̄tu” funkciju nav iespē-
jams. Neskatoties uz to reizēm kāda konkrēta ”sarežg̒ı̄ta” funkcija ir vajadzı̄ga un
tāpēc lieto Sƽenona funkcijas jēdzienu.

Par Šenona funkciju no nmainı̄gajiemShn sauc leksikogrāϐiski pirmo Būla fun-
kciju f : {0, 1}n → {0, 1}, kuras sarežg̒ı̄tı̄ba ir maksimālā iespējamā no visam šā-
dam funkcijām. No 2.3. teorēmas izriet, ka Sƽenona funkcijas sarežg̒ı̄tı̄ba ir lielāka
par 2n/n.

2.4.2. Dažu ”praktisku” Būla funkciju sarežģītība
Lai arı̄ iepriekš tika parādı̄ts, ka lielākajai dala̦i Būla funkciju sarežg̒ı̄tı̄ba ir tuvu

maksimālajai un tā ir eksponenciāla attiecı̄bā pret ieejas bitu skaitu, tomēr lielai
dala̦i ”praktisku” funkciju šı̄ sarežg̒ı̄tı̄ba ir daudz mazāka. Sekojošā teorēmā aplū-
kosim sarežg̒ı̄tı̄bu 4 pamatfunkcijām: konstantes pieskaitı̄šanai, salı̄dzināšanai ar
konstanti, izvēles funkcijai un modula̦ funkcijai, kuras vēlāk tiks izmantotas kā sa-
stāvdala̦s (bloki) no kurām tiks būvētas sarežg̒ı̄tākas log̒iskās shēmas.
2.5. Teorēma Sarežģītība Būla funkcijai fu : {0, 1}n → {0, 1}, kurai

fu(x) = 1 ↔ x > u,

nav lielāka par n.
Sarežģītība Būla funkcijai fv : {0, 1}n → {0, 1}n, kurai

fv(x) = x± v mod 2n,

nav lielāka par 6n
Sarežģītība Būla funkcijai f : {0, 1}2n+1 → {0, 1}n, kurai

f(x,y,t) =

{
x, ja t = 0

y, ja t = 1,

nav lielāka par 3n+ 1 (x un y ir n-bitu mainīgie, t ir viena bita mainīgais).
Sarežģītība Būla funkcijai fu,v : {0, 1}n → {0, 1}, kurai

fu,v(x) = 1 ↔ x = u mod v,

nav lielāka par 15n2.

Pierādījums Sāksim ar salı̄dzināšanas funkciju. Taimēs varamuzkonstruēt log̒is-
ko shēmu, izmantojot parasto atn̦emšanu u−x ar pārnesumu. Ja pēc pēdējā (n-tā)
bita pārnesuma vērtı̄ba būs 1, tad x ir mazāks par u. Apzı̄mēsim ieejas mainı̄gos
(bitus) ar xn . . . x2x1, konstantes u bitus kā un . . . u2u1 , kur x1 (attiecı̄gi u1) ir ma-
zāk zı̄mı̄gais bits. Pārnesumu pēc i-tā bita apzı̄mēsim ar ci, mums nepieciešams
aprēk̦ināt cn. Tā kā pēc i-tā bita būs pārnesums, ja ui < xi+ ci−1, tad pārnesumus
var aprēk̦ināt ar šādām darbı̄bām:

c1 = (¬u1&x1)

c2 = (¬u2&x2) ∨ (c1&(¬u2 ∨ x2))

. . .

cn = (¬un&xn) ∨ (cn−1&(¬un ∨ xn))
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Tā kā u ir konstante, tad katrā rindin̦ā var ievietot attiecı̄go bita ui vērtı̄bu un
izteiksme vienkāršojas par:

ci =

{
ci−1 ∨ xi, ja ui = 0

ci−1 & xi, ja ui = 1.

Tātad katrā solı̄ ir ne vairāk par vienu log̒isko elementu (pirmajā solı̄ nav ne-
viena) tad kopējā šı̄s log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz n− 1. Gadı̄jumā, ja
jāsalı̄dzina būtu pretējā virzienā (x < u), rezultāts būtu tāds pats. Gadı̄jumā, ja
nepieciešama stingrā vienādı̄ba, to var aizstāt ar nestingro, pievienojot gala rezul-
tātam negāciju

(x ≤ u) ↔ ¬(u < x).

Lı̄dz ar to jebkurai salı̄dzināšanai nav vajadzı̄gs vairāk par n log̒iskajiem elemen-
tiem.

Saskaitı̄šanu y = x+u var aizstāt ar atn̦emšanu y = x−u′, kuru′ = 2n−u. Lı̄dz
ar to atliek noskaidrot sarežg̒ı̄tı̄bu atn̦emšanai. Kā iepriekš pierādı̄ts, lai aprēk̦inātu
pārnesumu ci, katrā solı̄ nevajag vairāk par vienu log̒isko elementu. Rezultāta i-
ais bits ir vieninieks, ja nepāra skaits no bitiem xi, ui, ci−1 ir vieninieki. Tādējādi
atkarı̄bā no ui (kas ir konstante), rezultātu var aprēk̦ināt šādi:

yi =

{
(xi&ci−1) ∨ (¬xi&¬ci−1), ja ui = 0

(xi&¬ci−1) ∨ (¬xi&ci−1), ja ui = 1.

Katrā gadı̄jumā papildus nepieciešams ne vairāk par 5 log̒iskajiem elementiem
katrā solı̄, lı̄dz ar to kopējā sarežg̒ı̄tı̄ba atn̦emšanai (saskaitı̄šanai) nav lielāka par
5n+ n = 6n.

Izvēles funkcijai f(x, y, t) rezultāts ir vai nu x vai y atkarı̄bā no bita t vērtı̄bas.
Katru (i-to) izejas bitu zi var aprēk̦ināt pēc formulas zi = (xi&¬t) ∨ (yi&t), kopā
tamnepieciešami3n+1 log̒iskie elementi (negāciju pie tpietiek aprēk̦ināt vienreiz,
jo šis loceklis ir kopı̄gs visiem izejas bitiem).

Modulārajai salı̄dzināšanai x = u mod v log̒isko shēmu konstruēsim pa so-
li̦em. Vispārı̄gais algoritms sastāv no n soli̦em, t0 = x, un j tais solis ir šāds:

tj+1 =

{
tj − 2n−jv, ja tj ≥ 2n−jv

tj , ja tj < 2n−jv.

Katrā solı̄ jāizveic viena salı̄dzināšana un viena atn̦emšana, pie tam atn̦emšana
jau ietver sevı̄ salı̄dzināšanu lı̄dz ar to to kopējā sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz 12n (šı̄s
darbı̄bas jāveic 2n bitu skaitli̦em). Papildus izvēles bloka sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz
3n+1, pie tam ¬t aprēk̦ināšana ir jau ietverta salı̄dzināšanas operācijas sarežg̒ı̄tı̄-
bā, ka rezultātā šı̄s dala̦s sarežg̒ı̄tı̄ba samazinās lı̄dz 3n. Lı̄dz ar to kopējā viena sola̦
sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz 15n un kopējā log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz
15n2.

Turpmāk diagrammās izvēles funkciju f(x, y, t) apzı̄mēsim ar rombu, kurā ie-
rakstı̄ts nosacı̄jums, kurš atgriež bitu t, betmalās pienākošajās bultin̦ās atrodamas
attiecı̄gi x (pa kreisi) vai y (pa labi) vērtı̄bas. Daudz kur, ērtı̄bas labad, vairāku (n)
argumentu disjunkcijas vai konjunkcijas arı̄ apzı̄mēsim ar vienu operāciju, kaut
gan tās ir n− 1 atsevišk̦a operācija (disjunkcija vai konjunkcija).
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2.5. Tjūringa mašīnas
Tjūringa mašı̄nas (TM) ir pats populārākais skaitlo̦šanas modelis, ko izmanto

teorētiskajā datorzinātnē. Cƽ ērča tēze apgalvo, ka jebko, ko var izrēk̦ināt kādā algo-
ritmiskā veidā, var izrēk̦ināt arı̄ ar Tjūringa mašı̄nu.

Pašām Tjūringamašı̄nām arı̄ ir vairākas modiϐikācijas. Pašā vienkāršākajā mo-
delı̄ Tjūringa mašı̄nai ir viena uz vienu pusi bezgalı̄ga lente, pa lenti slı̄d darba gal-
vin̦a, sākumā uz lentes ir uzrakstı̄ts ieejas vārds.

Tjūringa mašı̄na sāk darbu stāvoklı̄ q0. Katrā solı̄ lentes galvin̦a nolasa tekošo
simbolu un, vadoties pēc stāvoklu̦ pāreju tabulas (TM programmas), nomaina to,
nomaina savu stāvokli un pabı̄dās vienu rūtin̦u pa labi vai pa kreisi (vai paliek uz
vietas). Tjūringa mašı̄na beidz darbu, kad tā nonāk stāvoklı̄ qb. Uz lentes uzrakstı̄-
tais vārds tad arı̄ ir programmas rezultāts.

Formāli par Tjūringa mašı̄nu sauc kortežu (Q,Σ, λ,Γ, q0, qb, δ), kur

1. Q ir tās stāvoklu̦ telpa

2. Σ ir tās ieejas (un izejas) alfabēts

3. λ /∈ Σ ir tukšais simbols

4. Γ = Σ ∪ {λ} ir tās darba alfabēts

5. q0 un qb ir attiecı̄gi tās sākuma un beigu stāvokli̦

6. δ : Q× Γ → Q× Γ× {L,C,R} ir tās pārejas funkcija

Katra Tjūringa mašı̄na rēk̦ina funkciju Σ∗ → Σ∗, kur Σ ir tās ieejas alfabēts
(mēs aplūkojam tikai tās Tjūringa mašı̄nas, kuras vienmēr apstājas). IǊpaši var iz-
dalı̄t tās Tjūringa mašı̄nas, kuras uz jebkuriem ieejas datiem atgriež vērtı̄bu 0 (nē)
vai 1 (jā), par tām var teikt, ka tās atpazı̄st valodu, visu to vārdu kopu, uz kurām šı̄
TM atgriež 1.

Nedeterminētai TM katram stāvoklim un ieejas simbolam var atbilst divas da-
žādas pārejas. Nedeterminēta Tjūringa mašı̄na pazı̄st vārdu x, ja tai var izvēlēties
šı̄s pārejas tā, lai beigās uz lentes atrastos vieninieks.

Saka, ka Tjūringa mašı̄na darbojas laikā f(n), ja jebkurai ieejai tā apstājas pēc
ne vairāk kā f(n) soli̦em, kur n ir attiecı̄go ieejas datu garums. Tjūringa mašı̄nas
lentes sarežg̒ı̄tı̄ba ir f(n), ja jebkurai ieejai, kuras garums ir n, tā izmanto ne vairāk
par f(n) lentes rūtin̦ām.

Ir zināms [6][31], ka Tjūringa mašı̄nu, kas darbojas laikā t, var simulēt ar lo-
g̒isko elementu shēmu, kurā elementu skaits ir p(t), kur p ir kāds polinoms, kas
var būt atkarı̄gs no Tjūringa mašı̄nas stāvoklu̦ skaita. Ir dažādas konstrukcijas, kā
to var darı̄t, mēs lietosim to (tā nav pati optimālākā), kurā katrs Tjūringa mašı̄nas
solis tiek simulēts ar vienu un to pašu log̒isko elementu shēmu. Sƽ ı̄ konstrukcija ir
n̦emta no [31].

2.6. Teorēma Ja Tjūringa mašīna M , saņemot ieejā n bitus garus ieejas datus, rē-
ķināšanas procesā lieto ne vairāk kā s(n) lentes rūtiņas, tad katru (jebkuru)M soli
var aprakstīt ar loģisko elementu shēmu, kurā ir ne vairāk kā cs(n) elementu, kur c
ir konstante, kas ir atkarīga noM , bet nav atkarīga no n.
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2.1. att. Tjūringa mašı̄nas viena sola̦ simulācija ar log̒isko elementu shēmu

Pierādījums Vispirms pievienosim M stāvoklu̦ kopai vienu papildus stāvokli q̃,
ko sauksim par tukšo stāvokli, šis stāvoklis apzı̄mēs to, ka M galvin̦a dotajā brı̄-
dı̄ neatrodas tekošajā rūtin̦ā. Iekodēsim visusM stāvoklu̦s (ieskaitot tukšo)m =
⌈log (|Q|+ 1)⌉ bitos, bet visus ieejas simbolus (ieskaitot tukšo simbolu λ) — k =
⌈log (|Σ|+ 1)⌉ bitos. KatraiM lentes rūtin̦ai atbildı̄s (iekodēti) mainı̄gie, kas satu-
rēs iekodētu simbolu x ∈ Σ∪{λ}, kurš atrodas dotajā rūtin̦ā un Tjūringa mašı̄nas
stāvokli q ∈ Q∪{q̃} pirms un pēc šı̄ sola̦. Lı̄dz ar to dotajai shēmai būs s(n)(m+k)
ieejas un izejas mainı̄gie.

Log̒iskā shēma, kas simulē vienu M soli, attēlota 2.1. zı̄mējumā. Tā sastāv no
divu veidu elementiem — pārejas elementiem U un ϐiltra elementiem F . Pārejas
elementi apraksta lentes izmain̦as šajā solı̄, bet ϐiltra elementi modelē Tjūringa
mašı̄nas galvin̦as pārvietošanos.

Katrs no s(n) pārejas elementiem U (2.2. zı̄m.) lasa iekodētus ieejas simbolu i
un stāvokli q (kopām+ k biti), kas atbilst dotajai lentes rūtin̦ai, un atgriež (bināri
iekodētas) vērtı̄bas i′, qL, qC , qR (3m+k biti), kur i′ ir jaunais simbols dotajā lentes
rūtin̦ā, bet qL, qC , qR ir jaunais stāvoklis šajā (qC)unblakusesošajās (qL, qR) lentes
rūtin̦ās, izejot tikai no informācijas, kas pieejama par šo rūtin̦u. Ja q = q̃ tad šajā
lentes rūtin̦ā galvin̦a neatrodas un pārejas elements nedara neko: i′ = i un qL =
qC = qR = q̃. Bet, ja q ∈ Q, i = x ∈ Σ ∪ {λ} un M pārejas tabulā ieejas pārim
(x, q) atbilst pāreja (x, q) → (x′, q′, X), tad tas atgriež i′ = x′ un

qL = q′, qC = qR = q̃, jaX = L,

qC = q′, qL = qR = q̃, jaX = C,

qR = q′, qL = qC = q̃, jaX = R.

Katrs no s(n) ϐiltra elementiem F pārbauda, vai tekošajā solı̄ galvin̦a nonāk uz
atbilstošās rūtin̦as no kreisās vai labās puses vai no tās pašas rūtin̦as. Tas san̦em
trı̄s vērtı̄bas qL, qC , qR no atbilstošajām rūtin̦ām (3m ieejas biti) (Fig. 2.1) un, ja kā-
da no šı̄m vērtı̄bām nav q̃, tad tas ieliek šo vērtı̄bu tekošās rūtin̦as stāvokla̦ reg̒istrā,
pretējā gadı̄jumā tas tur ieraksta q̃.

Elementu U un F izmērs ir konstants ϐiksētai Tjūringa mašı̄nai M , katrs no
šiem elementiem shēmā iekla̦uts s(n) kopijās. Lı̄dz ar to kopējais log̒iskās shēmas
izmērs nepārsniedz (|U |+ |F |)s(n) = cs(n).

Sƽ ı̄ log̒iskā shēma apraksta jebkuru dotās Tjūringa mašı̄nas soli. Tātad, savie-
nojot vairākas šādas shēmas kopā, (vienas shēmas izejas datus padodot nākamās
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2.2. att. Pārejas un ϐiltra elementi Tjūringa mašı̄nas viena sola̦ modelēšanai

shēmas ieejā) var simulēt vairāk nekā vienu dotās Tjūringa mašı̄nas soli.

2.7. Sekas Ja Tjūringa mašīnaM strādā laikā T (n) ar lentes sarežģītību s(n), tad
tās darbību uz ieejas datiem garumā n var simulēt ar loģisko elementu shēmu, kurā
ir ne vairāk kā cs(n)T (n) elementi, kur c ir konstante, kas ir atkarīga tikai noM .

Pierādījums Savienojot kopā T (n) 2.6. teorēmā konstruētās log̒iskās shēmas, ie-
gūsim log̒isko elementu shēmu, kas modelē dotās Tjūringamašı̄nas darbı̄bu. Iegū-
tās log̒iskās shēmas izmērs nepārsniedz cs(n)T (n).

2.8. Sekas Ja Tjūringa mašīnaM darbojas polinomiālā laikā, tad tās darbību kat-
ram ieejas datu garumam n var aprakstīt ar polinomiāla izmēra loģisko elementu
shēmu.

Pierādījums Ja T (n) ≤ p(n), kur p ir polinoms, tad s(n) ≤ T (n) ≤ p(n), Tjūrin-
ga mašı̄na laikā T (n) nevar aizpildı̄t vairāk par T (n) rūtin̦ām. Lı̄dz ar to log̒iskās
shēmas izmērs, kas to modelē, nepārsniedz cs(n)T (n) ≤ cp(n)2.

Atsevišk̦os gadı̄jumos Tjūringa mašı̄nai izdala atsevišk̦u darba lenti, parasti to
dara tāpēc, lai varētu aplūkot lentes sarežg̒ı̄tı̄bas klases ar sarežg̒ı̄tı̄bu, kas mazāka
par n.

Sƽ ādā gadı̄jumā Tjūringamašı̄nai ir divas lentes: ieejas lente, uz kuras ir rakstı̄ts
ieejas vārds, kuru var tikai lası̄t, kā arı̄ darba lente, kas sākumā ir tukšā un kuru
var gan lası̄t gan rakstı̄t. Sƽ ādai Tjūringa mašı̄nai par lentes sarežg̒ı̄tı̄bu sauc tās iz-
mantotās darba lentes daudzumu un tas var būt arı̄ mazāks (pat logaritmiski) par
ieejas garumu.

Vēl speciϐiskāksmodelis, brıv̄pieejas (randomaccess) Tjūringamašı̄na, tiks ap-
lūkots 9. nodalā̦.

2.6. Algoritmu sarežģītības klases
Algoritmu sarežg̒ı̄tı̄bas teorijā visbiežāk tiek aplūkoti atrisināmı̄bas uzdevumi

(decision problems), tie ir uzdevumi, kur iespējamas tikai divas atbildes: jā (1) vai
nē (0). Katra funkcija, kas atgriež tikai šādas divas atbildes, viennozı̄mı̄gi deϐinē
valodu: visu to ieejas vārdu kopu, uz ko tā atgriež vērtı̄bu 1.

Vienkāršākās algoritmiskās sarežg̒ı̄tı̄bas klases ir P, NP, PSPACE, NPSPACE, L
un NL. Valoda pieder klasei P (NP), ja to var pazı̄t ar determinētu (nedeterminētu)
TM polinomiālā laikā. Valoda pieder klasei PSPACE (NPSPACE), ja to var pazı̄t ar
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determinētu (nedeterminētu) TM ar ne vairāk kā polinomiālu lentes sarežg̒ı̄tı̄bu.
Valoda pieder klasei L (NL), ja to var pazı̄t ar determinētu (nedeterminētu) TM ar
nevairāk kā logaritmisku lentes sarežg̒ı̄tı̄bu. Zināms, kaPSPACE=NPSPACE (Saviča
teorēma).

2.9. Teorēma Jebkurai valodai L ∈ PSPACE var atrast tādu polinomu s(n), ka eks-
istē Tjūringamašīna ar bināru ieejas alfabētu, kura pazīstL ne vairāk kā 2s(n) soļos,
lietojot ne vairāk kā s(n) lentes rūtiņas.

Pierādījums Tā kā L ∈ PSPACE, tad eksistē Tjūringa mašı̄na, kas darbojas binārā
alfabētā unpazı̄stL, un kuras lentes sarežg̒ı̄tı̄ba ir kāds polinoms s′(n). Novērtēsim
tās darba laiku T (n) attiecı̄bā pret s′(n).

Darba alfabēts šai TM ir Σ = {0, 1,Λ} un tās stāvoklu̦ kopa irQ. Katrā solı̄ tās
konϐigurācija sastāv no datiem, kas uzrakstı̄ti uz lentes, stāvokla̦ un galvin̦as pozı̄-
cijas. Tātad kopējais iespējamais konϐigurāciju skaits ir 3s′(n)|Q|s′(n), kur 3s′(n) ir
iespējamo lentes vērtı̄bu skaits, |Q| ir iespējamo stāvoklu̦ skaits un s′(n) ir iespēja-
mo galvin̦as pozı̄ciju skaits. Ja kāda no konϐigurācijām rēk̦ināšanas gaitā atkārtojas
divas reizes, tad Tjūringamašı̄na ieciklojas. Tā kā tai ir jāapstājas pie jebkuriem ie-
ejas datiem, tad mēs varam secināt, ka katram Tjūringa mašı̄nas solim atbilst cita
konϐigurācija, lı̄dz ar to solu̦ skaits ir ne lielāks kā T (n) ≤ 3s

′(n)|Q|s′(n).
N̦emsim s(n) = 3|Q|s′(n), tas arı̄ ir polinoms, kas acı̄mredzami lielāks par s′(n)

lı̄dz ar to šı̄ TM nelieto vairāk par s(n) rūtin̦ām. Tās darbı̄bas laiku var novērtēt
šādi:

T (n) ≤ 3s
′(n)|Q|s′(n) < 4s

′(n)2|Q|2s
′(n) = 23|Q|s′(n) = 2s(n).

Novērtējumā izmantota nevienādı̄ba, ka 2x > x visiemnaturāliem skaitli̦emx.

Saka, ka valodu A var polinomiālā laikā reducēt uz valodu B (A ≤P
m B), ja eks-

istē TM, kas darbojas polinomiālā laikā un rēk̦ina funkciju f , tādu, ka

x ∈ A ↔ f(x) ∈ B.

Valoda ir grūta kādai klasei, ja uz to var reducēt jebkuruvaloduno šı̄s klases. Valoda
ir pilnı̄ga kādai valodu klasei, ja tā pieder šai klasei un ir tai grūta.

Polinomiālā hierarhija ir analogs dalē̦ji rekursıv̄o funkciju aritmētiskajai hie-
rarhijai ar ierobežotiem skaitlo̦šanas resursiem. Tās pamatā ir valodu klases P un
NP—valodas, ko var pazı̄t polinomiālā laikā ar Tjūringamašı̄nu vai nedeterminētu
Tjūringa mašı̄nu, kā arı̄ rēk̦ināšana ar orākulu — saka, ka funkcija pieder sarežg̒ı̄-
tı̄bas klaseiAB , ja tā pieder sarežg̒ı̄tı̄bas klaseiA, kas papildināta ar iespēju vienā
solı̄ atrisināt kādu uzdevumu no klasesB.

Polinomiālo hierarhiju formāli deϐinē šādi:ΣP
0 = P ,ΣP

1 = NP ,ΣP
i+1 = NPΣP

i .
Visiem i ir spēkā, kaΣP

i ⊆ ΣP
i+1, bet nav pierādı̄ts, ka kādam i šı̄s divas kopas būtu

dažādas, kaut gan daudzi uzskata, ka tās ir dažādas visiem i. Ar PH apzı̄mē visu
polinomiālajā hierarhijā ietilpstošo valodu kopu:

PH =

+∞∪
i=0

ΣP
i .

Zināms, ka sarežg̒ı̄tı̄bas klase PSPACE ietver sevı̄ visu polinomiālo hierarhiju PH,
ieskaitot klases P un NP.
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Sarežg̒ı̄tı̄bas klase P/poly satur visas valodas, kuru harakterisko funkciju jeb-
kuram ieejas garumam n var aprakstı̄t ar polinomiāla (no n) izmēra log̒isko ele-
mentu shēmu.

Funkcijai F : {0, 1}∗ → {0, 1} ir polinomiāla izmēra log̒isko elementu shēma
(F ∈ P/poly), ja eksistē tāds polinoms p(x), ka visiem n izpildās C(F |n) ≤ p(n),
kur ar F |n : {0, 1}n → {0, 1} apzı̄mē funkcijas F ierobežojumu uz ieejas virknēm
garumā n.

Karpa-Liptona teorēma [23] apgalvo, ka, ja NP ⊆ P/poly, tad PH = ΣP
2 .

Citiem vārdiem sakot, ja visām funkcijām no klases NP būtu polinomiāla izmēra
log̒isko elementu shēmas, tad polinomiālā hierarhija kolapsētu lı̄dz tās otrajam lı̄-
menim ΣP

2 . Lai arı̄ PH = ΣP
2 ir vājāka hipotēze nekā P = NP , arı̄ to ir pien̦emts

uzskatı̄t par maz ticamu.
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3. nodaļa

GDA kodējumi un loģiskās
shēmas reprezentācijas

Parasti GDA reprezentē tabulas formā vai arı̄ ar stāvoklu̦ pārejas diagrammām,
kas pēc būtı̄bas ir gandrı̄z tas pats — diagramma savā zin̦ā ir tabulas vizualizā-
cija. Tabula attēlo GDA pārejas funkciju δ : Σ × Q → Q kā tabulu, pa rindin̦ām
uzskaitı̄ti visi iespējamie stāvoklu̦ un ieejas simbolu pāri, un norādı̄ts, uz kādu nā-
kamo stāvokli GDA pāriet, nolasot dotajā stāvoklı̄ doto ieejas simbolu. Stāvoklu̦
pārejas diagramma ir grafs (multigrafs), kura virsotnēs atrodas stāvokli̦, kurus at-
tēlo ar rin̦k̦iem, un no virsotnes q1 uz virsotni q2 ir novilkta bultin̦a ar simbolu a
tad un tikai tad, ja stāvoklı̄ q1, san̦emot ieejā simbolu a, automāts pāriet stāvoklı̄
q2 (δ(a, q1) = q2). Akceptējošie stāvokli tiek ı̄paši izcelti ar diviem koncentriskiem
rin̦k̦iem.

Abas šı̄s reprezentācijas attēlo katru automāta stāvokli atsevišk̦i lı̄dz ar to ar
šı̄m metodēm nav iespējams efektıv̄i aprakstı̄t automātu ar lielu stāvoklu̦ skaitu.

Automāta s stāvoklu̦s var iekodēt ⌈log s⌉ stāvokla̦ bitos. Arı̄ ieejas (un, ja ne-
pieciešams — izejas) simbolus var iekodēt kā bitu vektorus. Katram GDA iespēja-
mi daudzi šādi kodējumi. Ja mēs neierobežojam stāvokla̦ bitu skaitu ar ⌈log s⌉, bet
atla̦ujam izmantot arı̄ vairāk bitus, tad šādu kodējumu ir bezgalı̄gi daudz.

Automāta pārejas funkcija šajā gadı̄jumā san̦ems ieejā stāvokla̦ un ieejas ko-
dējumus un atgriezı̄s nākamā stāvokla̦ vērtı̄bu (kodējumu). Sƽ ādi attēlota tā ir Būla
funkcija, kuru dabiski ir aprakstı̄t ar log̒isko elementu shēmu.

Vēl nepieciešams kaut kā aprakstı̄t akceptējošo stāvoklu̦ kopu Q̃. Mēs to attē-
losim ar log̒isko elementu shēmu, kas izrēk̦ina šı̄s kopas harakterisko funkciju.

Tādā veidā GDA mēs varam aprakstı̄t ar tā stāvoklu̦ kopas un ieejas alfabēta
kodējumiem kā arı̄ ar divām log̒isko elementu shēmām: vienu tā pārejas funkci-
jai un vienu akceptējošo stāvoklu̦ kopas harakteriskajai funkcijai. Sƽ ı̄s shēmas mēs
turpmāk sauksim attiecı̄gi par pārejas shēmu un akceptēšanas shēmu un kopā tās
veidos GDA log̒iskās shēmas reprezentāciju.

Deϐinīcija Par kopasX kodējumu sauc injektıv̄u attēlojumu f : Σ → {0, 1}bX , kas
attēlo kopuX uz bX bitu garu bitu vektoru.

Deϐinīcija Par GDAA kodējumuE(A) sauc kortežu (fΣ, fQ), kas sastāv no ieejas
alfabēta kodējuma fΣ un stāvoklu̦ telpas kodējuma fQ, pie tam fQ(q0) = 0bQ .
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Deϐinīcija Par GDAA(Q,Σ,δ,q0,Q̃) pārejas shēmu pie kodējumaE(A) = (fΣ, fQ)
sauc log̒isko elementu shēmu F ar bΣ + bQ ieejas mainı̄gajiem un bQ izejas mainı̄-
gajiem, tādu, ka visiem x ∈ Σ un q ∈ Q

q′ = δ(x, q) ⇒ fQ(q
′) = F (fΣ(x),fQ(q)).

Deϐinīcija Par GDA A(Q,Σ,δ,q0,Q̃) akceptēšanas shēmu pie kodējuma E(A) =
(fΣ, fQ) sauc log̒isko elementu shēmuG ar bQ ieejas mainı̄gajiem un vienu izejas
mainı̄go, ja visiem q ∈ Q izpildās

q ∈ Q̃ ⇐⇒ G(fQ(q)) = 1.

Deϐinīcija Par GDA A(Q,Σ,δ,q0,Q̃) loģiskās shēmas reprezentāciju pie kodējuma
E(A) = (fΣ, fQ) sauc log̒isko elementu shēmu pāri (F,G), ja F ir tā pārejas shē-
ma, betG—akceptēšanas shēma pie šı̄ kodējuma.

Citiemvārdiemsakot, pārejas shēmaF san̦em iekodētu ieejas simbolu fΣ(x)kā
pirmos bΣ ieejas mainı̄gos, iekodētu stāvokli fQ(q) kā nākamos bQ ieejas mainı̄gos
unatgriež iekodētunākamostāvokli fQ(q′)kā tās bQ izejasmainı̄gos; akceptēšanas
shēmaG san̦em iekodētu stāvokli fQ(q) kā tās bQ ieejas mainı̄gos un atgriež izejā
”1” vai ”0” atkarı̄bā no tā, vai q ir akceptējošs stāvoklis vai nav.

Parametru bΣ un bQminimālās iespējamās vērtı̄bas ir attiecı̄gi ⌈log |Σ|⌉un ⌈log |Q|⌉,
tas seko no tā, ka funkcijas fΣ un fQ ir injektıv̄as. Bet šı̄s (bΣ un bQ) vērtı̄bas var
būt arı̄ lielākas par minimālajām un ı̄paši aktuāli tas ir parametram bQ. Viens no
pagaidām neatrisinātiem jautājumiem ir par to, vai neminimālu bQ vērtı̄bu izman-
tošana (neoptimāla stāvoklu̦ telpas iekodēšana) var samazināt attiecı̄gās log̒iskās
shēmas reprezentācijas izmēru.

Kā piemēru aplūkosim 3.1. zı̄m attēloto GDA, kurš akceptē vārdus binārā alfa-
bētāΣ = {0, 1}, kuros vieninieku skaits dalās ar 8, apzı̄mēsim to arA8. Iekodēsim
tā 8 stāvoklu̦s dabı̄gā veidā bQ = 3 stāvoklu̦ bitos s1s2s3 (qi tiek kodēts kā i binā-
rais pieraksts), bet ieejas simbolu dabı̄gā veidā iekodēsim vienā bitā (0 vai 1).

3.1. att. GDAA8 stāvoklu̦ pāreju grafs

Pie šāda kodējumadotoGDAvar reprezentēt ar 3.2. zı̄m. attēlotajām log̒iskajām
shēmām. Pārejas shēma (attēlā pa kreisi) pieskaita iekodētajam stāvoklim vieni-
nieku, ja ieejas bits ir 1, vai atstāj to nemainı̄gu, ja ieejas bits ir 0 (atcerēsimies, ka
ar rombu apzı̄mē izvēles funkciju, kas atgriež savu labo ieeju, ja nosacı̄jums, kas
tajā attēlots izpildās, pretējā gadı̄jumā tas atgriež savu kreiso ieeju). Akceptēša-
nas shēma (attēla pa labi) akceptē vārdu, ja GDA beidz darbu stāvoklı̄ q0, kas tiek
kodēts ar trim nullēm.
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3.2. att. GDA A8 log̒iskās shēmas reprezentācija: pārejas shēma (pa kreisi) un ak-
ceptēšanas shēma (pa labi).

Katram kodējumam un vēl jo vairāk katram GDA var atbilst vairākas log̒iskās
shēmas reprezentācijas. Pirmajā brı̄di varētu likties, ka katra log̒iskās shēmas rep-
rezentācija reprezentē tieši vienaGDApie viena kodējuma, bet tā tas nav. Pats vien-
kāršākais piemērs — n̦emsim kādu GDA, kas pie diviem dažādiem ieejas simbo-
liem x un y dara vienu un to pašu, tad pamainot kodējumu: samainot vietām fΣ(x)
un fΣ(y) vērtı̄bas (pārējo neaiztiekot), iegūsim jaunu kodējumu, kam derēs tā pati
log̒iskās shēmas reprezentācija. Sƽeit GDA kodējumiem atšk̦iras ieejas alfabēta ko-
dējums, bet šāda situācija ir iespējama arı̄ pie ϐiksēta ieejas alfabēta kodējuma (kad
mainās tikai stāvoklu̦ kodējums).

Kā vienu piemēru aplūkosim GDA A, kuram ir nesasniedzami stāvokli̦, un tam
ekvivalentu GDAA′, kuram šie nesasniedzamie stāvokli̦ ir non̦emti (bet sasniedza-
mo stāvoklu̦ kopā šie GDA ir izomorϐi). Tad jebkuraA log̒iskās shēmas reprezentā-
cija ir arı̄A′ log̒iskās shēmas reprezentācija, pie kodējuma, kurA′ stāvokli̦ kodējas
tāpat, ka tiem atbilstošieA stāvokli̦.

Kā citu piemēru aplūkosim gadı̄jumu, kad kādam GDA ir ekvivalenti nesasnie-
dzami akceptējoši stāvokli̦ s1 un s2, kuros neieiet neviena pāreja, no tiem, lasot
jebkuru ieejas simbolu, automāts paliek tajā pašā stāvoklı̄ . Tad, n̦emot kādu šı̄
GDA log̒iskās shēmas reprezentāciju (F,G) pie kodējuma (fΣ, fQ), tā būs arı̄ lo-
g̒iskās shēmas reprezentācija pie cita kodējuma (fΣ, f

′
Q), kur f ′

Q(s1) = fQ(s2),
f ′
Q(s2) = fQ(s1), bet visiem pārējiem stāvokli̦em fQ un f ′

Q sakrı̄t. Tādējādi viena
un tā pati log̒iskās shēmas reprezentācija der viena GDAdiviemdažādiem stāvoklu̦
kodējumiem.

Bet abi šie gadı̄jumi ir iespējami tikai tad, ja GDA ir kādi nesasniedzami stāvok-
li̦. Gadı̄jumā, ja tādu nav, tad pie ϐiksēta ieejas alfabēta kodējuma fΣ jebkura GDA
diviem dažādiem stāvoklu̦ kodējumiem atbilst dažādas log̒iskās shēmas reprezen-
tācijas, kā arı̄ jebkuru dažādu (neizomorfu) GDA log̒iskās shēmas reprezentācijas
pie jebkāda stāvoklu̦ kodējuma ir dažādas.

3.1. Teorēma Ja diviem neizomorϔiem GDA A1 un A2 alfabētā Σ nav nesasniedza-
mu stāvokļu, tad pie ϔiksēta ieejas alfabēta kodējuma fΣ jebkuras to loģiskās shēmas
reprezentācijas pie jebkādiem stāvokļu kodējumiem ir dažādas.

Pierādījums Pien̦emsim, ka diviem GDA A1 un A2 pie kodējumiem (f1
Σ, f

1
Q) un
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(f2
Σ, f

2
Q) atbilst viena un tā pati log̒iskās shēmas reprezentācija (F,G). Ar Q1 un

Q2 apzı̄mēsim to stāvoklu̦ kopas, ar Q̃1 un Q̃2 —akceptējošo stāvoklu̦ kopas un ar
δ1 un δ2 —pārejas funkcijas. Pamatosim, kaA1 unA2 ir izomorϐi.

Izomorϐismā katram stāvoklim q1 ∈ Q1 atbildı̄s stāvoklis q2 ∈ Q2, tāds, ka
f1
Q(q1) = f2

Q(q2). Skaidrs, ka katram q1 šāds q2 noteikti eksistē. Pretējā gadı̄jumā
GDAA1, nonākot stāvoklı̄ q1 (šeit svarı̄gi, ka visi stāvokli̦ ir sasniedzami), stāvoklu̦
reg̒istrā būtu tāda vērtı̄ba, kas neatbilst nevienam A2 stāvoklim, bet šı̄ ir arı̄ A2

log̒iskās shēmas reprezentācija.
Skaidrs, ka sākuma stāvokli̦ atbildı̄s viens otram, jo tie abi kodējas par bitu vir-

kni, kas sastāv tikai no nullēm.
Ja q1 un q2 atbilst viens otram, δ1(x, q1) = q′1 un δ2(x, q2) = q′2, tad

f1
Q(q

′
1) = F (fΣ(x),f

1
Q(q1)) = F (fΣ(x),f

2
Q(q2)) = f2

Q(q
′
2),

tātad arı̄ q′1 un q′2 atbilst viens otram.
Un, visbeidzot, akceptējošie stāvokli̦ abos GDA būs vieni un tie paši, jo

q1 ∈ Q̃1 ⇐⇒ G(f1
Q(q1)) = 1 ⇐⇒ G(f2

Q(q2)) = 1 ⇐⇒ q2 ∈ Q̃2.

Tāda pat veidā viegli var pierādı̄t, ka viena un tā paša GDA diviem dažādiem
stāvoklu̦ kodējumiem atbilstošās log̒iskās shēmas reprezentācijas būs dažādas:

3.2. Teorēma Ja kādam GDA A1 alfabētā Σ nav nesasniedzamu stāvokļu, tad pie
ϔiksēta ieejas alfabēta kodējuma fΣ tā loģiskās shēmas reprezentācijas pie dažādiem
stāvokļu kodējumiem būs dažādas.

Pierādījums Pien̦emsim, kamums diviem dažādiem stāvoklu̦ kodējumiem f1
Q un

f2
Q atbilst viena un tā pati log̒iskās shēmas reprezentācija. Tieši tāpat kā iepriek-
šējajā teorēmā, mēs varam atrast šı̄ GDA automorϐismu, nodeϐinējot

q1 ∼ q2 ⇐⇒ f1
Q(q1) = f2

Q(q2).

Bet GDA bez nesasniedzamiem stāvokli̦em vienı̄gais automorϐisms ir identitāte,
tātad f1

Q(q) = f2
Q(q) visiem q ∈ Q, tātad abi stāvoklu̦ kodējumi ir vienādi.

Dabı̄gs veids kā nokodēt stāvoklu̦ telpuQ ir kodēt to ar |Q| leksikogrāϐiski pir-
majām bitu virknēm garumā ⌈log |Q|⌉, šādā gadı̄jumā mēs teiksim, ka stāvoklu̦ ko-
dējums ir minimāls. Ieejas alfabēta minimālu kodējumu deϐinē analog̒iski. GDA A
kodējumuE(A) sauc parminimālu, ja abi kodējumi: gan stāvokla̦, gan ieejas ir mi-
nimāli.

Jebkuram minimālam kodējumam ir spēkā bΣ = ⌈log |Σ|⌉ un bQ = ⌈log |Q|⌉,
bet pretējā virzienā šis apgalvojums ir spēkā tikai tad, kaQ unΣ ir divnieka pakā-
pes.

Nosacı̄jums, ka sākuma stāvoklis tiek iekodēts par virkni, kas sastāv tikai no
nullēm, 3.1. teorēmā ir būtisks, pretējā gadı̄jumā, ja sākuma stāvokli varētu kodēt
patvalı̦̄gi, tad viena un tā pati log̒iskās shēmas reprezentācija varētu derēt visiem
GDA, kas iegūti no kāda viena GDA, tam nomainot sākuma stāvokli.

No otras puses šis nosacı̄jums, ka sākuma stāvoklis attēlojas par null̦u̦ virkni,
nav pārāk strikts. Ja mums ir kāda GDA log̒iskās shēmas reprezentācija, pie stā-
voklu̦ kodējuma, kur šis nosacı̄jums neizpildās (sākuma stāvoklis q0 tiek kodēts
par kādu bitu virkni a1a2 . . . abQ , kas nesastāv tikai no nullēm), tad to var viegli
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pārvērst par log̒iskās shēmas reprezentāciju, kur sākuma stāvoklis attēlojas par
null̦u̦ virkni, pārdeϐinējot kodējumu f ′

Q(q) = fQ(x) ⊕ a1a2 . . . abQ un pievienojot
negācijas pie tiem ieejas un izejasmainı̄gajiem, kuriemai = 1. Maksimums 2bQ ne-
gācijas šādi jāpieliek pārejas shēmas ieejas un izejas mainı̄gajiem un maksimums
bQ negācijas akceptēšanas shēmas ieejas mainı̄gajiem, tātad kopējais abu shēmu
izmēra pieaugums ir ne lielāks par 3bQ.
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4. nodaļa

BC-sarežģītība

4.1. Deϐinīcija un vienkāršākās īpašības
Sƽajā nodalā̦ mums beidzot viss ir sagatavots, lai varētu nodeϐinēt šı̄ darba gal-

veno jēdzienu, GDA BC-sarežg̒ı̄tı̄bu.
Deϐinīcija GDA log̒iskās shēmas reprezentācijas (F,G) BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir tā pār-
ejas shēmas sarežg̒ı̄tı̄bas, akceptēšanas shēmas sarežg̒ı̄tı̄bas un stāvokla̦ bitu skai-
ta summa:

CBC((F,G)) = C(F ) + C(G) + bQ.

Te uzreiz jāpaskaidro, kāpēc ir vajadzı̄gs šis stāvokla̦ bitu skaits bQ, log̒iski ta-
ču būtu n̦emt vienkārši abu log̒isko shēmu sarežg̒ı̄tı̄bu summu. Sƽ is saskaitāmais
nodrošina to, lai patvalı̦̄gi lieliem GDA nevarētu atbilst log̒iskās shēmas reprezen-
tācijas ar sarežg̒ı̄tı̄bu 0, kā tas būtu, piemēram, 4.5. zı̄mējumā redzamajam GDA.

GDA A BC-sarežg̒ı̄tı̄ba pie kodējuma E(A) ir minimālā BC-sarežg̒ı̄tı̄ba, kāda ir
kādai tā log̒iskās shēmas reprezentācijai pie šı̄ kodējuma, apzı̄mēsim toarCBC(A,E(A)).
Attiecı̄gi tās A log̒iskās shēmas reprezentācijas, kuru sarežg̒ı̄tı̄ba pie dotā kodēju-
ma ir minimālā, sauksim par tā minimālajām log̒iskās shēmas reprezentācijām pie
dotā kodējuma.
Deϐinīcija GDA A BC-sarežg̒ı̄tı̄ba CBC(A) ir minimālā sarežg̒ı̄tı̄ba, kāda tam ir pie
kāda kodējuma:

CBC(A) = min{CBC(A,E(A)) : E(A) ir GDAA kodējums}.
Attiecı̄gi tāsA log̒iskās shēmas reprezentācijas (pie kāda kodējuma), kuru sarežg̒ı̄-
tı̄ba ir vienāda ar CBC(A) sauksim par tā minimālajām log̒iskās shēmas reprezen-
tācijām.

Nosaukums BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir saı̄sinājums no ”Boolean circuit”, un lai arı̄ gribē-
tos šo sarežg̒ı̄tı̄bu saukt vienkāršāk, par GDA log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄bu, tomēr,
pārejot tālāk uz regulārām valodām, izrādās, ka šis nosaukums (regulāras valodas
log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba) jau ir aizn̦emts (skat. 10.2. nodalu̦).
Deϐinīcija Par regulāras valodasLBC-sarežg̒ı̄tı̄bu sauksimminimāloBC-sarežg̒ı̄tı̄bu,
kāda ir kādam GDA, kas atpazı̄st šo valodu:

CBC(L) = min{CBC(A) : A atpazı̄st L}.
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Kā piemēru aplūkosim iepriekšējā nodalā̦ jau analizēto GDA A8, kas akceptē
vārdus, kuros vieninieku skaits dalās ar 8, tā log̒iskās shēmas reprezentācija redza-
ma 3.2. zı̄m. Lai aprēk̦inātu šı̄s reprezentācijas BC-sarežg̒ı̄tı̄bu, jāaprēk̦ina tās abu
log̒isko shēmu sarežg̒ı̄tı̄ba. Akceptēšanas shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba ir 3, mums ir nepie-
ciešama 3 mainı̄go disjunkcija (2 log̒iskie elementi), kā arı̄ viena negācija. Pārejas
shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba sastāv no saskaitı̄šanas bloka ”+1” sarežg̒ı̄tı̄bas, kas (3 bitiem)
nepārsniedz 18 un izvēles elementa sarežg̒ı̄tı̄bas, kas (3 bitiem) nepārsniedz 10
(2.5. teorēma).

Lı̄dz ar to GDAA8 BC-sarežg̒ı̄tı̄bu var novērtēt kā

CBC(A8) ≤ C(F ) + C(G) + bQ ≤ 18 + 10 + 3 = 31.

Sƽ is gan ir novērtējums no augšas, patiesı̄bā var izrādı̄ties, ka šı̄ sarežg̒ı̄tı̄ba ir mazā-
ka, jo iespējams, ka šo pārejas shēmu iespējams realizēt efektıv̄āk, gan arı̄, ka pie
kāda cita kodējuma abas log̒iskās shēmas ir mazākas.

Tačuprecı̄zi aprēk̦ināt BC-sarežg̒ı̄tı̄bu ir grūts uzdevums, jo tas ietver sevı̄ uzde-
vumu aprēk̦ināt sarežg̒ı̄tı̄bu Būla funkcijām. Tāpēc visus apakšējos novērtējumus
(lı̄dzı̄gi kā to dara Būla funkcijām) mēs veiksim nekonstruktıv̄i, izmantojot Dirihlē
principu. Tā mēs novērtēsim no apakšas BC-sarežg̒ı̄tı̄bu gan log̒iskās shēmas rep-
rezentācijām, gan GDA, gan regulārām valodām. Bet, lai to visu izveiktu gludi un
vienkārši, sākumā pierādı̄sim vienu lemmu, uz kuras balstı̄sies visi tālākie novēr-
tējumi.

4.2. BC-sarežģītības apakšējās robežas novērtēšana
BC-sarežg̒ı̄tı̄ba pēc savas būtı̄bas ir log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba un, lai novēr-

tētu no apakšas BC-sarežg̒ı̄tı̄bu, mums ir nepieciešams novērtēt no apakšas log̒is-
kās shēmas sarežg̒ı̄tı̄bu. Ir labi zināms, ka tas ir sarežg̒ı̄ts uzdevums un labāki tieši
apakšējie novērtējumi konkrētām funkcijām par lineāriem (vispārı̄gajā gadı̄jumā)
nav zināmi.

Tāpēc log̒isko shēmu sarežg̒ı̄tı̄bas novērtēšanai parasti izmanto Dirihlē princi-
pu. Ja log̒isko shēmu skaits ar sarežg̒ı̄tı̄bu, kas nepārsniedz r, ir mazāks par pētā-
mās funkciju klases apjomu, tad šajā klasē būs funkcija, kuras sarežg̒ı̄tı̄ba ir lielāka
par r.

Lı̄dzı̄gu metodi izmantosim arı̄ mēs un, tā kā tas būs vajadzı̄gs vairākas reizes,
tad jau šeit, pašā sākumā, pierādı̄sim diezgan vispārı̄gu lemmu, kura vēlāk dažādās
situācijās padarı̄s vienkāršu BC-sarežg̒ı̄tı̄bas apakšējās robežas novērtēšanu.

Fiksēsim ieejas alfabētu Σ un aplūkosim augoša apjoma GDA log̒iskās shēmas
reprezentāciju kopu virkni {Ri} (šı̄s log̒isko shēmu reprezentācijas var reprezen-
tēt vienu un to pašu vai dažādus GDA, pie viena un tā paša vai dažādiem kodēju-
miem).

4.1. Lemma Ja visiem šīm loģisko shēmu reprezentācijām atbilstošajiem kodēju-
miem ieejas bitu skaits ir ierobežots (bΣ < M), tad patvaļīgām konstantēm a1 un a2
gandrīz visām (F,G) ∈ Ri izpildās

CBC((F,G)) >
log |Ri|

log log |Ri| − a1
+ a2,
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Pierādījums Vispirms pierādı̄sim, ka pie pietiekami lielām |Ri| vērtı̄bām
log |Ri|

log log |Ri| − a1
+ a2 <

log |Ri|
log log |Ri| − 2a1

.

Patiešām, atstājot a2 kreisajā pusē, bet abas dala̦s pārnesot uz labo pusi un vienā-
dojot tām saucējus, iegūst nevienādı̄bu

a1 log |Ri|
(log log |Ri| − a1)(log log |Ri| − 2a1)

> a2,

kas ir acı̄mredzami pareiza pietiekami lielām |Ri| vērtı̄bām, jo kreisajā pusē esošās
dala̦s skaitı̄tājs aug eksponenciāli attiecı̄bā pret log log |Ri|, bet saucējs — polino-
miāli.

Aplūkosimpatvalı̦̄gu log̒iskās shēmas reprezentāciju (F,G) pie kāda kodējuma
ar bQ stāvokla̦ bitiem un bΣ ieejas bitiem un apvienosim log̒iskās shēmas F un G
vienā log̒iskajā shēmāH ar bΣ+ bQ ieejas bitiem un bQ+1 izejas bitu tā, ka pirmie
bQ izejas biti atbilst pārejas shēmas F izejai, bet pēdējais izejas bits atbilst akcep-
tēšanas shēmas G izejai (skat 4.1. zı̄m). Ievērosim, ka jebkurām divām dažādām
log̒iskās shēmas reprezentācijām atbilstošās shēmasH arı̄ būs dažādas. Tāpat ie-
vērosim, ka, iegūtās log̒iskās shēmasH sarežg̒ı̄tı̄ba irC(H) = C(F )+C(G), tātad
CBC((F,G)) = C(H) + bQ.

4.1. att. Log̒iskā shēmaH .

Lai novērtētu, cik katrā kopā |Ri| ir log̒iskās shēmas reprezentāciju, kuru BC-
sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz ri = log |Ri|

log log |Ri|−2a1
, mēs varam novērtēt, cik vispār ir lo-

g̒iskās shēmas reprezentāciju ar sarežg̒ı̄tı̄bu, kas nepārsniedz ri. Sƽ ādu log̒iskās shē-
mas reprezentāciju skaits noteikti nepārsniegs log̒isko shēmu H skaitu, kurām
C(H) + bQ < ri. Tā novērtēšanai mēs varam izmantot 2.2 teorēmu, tikai jān̦em
vērā, ka šı̄m log̒iskajām shēmāmH var būt dažāds ieejas un izejas mainı̄go skaits.

Aplūkosim visas iespējamās bQ vērtı̄bas (0 ≤ bQ ≤ ri), katrai no tām mums
jāsaskaita log̒iskās shēmasH ar n = bQ+ bΣ ieejas mainı̄gajiem, kur 0 ≤ bΣ ≤ M ,
m = bQ + 1 izejas mainı̄gajiem un sarežg̒ı̄tı̄bu, kas nepārsniedz ri − bQ. Tāpat kā
2.2. teorēmā ar N(n,m, c) apzı̄mēsim log̒isko shēmu skaitu ar n ieejām un m iz-
ejām, kuru sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz c. Tad, saliekot visu kopā, iegūst, ka log̒iskās
shēmas reprezentāciju dala̦ kopāRi, kuru BC-sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz ri, nav lie-
lāka par

εi =
1

|Ri|

ri∑
bQ=0

bQ+M∑
n=bQ

N(n, bQ + 1, ri − bQ).
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Pielietojot 2.2. teorēmu iegūstam, ka

εi <
1

|Ri|

ri∑
bQ=0

bQ+M∑
n=bQ

9ri−bQ+n(ri − bQ + n)ri+1,

un, ievērojot, ka n− bQ ≤ M , mēs varam tālāk novērtēt, ka

εi <
1

|Ri|

ri∑
bQ=0

bQ+M∑
n=bQ

9ri+M (ri +M)ri+1.

Tā kā summējamā izteiksme vairs nav atkarı̄ga no summēšanas indeksiem, tad

εi <
1

|Ri|
(ri + 1)(M + 1)9ri+M (ri +M)ri+1.

Ja pien̦em, ka ri > M (tas ir pietiekami liels), tad ri +M < 2ri, tāpēc

(ri + 1)(M + 1)9ri+M (ri +M)ri+1 <

< (ri + 1)(M + 1)9M9ri(2ri)
ri+1 =

= (ri + 1)(M + 1)9M (2ri)18
ri <

< (20ri)
ri ,

pēdējā nevienādı̄ba ir ekvivalenta nevienādı̄bai(
20

18

)ri

> (ri + 1)(M + 1)9M (2ri),

kas ir spēkā pietiekami lieliem ri, jo kreisā puse aug eksponenciāli attiecı̄bā pret
ri, bet labā — polinomiāli.

Atgriežoties pie εi, mūsu uzdevums ir pierādı̄t, ka, ja |Ri| → ∞, tad εi → 0, bet
tā vietā mēs pierādı̄sim, ka log εi → −∞:

log εi < log (20ri)
ri

|Ri|
= ri log(20ri)− log |Ri| =

=
log |Ri|

log log |Ri| − 2a1
(log 20 + log log |Ri| − log(log log |Ri| − 2a1))− log |Ri| =

=
log |Ri|

log log |Ri| − 2a1
(log 20 + 2a1 − log(log log |Ri| − 2a1)).

Redzams, ka, ja |Ri| → ∞ , tad

log |Ri|
log log |Ri| − 2a1

→ ∞,

bet
(log 20 + 2a1 − log(log log |Ri| − 2a1)) → −∞,

no kā seko, ka εi → −∞.

Izmantojot šo varam novērtēt arı̄ BC-sarežg̒ı̄tı̄bas apakšējo robežu (gandrı̄z)
patvalı̦̄gai GDA kopu saimei.
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4.2. Teorēma Fiksēsim alfabētu Σ un aplūkosim augoša apjoma neizomorfu GDA
bez nesasniedzamiem stāvokļiem kopu virkniAi. Patvaļīgai konstantei a gandrīz vi-
siemA ∈ Ai izpildās

CBC(A) >
log |Ai|

log log |Ai| − a
.

Pierādījums Katram A ∈ Ai aplūkosim kādu minimālo log̒iskās shēmas repre-
zentāciju (F,G) (kurai CBC((F,G)) = CBC(A)). Vispirms aplūkosim vienkāršotu
gadı̄jumu, kad visām šı̄mminimālajām log̒iskās shēmas reprezentācijām (F,G) at-
bilst viens ieejas alfabēta kodējums fΣ. Tā kā neizomorϐiem GDA bez nesasniedza-
miemstāvokli̦empie ϐiksēta ieejas alfabēta kodējuma arı̄ atbilstošās log̒isko shēmu
reprezentācijas ir dažādas (3.1. teorēma), tad varam šo log̒isko shēmu reprezen-
tāciju kopu apzı̄mēt ar Ri. Tad, izmantojot 4.1. lemmu un to, ka |Ai| = |Ri|, mēs
iegūsim prası̄to.

Vispārı̄gajā gadı̄jumā dažiem GDA no vienas kopas Ai šı̄m atbilstošās minimā-
lajām log̒iskās shēmas reprezentācijām (F,G) var būt vienādas — bet tikai tad, ja
atšk̦iras atbilstošie ieejas alfabēta kodējumi. Varam pien̦emt, ka visiem ieejas al-
fabēta kodējumiem, kas tajās parādās, izpildās bΣ ≤ 2|Σ|, pretējā gadı̄jumā kādi
divi ieejas biti pien̦em vienu un to pašu vērtı̄bu pie visiem x ∈ Σ un visus liekos
no tiem var atmest (nepalielinot BC-sarežg̒ı̄tı̄bu). Tādā gadı̄jumā šādu kodējumu ir
tikai ierobežots skaits, apzı̄mēsim to arM . Tas nozı̄mē arı̄, ka savstarpēji vienādo
log̒iskās shēmas reprezentāciju skaits nepārsniedzM , tātad kopumā mums ir vis-
maz |Ai|/M dažādas log̒iskās shēmas reprezentācijas, kas atbilst katrai GDA kopai
Ai.

Tad, pielietojot 4.1. lemmu, iegūsim, ka patvalı̦̄gām konstantēm a1 un a2 gan-
drı̄z visiemA ∈ Ai izpildās

CBC(A) >
log |Ai|

M

log log |Ai|
M − a1

+ a2 >
log |Ai| − logM
log log |Ai| − a1

+ a2.

N̦emot a1 = a, a2 = 1 un ievērojot, ka pietiekami lieliem i

logM
log log |Ai| − a

< 1,

iegūsim prası̄to.

To pašu var teikt arı̄ par regulārām valodām.

4.3. Teorēma Fiksēsim alfabētu Σ un aplūkosim augoša apjoma regulāru valodu
kopu virkni Li. Tad patvaļīgai konstantei a gandrīz visām L ∈ Li

CBC(L) >
log |Li|

log log |Li| − a
.

Pierādījums Katrai valodaiL n̦emsimGDAA arminimāloBC-sarežg̒ı̄tı̄bu (CBC(A) =
CBC(L)), kas šo valodu pazı̄st, tie visi būs dažādi un bez nesasniedzamiem stāvok-
li̦em, tāpēc no 4.2 teorēmas seko prası̄tais.
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4.3. BC-sarežģītības atkarība no stāvokļu kodējuma
Skaidrs, ka GDA log̒iskās shēmas BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir atkarı̄ga no tā kodējuma.

Sāksim ar pavisam vienkāršu novērojumu, ka jebkuram GDA var izvēlēties tādu
kodējumu, lai GDA log̒iskās shēmas reprezentācijas akceptēšanas shēmas sarežg̒ı̄-
tı̄ba būtu logaritmiska attiecı̄bā pret stāvoklu̦ skaitu.

4.4. Teorēma JebkuramGDAA, kura stāvokļu skaits ir s, var atrast loģiskās shēmas
reprezentāciju (F,G)), kurai C(G) < ⌈log s⌉.

Pierādījums Lai to panāktu, izvēlēsimies atbilstošu minimālu stāvoklu̦ kodēju-
mu fQ. Ja sākuma stāvoklis q0 ir akceptējošs, tad izvēlēsimies fQ tā, lai tā attēlo
visus akceptējošos stāvoklu̦s par leksikogrāϐiski mazākām bitu virknēm nekā no-
raidošos, pretējā gadı̄jumā par leksikogrāϐiski lielākām bitu virknēm nekā norai-
došos stāvoklu̦s. Pien̦emsim, ka u ir leksikogrāϐiski mazākā (lielākā) bitu virkne,
kas atbilst kādam noraidošam stāvoklim. Tad, q ∈ Q̃ ⇐⇒ fQ(q) < u (attiecı̄-
gi fQ(q) > u), kur < (>) apzı̄mē bitu virkn̦u leksikogrāϐisko salı̄dzināšanu. Sƽ ādai
salı̄dzināšanai pēc 2.5. teorēmas sarežg̒ı̄tı̄ba nav lielāka par n, kur n = ⌈log s⌉ ir
stāvoklu̦ bitu skaits.

Sƽ ı̄ teorēma parāda, ka, pareizi izvēloties kodējumu, mēs varam būtiski samazi-
nāt akceptēšanas shēmas izmēru. Bet tas nenozı̄mē, ka šāda kodējuma izvēle atla̦us
konstruēt log̒iskās shēmas reprezentāciju ar optimālu BC-sarežg̒ı̄tı̄bu. Var gadı̄ties,
ka, pārkārtojot stāvoklu̦s kā 4.4. teorēmā, akceptēšanas shēmas G sarežg̒ı̄tı̄ba sa-
mazinās, turpretı̄ pārejas shēmas F sarežg̒ı̄tı̄ba pieaug. To, ka dažreiz tas tā no-
teikti būs, parāda vēlāk, 4.9. teorēmā, aplūkotā valodaLSh

n . Tajā, ja stāvokli̦em tiek
lietots dabı̄gs kodējums, tad akceptēšanas shēmas G sarežg̒ı̄tı̄ba ir loti liela (tai
jārēk̦ina Sƽenona funkcija), bet pārejas shēmas F sarežg̒ı̄tı̄ba ir salı̄dzinoši neliela.
No 4.4. teorēmas izriet, ka ir kāds cits (minimāls) kodējums šim pašam GDA, pie
kura akceptēšanas shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba ir maza (n), bet attiecı̄gi pārejas shēmas F
sarežg̒ı̄tı̄ba pieaug, jo kopējā šı̄s valodas BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir liela.

Otrkārt, šı̄ (4.4. teorēma) navpati labāka optimizācija kodējuma izvēlē, ar kuras
palı̄dzı̄bu var samazināt automāta BC-sarežg̒ı̄tı̄bu. Vēlāk 4.7. teorēmā tiks lietots
cits kodējums, kurš optimizē nevis akceptēšanas shēmuG, bet gan pārejas shēmu,
un ir asimptotiski optimāls.

Ja lı̄dz šim mēs aplūkojām jautājumu, kā izvēlēties GDA kodējumu, lai tā BC-
sarežg̒ı̄tı̄ba būtu pēc iespējas maza, tadmēs varam aplūkot arı̄ pretējo, cik liela var
būt BC-sarežg̒ı̄tı̄ba, ja mēs kodējumu izvēlamies slikti vai patvalı̦̄gi. Jebkuram GDA
vienmēr var atrast kodējumu, kura BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir liela. Sƽ is apgalvojums vispā-
rı̄gā formā ir triviāls, jo mēs vienmēr varam izvēlēties kodējumu ar patvalı̦̄gi lielu
stāvokla̦ bitu skaitu un tā kā visi šie stāvokla̦ biti ieskaitās log̒iskās shēmas repre-
zentācijas BC-sarežg̒ı̄tı̄bā, tad tā BC-sarežg̒ı̄tı̄ba var būt pēc patikas liela.

Tāpēc mēs varam ierobežot kodējuma izvēli un aplūkot tikai minimālos kodē-
jumus. Viegli novērtēt (kā tas tiks izdarı̄ts 4.7. teorēmas sākumā), ka šādā gadı̄jumā
BC-sarežg̒ı̄tı̄ba vairs nevar būt patvalı̦̄gi liela, tās maksimālā vērtı̄ba ir aptuveni ks,
kur k ir alfabēta izmērs, bet s— stāvoklu̦ skaits.

Jautājums, cik tā var būt maza. Tas kaut kādā zin̦ā ir atkarı̄gs no valodas, bet
visām valodām ar pietiekami lielu stāvoklu̦ skaitu BC-sarežg̒ı̄tı̄ba lielākajai dala̦i tā
minimālo kodējumu nav daudz mazāka par s. Lai to pierādı̄tu, n̦emsim patvalı̦̄gu
GDA (virkni) {As}, kur s ir GDAAs stāvoklu̦ skaits, un aplūkosim visus tā minimā-
los kodējumus.
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4.5. Teorēma Jebkurai GDA virknei ar augošu stāvokļuAs gandrīz visiemAs mini-
mālajiem kodējumiemE(As)

CBC(As, E(As)) & s.

Pierādījums Aplūkosim As minimālo kodējumu apakškopu pie kāda ϐiksēta ie-
ejas simbolu (minimālā) kodējuma. Tie atšk̦iras tikai ar stāvoklu̦ kodējumu, un to
skaits ir (s− 1)!, jo sākuma stāvoklis tiek kodēts par visam nullēm, bet pārējos var
iekodēt patvalı̦̄gi. Katram no šiem kodējumiem atradı̄sim minimālo log̒iskās shē-
mas reprezentāciju (F,G) t.i. tādu, ka CBC((F,G)) = CBC(As, E(As)), un iegūto
log̒isko shēmu reprezentāciju kopu apzı̄mēsim ar Rs. No 3.2. teorēmas izriet, ka
tās visas ir dažādas, tāpēc no 4.1. lemmas, n̦emot a1 = a2 = 0, izriet, ka gandrı̄z
visiem minimālajiem kodējumiemE(As) izpildās

CBC(As, E(As)) = CBC((F,G)) >
log |Rs|

log log |Rs|
.

Tā kā |Rs| = (s− 1)!, tad atliek pierādı̄t, ka
log (s− 1)!

log log (s− 1)!
& s.

Tā kā visiem s ≥ 2 izpildās
ss

4s
< (s− 1)! < ss,

tad
log (s− 1)!

log log (s− 1)!
>

s log s− 2s

log s+ log log s = s

(
1− log log s+ 2

log s+ log log s

)
& s.

No otras puses, šis novērtējums arı̄ ir optimāls, jo dažiem GDA visiemminimā-
lajiem kodējumiem BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir ar kārtu s (vai mazāka).

Aplūkosim automātus k-simbolu alfabētā, kuru stāvoklu̦ pārejas funkcija nav
atkarı̄ga no ieejas simbola, uz visiem ieejas simboliem tie reag̒ē vienādi. N̦emsim
patvalı̦̄gu šādu GDA virkni ar augošu stāvoklu̦ skaitu {As}, katram šādam GDA iz-
vēlēsimies patvalı̦̄gu minimālo kodējumu Es(As). Tad:
4.6. Teorēma

CBC(As, Es(As)) . s

Pierādījums Aplūkosim minimālo log̒iskās shēmas reprezentāciju (F,G) dota-
jam GDAAs pie dotā kodējumaEs(As). Tās pārejas funkcija nav atkarı̄ga no ieejas
bitiem, tāpēc tā pēc būtı̄bas ir funkcija no ⌈log s⌉ (stāvokla̦) bitiem uz ⌈log s⌉ (stā-
vokla̦) bitiem, kurai pie tam tikai pirmās s vērtı̄bas ir būtiskas, pārējās var būt pa-
tvalı̦̄gas. Sƽ ādas log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄bu var novērtēt ar 2.4. teorēmas palı̄dzı̄bu,
n̦emot ν = s unm = ⌈log s⌉:

C(F ) . s ⌈log s⌉
log s+ log ⌈log s⌉ . s.

Sarežg̒ı̄tı̄bu akceptēšanas shēmai G ar tās pašas 2.4. teorēmas palı̄dzı̄bu, n̦emot
ν = s unm = 1 var novērtēt kā

C(G) . s

log s .

Lı̄dz ar to
CBC(As, Es(As)) ≤ C(F ) + C(G) + bQ . s+

s

log s + ⌈log s⌉ . s.
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4.4. BC-sarežģītība salīdzinot ar stāvokļu sarežģītī-
bu

Sƽajā nodalā̦ mēs salı̄dzināsim GDA un regulāro valodu BC-sarežg̒ı̄tı̄bu ar stā-
voklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu. Vispirms parādı̄sim, ka šı̄s sarežg̒ı̄tı̄bas var atšk̦irties ne vairāk
kā eksponenciāli, GDA ar s stāvokli̦em BC-sarežg̒ı̄tı̄ba nav mazāka par ⌈log s⌉ un
daudz nepārsniedz (k − 1)s, kur k ir ieejas alfabēta izmērs.

Pēc tamaplūkosimdažus piemērus, kuros būs redzams, ka dažiemautomātiem
ar vienādu stāvoklu̦ skaitu BC-sarežg̒ı̄tı̄ba tiešām atšk̦iras eksponenciāli. Nodala̦s
beigās ar nekonstruktıv̄ām metodēm parādı̄sim, ka gandrı̄z visām regulārām va-
lodām to BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir tuva maksimālajai iespējamajai vērtı̄bai (attiecı̄bā pret
stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu).

Bet sāksim ar BC-sarežg̒ı̄tı̄bas augšējās un apakšējās robežas novērtēšanu at-
tiecı̄bā pret stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu.

4.7. Teorēma Ja |Σ| = k ≥ 2 tad jebkuram GDAA ar s stāvokļiem,

⌈log s⌉ ≤ CBC(A) . (k − 1)s.

Ja |Σ| = 1 tad jebkuram GDAA ar s stāvokļiem,

⌈log s⌉ ≤ CBC(A) . s

log s .

Pierādījums Apakšējā robeža. Lai iekodētu s stāvoklu̦s, vajadzı̄gi vismaz ⌈log s⌉
stāvoklu̦ biti, tāpēc jebkurai log̒iskās shēmas reprezentācijai (F,G), kas reprezentē
GDA ar s stāvokli̦em

CBC(F,G) = C(F ) + C(G) + bQ ≥ bQ ≥ ⌈log s⌉ .

Augšējā robeža. Jamēs izvēlētos patvalı̦̄guminimālu kodējumu (ar bQ = ⌈log s⌉
stāvokla̦ bitiem)unkonstruētu tamoptimālo log̒iskās shēmas reprezentāciju (F,G),
tad tās BC-sarežg̒ı̄tı̄bu ar 2.4. teorēmas palı̄dzı̄bu varētu novērtēt kā:

CBC(F,G) = C(F ) + C(G) + bQ . ks ⌈log s⌉
log ks+ log ⌈log s⌉ +

s

log s + ⌈log s⌉ . ks.

Lai uzlabotu šo rezultātu no ks lı̄dz (k − 1)s, izvēlēsimies tādu minimālo ko-
dējumu, kurā stāvokli̦ ir sakārtoti tā, ka kādam ieejas simbolam atbilstošā pārejas
funkcija ir salı̄dzinoši vienkārša. IǊss idejas izklāsts būtu šāds: izvēlamies patvalı̦̄gu
ieejas simbolu un aplūkojam GDA stāvoklu̦ pārejas grafu pie šı̄ izvēlētā ieejas sim-
bola. Tas sastāv no saistı̄tām komponentēm, katra no kurām izskatās, kā ”cilpa” ar
iespējamu ”asti” (4.2. zı̄m). Sƽ ı̄s komponentes var sakārtot pēc parametriem (m, j),

4.2. att. Viena saistı̄tā komponente izskatās kā ”cilpa” ar ”asti”

un šis komponenšu sakārtojums savukārt dabı̄gā veidā nosaka GDA stāvoklu̦ sa-
kārtojumu. Stāvoklu̦ pārejas funkcija pie šāda stāvoklu̦ sakārtojuma pie šı̄ ieejas
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simbola ir nenozı̄mı̄gi maza attiecı̄bā pret šı̄s funkcijas sarežg̒ı̄tı̄bu pie pārējiem
(k − 1) ieejas simboliem, tāpēc kopējā GDA BC-sarežg̒ı̄tı̄ba samazinās no ks uz
(k − 1)s.

Tālāk izklāstı̄sim šo ideju formāli. Kodēsim ieejas alfabētaΣ = {a1, a2. . . . , ak}
simbolus ar k bitu virknēm, tā ka ai kodējumā visi biti būs nulles, izn̦emot i-o, kurš
būs vieninieks. Lı̄dz ar to, lai noskaidrotu, vai ieejas simbols ir ai, mums pietiek
pārbaudı̄t ieejas kodējumā i-ā bita vērtı̄bu.

Konstruēsimpārejas shēmuF katram ieejas simbolamatsevišk̦i, log̒iskā shēma
Fi rēk̦inās pārejas funkciju ieejas simbolam ai (4.3. zı̄m). Shēmu F1 konstruēsim
ı̄paši (tam arı̄ piemeklēsim stāvoklu̦ kodējumu), bet atlikušās shēmas Fi, i ≥ 2
konstruēsim vispārı̄gajā veidā, izmantojot 2.4. teorēmu.

4.3. att. Pārejas shēmas F optimāla konstruēšana

Ja mēs aplūkojam stāvoklu̦ pārejas grafu ieejas simbolam a1, tad tas sadalās
saistı̄tās komponentēs, katra no kurām izskatās kā cilpa ar asti (4.2. zı̄m).

Katra šāda komponente ir viennozı̄mı̄gi noteikta ar diviem skaitli̦em m (stā-
voklu̦ skaits tajā) un j (”astes” garumu). Sakārtosim visas šı̄s komponentes pēc
skaitli̦em m un j augošā secı̄bā, kas dabı̄gā veidā dos arı̄ stāvoklu̦ sakārtojumu
(katrā komponentē iekšēji stāvokli̦ jau ir sakārtoti). Kodēsim katru stāvokli ar tā
indeksu šajā sakārtojumā, kas mums dos minimālu stāvoklu̦ kodējumu.

Aplūkosim visas komponentes ar parametriem (m, j), to skaitu apzı̄mēsim ar t
un noskaidrosim, kā uz tām jādarbojas log̒iskajai shēmaiF1. Ja arM apzı̄mē indek-
su (kodējumu) pirmajam stāvoklim (q1) pirmajai šā tipa komponentei, tad pēdējās
komponentes pēdējā stāvokla̦ (qm) kodējums būsN = M + tm − 1. Pārejas fun-
kcija pie šı̄ kodējuma jebkuram šı̄s komponentes stāvoklim būs q′ = q+1, izn̦emot
katras komponentes pēdējo stāvokli (qm), kuram tā būs q′ = q − (m− j). EǊ rtı̄bas
labad apzı̄mēsim n = m − j. Tā kā visām šı̄ tipa komponentēm irm stāvokli̦, tad
stāvoklis q ir kādas (m, j) tipa komponentes pēdējais stāvoklis, jaM ≤ q ≤ N un
q+1 = M mod m. Lı̄dz ar to shēmaiF1 uz šo komponenšu tipu jārēk̦ina funkcija:{

F1(q) = q + 1, ja q ̸= M − 1 mod m

F1(q) = q − n, ja q = M − 1 mod m.

Pien̦emsim, ka mums ir r dažādu komponenšu tipu, sanumurēsim tos ar skait-
li̦em no 1 lı̄dz r, attiecı̄gi sanumurēsim arı̄ visus to parametrus (mi, ji, ni,Mi,Ni,
1 ≤ i ≤ r). Lai noteiktu, vai stāvoklis (tā kodējums) q pieder i-ajam komponenšu
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tipam, mums jāpārbauda, vai Mi ≤ q ≤ Ni. Lı̄dz ar to log̒iskajai shēmai F1 jā-
noskaidro, kurā no r intervāliem [Mi, Ni] dotais stāvokla̦ indekss atrodas, un tad
jāizrēk̦ina attiecı̄gajai komponentei atbilstošā pārejas funkcija (4.4. zı̄m.).

4.4. att. Log̒iskā shēma F1

Novērtēsim šı̄s log̒iskās shēmasF1 izmēru. Log̒isko shēmu (+1)un (−n) izmēri
nav lielāki par 6bQ, salı̄dzināšanai (M ≤ q ≤ N) tas nepārsniedz 2bQ, modulāra-
jai salı̄dzināšanai q = M − 1 mod m tas nepārsniedz 15b2Q un katrai no izvēles
funkcijām tas ir 3bQ + 1 (2.5. teorēma). Disjunkcijai, kas beigās saliek kopā rezul-
tātu no visām komponentēm, sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz r · bQ. Lı̄dz ar to summāro
log̒iskās shēmas F1 izmēru var novērtēt kā

C(F1) ≤ r ∗ (6bQ + 6bQ + 2bQ + 15b2Q + 2 ∗ (3bQ + 1)) + rbQ < 38b2Q · r

(novērtējumā tika izmantots, ka 1 ≤ bQ ≤ b2Q).
Novērtēsim kāda var būt maksimāla r vērtı̄ba. Viegli ievērot, ka vislielāko da-

žādo komponenšu skaitu var panākt, ja tiek izmantotas visas komponentes ar pēc
iespējas mazākāmm vērtı̄bām, pie tam, katra tieši vienu reizi.

Sƽo gadı̄jumu arı̄ aplūkosim, un ar u apzı̄mēsim maksimālo komponentes garu-
mu (lielākom vērtı̄bu). Katramm atbilstm dažādi komponenšu tipi ar dažādām j
vērtı̄bām (1 ≤ j ≤ m), lı̄dz ar to summāri visām komponentēm garumā m ir m2

stāvoklu̦. Stāvoklu̦ skaits ir ierobežots ar s, lı̄dz ar to visām komponentēm lı̄dz pat
garumamm = u− 1 kopā ir ne vairāk kā s stāvoklu̦:

u−1∑
m=1

m2 =
(u− 1)u(2u− 1)

6
< s

(tā kā u ir maksimālais garums, tad visas komponentes garumā u var nebūt izman-
totas, lı̄dz ar to novērtējumā summēšana ir lı̄dz u− 1).

Ievērojot, ka (u − 1)(2u − 1) ≥ 3/4u2 visiem naturāliem u ≥ 2, iegūstam, ka
u3 < 8s, no kurienes izriet, ka u ≤ 2 3

√
s.

Tā kā ar garumu m mums ir ne vairāk kā m komponentes, tad maksimālo da-
žādo komponenšu skaitu r var novērtēt kā:

r ≤
u∑

m=1

m = u(u+ 1)/2 ≤ u2 ≤ 4
3
√
s2.
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Lı̄dz ar to log̒iskās shēmas F1 sarežg̒ı̄tı̄bu var novērtēt kā

C(F1) ≤ 38b2Qr ≤ 38(⌈log s⌉)2 · 4s 2
3 = 152(⌈log s⌉)2s 2

3 .

Visiem pārējiem ieejas simboliem atbilstošo log̒isko shēmu F2, F3, . . . sarežg̒ı̄-
tı̄bu var novērtēt ar 2.4. teorēmas palı̄dzı̄bu:

C(Fi) .
sbQ

log(sbQ)
=

s ⌈log s⌉
log s+ log ⌈log s⌉ . s, 2 ≤ i ≤ k.

Izvēles blokamxi = 1 sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz 3bQ+1 = 3 ⌈log s⌉+1, tādu ir k,
tātad to kopējā sarežg̒ı̄tı̄ba nav lielāka par 3kbQ+k. Beigu disjunkcijas sarežg̒ı̄tı̄ba
ir (k−1)bQ. Tā rezultātā visas pārejas shēmasF (4.3. zı̄m.) sarežg̒ı̄tı̄bu var novērtēt
kā:

C(F ) = C(F1) + C(F2) + · · ·+ C(Fk) + (3kbQ + k) + (k − 1)bQ ≤
≤ 152(⌈log s⌉)2s2/3 + (k − 1)s+ 4k ⌈log s⌉+ k,

un tā kā loceklis 152(⌈log s⌉)2s2/3 dominē pār 4k ⌈log s⌉+ k iegūstam, ka

C(F ) . 152(log s)2s2/3 + (k − 1)s.

Akceptēšanas shēmas izmēru arı̄ var novērtēt ar 2.4. teorēmas palı̄dzı̄bu:

C(G) . s

⌈log s⌉ . s

log s .

Sƽ is stāvoklu̦ sakārtojums nenodrošina to, ka sākuma stāvoklis tiek kodēts ar
null̦u̦ virkni. Lai šo izlabotu un iegūtu kādu kodējumu, kur tas tiek kodēts ar vis-
ām nullēm, kā iepriekš minēts (skat. 3. nodalu̦), pietiek papildināt abas log̒iskās
shēmas ar ne vairāk kā 3bQ = 3 ⌈log s⌉ log̒iskajiem elementiem.

Saliekot to visukopā, visas log̒iskās shēmas reprezentācijas (F,G)BC-sarežg̒ı̄tı̄bu
var novērtēt kā:

CBC((F,G)) ≤ C(F ) + C(G) + bQ .

. 152(⌈log s⌉)2s2/3 + (k − 1)s+
s

log s + 3 ⌈log s⌉+ ⌈log s⌉ ,

un tā kā locekls s
log s dominē pār pirmo un abiem pēdējiem, tad

CBC((F,G)) . (k − 1)s+
s

log s .

Divu vai vairāk ieejas simbolu gadı̄jumā (k ≥ 2) dominējošais saskaitāmais ir
(k − 1)s:

CBC(A) . (k − 1)s+
s

log s . (k − 1)s,

bet viena burta alfabētam (k = 1)

CBC(A) . (k − 1)s+
s

log s =
s

log s .

No 4.7. teorēmas tiešā veidā izriet BC-sarežg̒ı̄tı̄bas novērtējums regulārām va-
lodām:

32



4.8. Teorēma Ja |Σ| = k, tad jebkurai regulārai valodai L, kuras stāvokļu sarežģī-
tība ir s

⌈log s⌉ ≤CBC(L) . (k − 1)s, ja k ≥ 2,

⌈log s⌉ ≤CBC(L) .
s

log s , ja k = 1.

Pierādījums JebkuramGDA, kaspazı̄stL, ir vismaz s stāvokli̦, tāpēc tā BC-sarežg̒ı̄tı̄ba
ir lielāka par ⌈log s⌉. Ja mēs aplūkojam minimālo GDA M(L), kas pazı̄st L, tad tā
stāvoklu̦ skaits ir s, tāpēc

CBCL ≤ CBC(M(L)) .
{
(k − 1)s, ja k ≥ 2
s

log s , ja k = 1.

Tālāk aplūkosim divas regulāras valodas, kuru BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir tuva 4.8. teorēmas
attiecı̄gi apakšējai un augšējai robežai.

Kā pirmoaplūkosimvaloduLn binārā alfabētāΣ = {0, 1}, tādu, kaw ∈ Ln ⇐⇒
w|w|−n+1 = 1 (n-tais simbols no vārda beigām ir ”1”). Stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄ba šai va-
lodai ir sc(Ln) = 2n, jebkuram GDA, kas to pazı̄st, jāatceras visi pēdējie n ieejas
simboli (un ar to pietiek). Bet tās BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir n.

Minimālajam GDAAN , kas pazı̄stLn, ir 2n stāvoklu̦, katrs stāvoklis atbilst citai
pēdējo n nolası̄to (bināro) simbolu virknei. Kodēsim katru stāvokli ar šo virkni, tā-
dā gadı̄jumā i-ais stāvokla̦ bits atbildı̄s i-ajam (no beigām) nolası̄tajam ieejas sim-
bolam. Pašus ieejas simbolus (0 un 1) dabı̄gā veidā kodēsim ar vienu ieejas bitu.

Log̒iskas shēmas (F,G), kas reprezentē An šajā stāvoklu̦ kodējumā attēlotas
4.5. zı̄mējumā, tām nav neviena log̒iskā elementa lı̄dz ar to An BC-sarežg̒ı̄tı̄bu no-
saka tikai stāvokla̦ bitu skaits bQ, kas ir tieši n. TātadCBC(Ln) = log sc(Ln), un šis
piemērs parāda, ka 4.8. teorēmas apakšējā robeža ir sasniedzama.

4.5. att. Pārejas shēma F (pa kreisi) un akceptēšanas shēma G (pa labi), kas rep-
rezentē GDAAn.

Turpināsim ar augšējo robežu. Atcerēsimies, ka arShn apzı̄mē Sƽenona funkciju
no n bitiem, leksikogrāϐiski pirmo Būla funkciju ar n ieejas bitiem (un vienu izejas
bitu) ar maksimālo log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄bu. Aplūkosim valodu LSh

n , kas sa-
stāv no tiem vārdiem w1w2 . . . wk binārā alfabētā, uz kuru pēdējiem n simboliem
Sƽenona funkcija atgriež vieninieku:

w ∈ LSh
n ⇐⇒ Shn(wk−n+1,wk−n+2, . . . ,wk) = 1.
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Dabisks veids, kā to pazı̄t, ir atcerēties GDA stāvoklı̄ pēdējos n ieejas simbolus
un, kad pienāk vārda beigas, tad akceptēt vai noraidı̄t šo vārdu, atkarı̄bā no Shn

vērtı̄bas uz šı̄ stāvokla̦. Tam būtu vajadzı̄gi 2n stāvokli̦, ko var kodēt n bitu virknēm
tieši tāpat kā iepriekšējajā piemērā (i-ais stāvokla̦ bits atbilst i-ajam (no beigām)
ieejas simbolam), tādā gadı̄jumā tā log̒iskās shēmas reprezentācija izskatı̄sies ap-
mēram kā 4.6. zı̄m. Sƽ is attēls ir shematisks un daudzajiem log̒iskajiem elementiem
akceptēšanas shēmā nav matemātiska pamata, būtiski ir tas, ka šajā gadı̄jumā pā-
rejas shēmai nav neviena log̒iskā elementa (tās sarežg̒ı̄tı̄ba ir 0), bet akceptēšanas
shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba ir vismaz 2n/n (2.3. teorēma). Tātad šı̄s log̒iskās shēmas rep-
rezentācijas BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir vismaz 2n/n.

4.6. att. Log̒iskās shēmas reprezentācija GDA, kas pazı̄st valoduLSh
n : pārejas shēma

(pa kreisi) un akceptēšanas shēma (pa labi).

Taču nav teikts, ka šı̄ log̒iskās shēmas reprezentācija ir optimāla, varētu taču
gadı̄ties, ka pie cita stāvoklu̦ kodējuma vai izvēloties kādu citu (ekvivalentu) GDA,
akceptēšanas shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba samazinās. Nākamā teorēma pierāda, ka būtiski
šo log̒iskās shēmas reprezentāciju uzlabot nevar, jo šı̄s valodas BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir
vismaz 2n/n2.
4.9. Teorēma Valodas LSh

n BC-sarežģītība ir vismaz 2n/n2.

4.7. att. Log̒iskās shēmas konstruēšana Sƽenona funkcijai Shn no GDA An log̒iskās
shēmas reprezentācijas (F,G).

Pierādījums Pien̦emsim, ka log̒isko shēmu pāris (F,G) reprezentē kādu GDAAn,
kas atpazı̄st LSh

n . Varam pien̦emt, ka F ir viens ieejas bits, kurā tiek padots ieejas
simbols unm ieejas biti, kuros tiek padots iekodēts stāvoklis. (m var atšk̦irties da-
žādām log̒iskās shēmas reprezentācijām). Savienojotn log̒iskās shēmasF ar vienu
shēmu G kā tas parādı̄ts 4.7. zı̄mējumā (stāvokla̦ izeja no j-tās shēmas F tiek pa-
dota j + 1-ajai shēmai F kā ieeja), iegūst log̒isko shēmu, kura modelēAn darbı̄bu
uz vārda garumā n, tātad šı̄ log̒iskā shēma rēk̦ina Sƽenona funkciju Shn.
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Tās sarežg̒ı̄tı̄ba ir nC(F ) + C(G), bet no 2.3. teorēmas izriet, ka šı̄s log̒iskās
shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba ir vismaz 2n/n. Tātad nC(F ) + C(G) > 2n/n, no kurienes
mēs iegūstam, ka

CBC(F,G) = C(F ) + C(G) +m >
nC(F ) + C(G)

n
> 2n/n2.

Stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄ba valodai LSh
n nav lielāka par 2n, pietiek atcerēties pēdējos

n ieejas simbolus. Apzı̄mējot sc(LSh
n ) = s un zinot, ka s < 2n, iegūstam, ka

CBC(L
Sh
n ) ≥ 2n

n2
≥ s

(log s)2 .

Var ievērot, kaLSh
n BC-sarežg̒ı̄tı̄ba atrodas diezgan tuvu 4.8. teorēmas augšējai ro-

bežai, lai arı̄ to nesasniedz (jebkurai valodai L binārā alfabētā, kuras stāvoklu̦ sa-
režg̒ı̄tı̄ba ir s, CBC(L) . s). Būtu interesanti uzkonstruēt kādu valodu, kas šo aug-
šējo robežu sasniedz, bet tas nav tik vienkārši.

Viens veids, kā to varētumēg̒ināt izdarı̄t, būtu n̦emt par pamatu kādu sarežg̒ı̄tu
(n → n) bitu funkciju, kuras log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba ir ar kārtu 2n, un likt
to par GDA pārejas funkciju. Bet tad nav skaidrs, kā pamatot, ka pie cita stāvoklu̦
kodējuma šı̄ pārejas funkcija neklū̦st vienkāršāka.

Tāpēc, lai pamatotu, ka 4.8. teorēmas augšējā robeža ir sasniedzama, izmanto-
sim nekonstruktıv̄asmetodes (kaut gan arı̄ Sƽ enona funkcijas izmantošanu iepriek-
šējā piemērā nevar uzskatı̄t par ı̄paši konstruktıv̄u). Patiesı̄bā izrādās, ka 4.8 teo-
rēmas augšējo robežu sasniedz gandrı̄z visas regulāras valodas.

Atcerēsimies, ka ar Lk
s apzı̄mē regulāro valodu kopu k-simbolu alfabētā, kuru

stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz s.

4.10. Teorēma Gandrīz visām valodām L ∈ Lk
s

CBC(L) &(k − 1)s, ja k ≥ 2,

CBC(L) >
s

log s , ja k = 1.

Pierādījums Ja mēs Lk
s pielietojam 4.3. teorēmu ar a = 0, tad mums atliek pierā-

dı̄t, ka

log |Lk
s |

log log |Lk
s |

& (k − 1)s, ja k ≥ 2, un

log |L1
s|

log log |L1
s|

≥ s

log s , ja k = 1.

No 2.1. teorēmas izriet, ka |Lk
s | ≥ s(k−1)s, ja k ≥ 2, un |L1

s| ≥ 2s. Tāpēc, ja
k ≥ 2, tad

log |Lk
s |

log log |Lk
s |

≥ (k − 1)s log s
log s+ log log s+ log (k − 1)

& (k − 1)s,

bet, ja k = 1, tad
log |L1

s|
log log |L1

s|
≥ log 2s

log log 2s =
s

log s .
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4.5. Šenona efekts BC-sarežģītībai
Aplūkojot vienlaicı̄gi 4.8. un 4.10. teorēmas, viegli ievērot, ka augšējie novēr-

tējumi pirmajā sakrı̄t ar apakšējiem novērtējumiem otrajā no tām. Tas nozı̄mē, ka
regulāru valodu BC-sarežg̒ı̄tı̄bai ir spēkā Sƽenona efekts: gandrı̄z visām regulārām
valodām to BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir tuvu savai maksimālajai iespējamajai vērtı̄bai (attie-
cı̄bā pret stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu).

4.11. Sekas Gandrīz visām valodām L ∈ Lk
s

(k − 1)s . CBC(L) .(k − 1)s, ja k ≥ 2,
s

log s < CBC(L) .
s

log s , ja k = 1.
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5. nodaļa

BC-sarežģītība un
nedeterminētā stāvokļu
sarežģītība

Sƽajā nodalā̦ salı̄dzināsim regulāru valodu BC-sarežg̒ı̄tı̄bu ar to nedeterminēto
stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu. Pats vienkāršākais kā to varētu izdarı̄t ir caur (determinē-
to) stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu. Ir vispārzināms, ka jebkurai regulārai valodai L, kurai
nsc(L) = s (nedeterminētā stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄ba ir s)

s ≤ sc(L) ≤ 2s.

Saliekot šo kopā ar 4.8. teorēmu, kurā pamatots, ka pie |Σ| = k ≥ 2 jebkurai regu-
lārai valodai L

⌈log (sc(L))⌉ ≤ CBC(L) . (k − 1)sc(L),

varam iegūt pirmo novērtējumu valodasL BC-sarežg̒ı̄tı̄bai attiecı̄bā pret tās nede-
terminēto stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu s:

⌈log s⌉ ≤ CBC(L) . (k − 1)2s. (5.1)
Apakšējo robežu šim novērtējumam ı̄paši uzlabot nemaz nevar. Lai to pamanı̄-

tu, pietiek atcerēties, ka ir valodas, kuru nedeterminētā stāvokla̦ sarežg̒ı̄tı̄ba sakrı̄t
ar stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu. Kā vienu šādu piemēru aplūkosim valodu Ls, kas akceptē
visus vārdus, kuru garums dalās ar s (neatkarı̄gi no ieejas simboliem). Sƽai valodai
nsc(L) = sc(L) = s, tāsminimālais GDA sakrı̄t ar GNAun ir attēlots 5.1. zı̄mējumā.

5.1. att. Minimālais GDA (un GNA), kas pazı̄st valoduLs, katra pāreja atbilst jebku-
ram ieejas simbolam

Novērtēsim šı̄s valodas BC-sarežg̒ı̄tı̄bu un vienkāršı̄bas pēc aplūkosim gadı̄ju-
mu, kad s ir divnieka pakāpe. Kodēsim tās stāvoklu̦s dabı̄gā veidā ar bitu virknēm
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no 0 lı̄dz s−1, iegūstotminimālu stāvoklu̦ kodējumu ar bQ = log s stāvoklu̦ bitiem,
ieejas alfabētu Σ varam kodēt patvalı̦̄gi, tas BC-sarežg̒ı̄tı̄bu neietekmēs, jo šı̄ GDA
pārejas funkcija nav atkarı̄ga no ieejas simbola. Log̒iskās shēmas reprezentācija
šai valodai ir parādı̄ta 5.2. zı̄mējumā. Pārejas shēma stāvoklu̦ reg̒istram katrā solı̄
pieskaita vieninieku, akceptēšanas shēma akceptē ieeju, ja stāvoklis ir 0.

5.2. att. Log̒iskās shēmas reprezentācija minimālajam GDA, kas pazı̄st Ls, pārejas
shēma F (pa kreisi) un akceptēšanas shēmaG (pa labi).

Log̒iskās shēmas F sarežg̒ı̄tı̄ba ir 6bQ (tā sastāv tikai no saskaitı̄šanas), akcep-
tēšanas shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba ir bQ (bQ − 1 disjunkcija un viena negācija), lı̄dz ar to

CBC(Ls) ≤ C(F ) + C(G) + bQ ≤ 6bQ + bQ + bQ = 8bQ = 8 log s.

Redzams, ka šis novērtējums atšk̦iras no 5.1. novērtējuma apakšējās robežas tikai
konstantu skaitu (8) reižu.

Turpretı̄ augšējo novērtējumu5.1. formulā var uzlabot eksponenciāli.Mūsuno-
vērtējumā zemākbūs redzams, kadeterminizācijas procesā iegūtā GDABC-sarežg̒ı̄tı̄ba
ir ne vairāk kā kvadrātiski lielāka par sākotnējā GNA stāvoklu̦ skaitu. No tā var se-
cināt, ka tajos gadı̄jumos, kad stāvoklu̦ skaits determinizācijas procesā tiešām pie-
augeksponenciāli, iegūtajamautomātam ir vienkārša struktūraun tā BC-sarežg̒ı̄tı̄ba
ir relatıv̄i neliela.

Mēs sāksim ar pavisam vienkāršu BC-sarežg̒ı̄tı̄bas novērtējumu GDA, kas ie-
gūts, determinizējot GNA, un turpināsim ar aizvien precı̄zākiem novērtējumiem,
mēg̒inot pietuvoties Sƽenona efektam arı̄ nedeterminētās stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bas ga-
dı̄jumā.

5.1. Teorēma Ja regulāru valodu L k-simbolu alfabētā Σ var pazīt ar s-stāvokļu
GNA, kuram ir t pārejas, tad CBC(L) ≤ t+ (k + 1)s.

Pierādījums Pien̦emsim, ka valodu L pazı̄st GNAN , kura stāvoklu̦ kopa irQN =
{q1, q2, . . . , qs}. Aplūkosim GDAA, kurš ir iegūts, determinizējot GNAN , un kons-
truēsim tam atbilstošu log̒iskās shēmas reprezentāciju (un kodējumu), kura BC-
sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniegs t+(k+1)s. GDAA stāvoklu̦ kopa ir 2QN (QN visu apakš-
kopu kopa), tajā ir 2s stāvoklu̦ (no kuriem daži var nebūt sasniedzami), kurus var
iekodēt s stāvokla̦ bitos. Patvalı̦̄gu apakškopu S ⊆ QN mēs varam kodēt ar bitu
virkni fQ(S) = z1, . . . , zs, tādu, ka

zi = 1 ⇐⇒ qi ∈ S.

Katrs stāvokla̦ bits zi šajā kodējumā atbildı̄s vienam GNAN stāvoklim (qi). Ieejas
alfabētuΣ = {a1, . . . , ak} kodēsim ar k bitiem fΣ(am) = x1, . . . , xk , tā, ka katram
am atbildı̄s bitu virkne, kamvisur ir nulles, izn̦emotm-to pozı̄ciju, kur ir vieninieks.
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Tālāk mums jākonstruē pārejas shēma un akceptēšanas shēma. Pārejas shē-
ma F san̦ems ieejā nokodētu ieejas simbolu un stāvokli x1 . . . xkz1 . . . zs un izejā
atgriezı̄s nokodētu stāvokli z′1 . . . z′s. Akceptēšanas shēma san̦ems ieejā nokodētu
stāvokli z1 . . . zs un atgriezı̄s vienu bitu: vieninieku, tad ja šis stāvoklis ir akceptē-
jošs, un nulli, ja nav.

GDAApārejas shēmuF konstruēsimnoGNAN pārejas funkcijas δ : Σ×QN →
2QN . Pien̦emsim, ka GNA atrodas savā stāvoklu̦ apakškopā S, bet pēc simbola x ∈
Σ nolası̄šanas, tas atrodas savā stāvoklu̦ apakškopā S′. Apzı̄mēsim ar Qi

m ⊆ Q
to GNA N stāvoklu̦ apakškopu, no kuras, nolasot simbolu am ∈ Σ, var pāriet uz
stāvokli qi:

q ∈ Qi
m ⇐⇒ qi ∈ δ(q, am).

Izmantojot šo apzı̄mējumu, varam uzrakstı̄t nosacı̄jumu, kādā gadı̄jumā qi ∈ S′:

qi ∈ S′ ⇐⇒ (S ∩Qi
m) ̸= ∅.

Tas nozı̄mē, ka Būla funkcija, kas jārēk̦ina i-ajā izejas bitā, ir:

z′i =

k∨
m=1

xm&
∨

qj∈Qi
m

zj

 . (5.2)

Lai par to pārliecinātos, var ievērot, ka ieejas bita xm vērtı̄ba ir 1 tad un tikai tad, ja
tiek ielası̄ts simbols am. Tātad tikai viens nom disjunkcijas locekli̦em var atgriezt
vieninieku, un tas to dara tad, kad iekšēja bloka vērtı̄ba∨qj∈Qi

m
zj ir vieninieks—

tas ir tad un tikai tad, ja S ∩Qi
m ̸= ∅.

Log̒iskā shēma, kas katrā izejas bitā z′i rēk̦ina (5.2) formulu, arı̄ būs pārejas
shēma F šajā reprezentācijā. Aprēk̦ināsim tās izmēru. Katrā no iekšējiem blokiem
xm&∨

qj∈Qi
m
zj ir tieši |Qi

m| − 1 disjunkcija un viena konjunkcija, kopā tieši |Qi
m|

log̒iskie elementi (gadı̄jumā, jaQi
m = ∅, nav vajadzı̄ga arı̄ konjunkcija, tas nozı̄mē,

ka arı̄ šajā situācijā log̒isko elementu skaits ir tieši |Qi
m| = 0). Tātad kopējais šo

iekšējo bloku izmērs ir
s∑

i=1

k∑
m=1

|Qi
m| = t.

Katram izejas simbolam z′i ir viena ārējā disjunkcija ∨k
m=1 (kas sastāv no k − 1

disjunkcijas), kopā tie ir s(k−1) log̒iskie elementi. Tātad pārejas shēmasF log̒isko
elementu skaits ir t+ (k − 1)s.

Akceptēšanas shēmaG ir lo̦ti vienkārša — tā ir disjunkcija no visiem akceptē-
jošajiem stāvokli̦em atbilstošajiem bitiem zi. Tātad tās izmērs nepārsniedz s.

Saliekot to visukopā, iegūstam, ka šı̄s log̒iskās shēmas reprezentācijasBC-sarežg̒ı̄tı̄ba
ir

CBC(F,G) = C(F ) + C(G) + bQ ≤ t+ (k − 1)s+ s+ s = t+ (k + 1)s.

Tā kā GNA pāreju skaits nepārsniedz ks2, tad

5.2. Sekas Visām valodām L ∈ Nk
s :

CBC(L) ≤ ks2 + (k + 1)s.
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Novērtējums 5.1 ir labs, ja GNA pāreju skaits nav liels (kā piemēram gadı̄jumā,
ja GNA ir ”pretējā virzienā pagriezts” GDA), bet vispārı̄gajā gadı̄jumā, kad pāreju
skaits tuvojas tā vidējai vērtı̄bai kn2/2, to var uzlabot. Uzlabojuma galvenā ideja ir
atkārtoti izmantot jau esošās disjunkcijas bloku∨

qj∈Qi
m
zj būvēšanā.

Sekojošā teorēma ir analogs 4.8. teorēmai nedeterminētās stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄-
bas gadı̄jumā, tās augšējā robeža uzlabo 5.2. teorēmas novērtējumupar kārtu log s.

5.3. Teorēma Visām valodām L ∈ Nk
s :

⌈log s⌉ ≤ CBC(L) .
ks2

log s .

Pierādījums Apakšējā robeža sekono tā, kaCBCL ≤ ⌈log (sc(L)⌉ ≤ ⌈log (nsc(L)⌉).
Augšējai robežai izmantosim to pašu konstrukciju, ko 5.1. teorēmā, tikai opti-

mālāk tiks veikta bloku∨
q∈Qi

m
q konstrukcija pārejas shēmā F . Optimizācija tiks

balstı̄ta uz to, ka vienā blokā iekla̦utās disjunkcijas dalē̦ji var tikt izmantotas citos
blokos.

Kopā mums nepieciešams izveidot ks šādas disjunkcijas atbilstoši ks kopām
Qi

m, katra disjunkcijā ir iekla̦uta dala̦ no stāvokla̦ bitiem zi. Sadalı̄sim visus stā-
vokla̦ bitus grupās pa c (konstanti c izvēlēsimies vēlāk), kopumā mums būs

⌈
s
c

⌉
šādas grupas.

Katras grupas ietvaros izveidosim visas 2c−1 iespējamāsmainı̄go disjunkcijas,
tam nepieciešami tieši 2c − c− 1 log̒iskie elementi. Mums jau ir visas disjunkcijas,
kas sastāv no viena elementa (ieejas biti), no tiem var viegli izveidot visas disjun-
kcijas, kas satur tieši divus ieejas bitus, utt., katrā solı̄, no disjunkcijām, kas sastāv
no imainı̄gajiem un pašiem ieejas mainı̄gajiem var izveidot visas disjunkcijas, kas
sastāv tieši no i+ 1mainı̄gā, katras šādas disjunkcijas izveidei nepieciešams tieši
viens ∨ elements. Tātad kopā mums nepieciešami tieši tik log̒isko elementu, cik
mums ir izejas mainı̄go mı̄nus tik, cik mums jau ir dots. Tā kā mums nepieciešama
2c − 1 vērtı̄ba un c jau mums ir dotas, tad kopā mums nepieciešami 2c − c − 1
log̒iskie elementi. Visām grupām kopā tie būs

⌈
s
c

⌉
(2c − c− 1) log̒iskie elementi.

Katru no ks izejām veidosim, n̦emot disjunkciju no atbilstošajām jau izrēk̦inā-
tajām grupu vērtı̄bām. Tā kā ir

⌈
s
c

⌉
grupas un vienai izejai nepieciešama

⌈
s
c

⌉
− 1

disjunkcija, tad visām ks izejām nepieciešamas ks(
⌈
s
c

⌉
−1) disjunkcijas. Tātad ko-

pējas elementu skaits, kas vajadzı̄gs visu bloku∨
q∈Qi

m
q izveidei ir

ks
(⌈s

c

⌉
− 1

)
+

⌈s
c

⌉
(2c − c− 1)

Tieši tāpat ka 5.1 teorēmā, vajadzı̄gas vēl ir (k − 1)s ārējās disjunkcijas∨k
m=1,

jāpierēk̦ina vēl arı̄ ks konjunkcijas, kuras iepriekšējā teorēmā tika pieskaitı̄tas klāt
pie disjunkcijām. Tas būtu viss pārejas shēmai F . BC-sarežg̒ı̄tı̄bai vēl nāk klāt ak-
ceptēšanas shēmasG sarežg̒ı̄tı̄ba (ne lielāka par s) un stāvokla̦ bitu skaits s. Tātad
BC-sarežg̒ı̄tı̄bu šai reprezentācijai mēs varam novērtēt kā

CBC(A) ≤ ks
(⌈s

c

⌉
− 1

)
+

⌈s
c

⌉
(2c − c− 1) + (k − 1)s+ ks+ s+ s

un, savelkot lı̄dzı̄gos loceklu̦s un novērtējot
⌈
s
c

⌉
(−c− 1) + s ≤ 0, mēs iegūstam

CBC(A) ≤
⌈s
c

⌉
(ks+ 2c) + ks.
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Atliek noteikt konstantes c vērtı̄bu. Matemātiskās analı̄zesmetodes šeit ı̄sti ne-
derēs, bet tā kā mūsu novērtējumi ir asimptotiski, tad derēs arı̄ empı̄riski piemek-
lēta vērtı̄ba c = ⌈log s− log log s⌉. Tad

⌈
s
c

⌉
≤ s

log s−log log s−1 ,2c ≤ 2log s−log log s+1 =
2s
log s un

CBC(A) ≤
(

s

log s− log log s− 1

)(
ks+

2s

log s

)
+ ks . ks2

log s +
2s2

(log s)2 + ks,

un ievērojot, ka loceklis ks2

log s dominē pār pārējiem, secinām, ka

CBC(A) . ks2

log s .

Ar to arı̄ pierādı̄jumu varētu beigt, bet prasās vēl neliels neformāls pamato-
jums, kāpēc šāda c vērtı̄ba ir optimāla un vai ar kādu citu c vērtı̄bu nevar iegūt la-
bāku novērtējumu. Vienkāršı̄bas pēc atmetı̄sim visas noapalo̦šanas un aplūkosim
izteiksmi

CBC(A) ≤
⌈s
c

⌉
(ks+ 2c) + ks ≈ ks2

c
+

s2c

c
.

Jamēs n̦emtu c ≥ log ks, tad jauvienspats otrais saskaitāmais s2c

c ≥ ks2

log s+log k &
ks2

log s sasniegtu asimptotisko novērtējumu, bet, ja c ≤ log ks, tad to savukārt sa-
sniedz viens pats pirmais: ks2

c & ks2

log s . Tātad, ne uz vienu, ne uz otru pusi mainot c,
mēs šaja konstrukcijā neko asimptotiski labāku iegūt nevaram.

Kā jau tas tika atzı̄mēts nodala̦s sākumā, 5.3. teorēmas apakšējā robeža ir tuvu
sasniedzama. Lai parādı̄tu, ka arı̄ šı̄ augšējā robeža ir tuvu sasniedzama, rı̄kosimies
tāpat kā stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bas gadı̄jumā un novērtēsim BC-sarežg̒ı̄tı̄bu gandrı̄z vi-
sām valodām.
5.4. Teorēma Gandrīz visām valodām L ∈ Nk

s

CBC(L) >
(k − 1)s2

2 log s , ja k ≥ 2,

CBC(L) >
s

log s , ja k = 1.

Pierādījums Gadı̄jumā, kad k ≥ 2, no 4.3. teorēmas prası̄tais būtu spēkā, ja izdo-
tos pierādı̄t, ka kādai konstantei a

log |Nk
s |

log log |Nk
s | − a

≥ (k − 1)s2

2 log s .

No 2.1. teorēmas zināms, ka |Nk
s | ≥ 2(k−1)s2 , tāpēc

log |Nk
s |

log log |Nk
s | − a

≥ log 2(k−1)s2

log log 2(k−1)s2 − a
=

(k − 1)s2

2 log s+ log (k − 1)− a
=

(k − 1)s2

2 log s ,

lai iegūtu pēdējo vienādı̄bu, izvēlēsimies a = log (k − 1).
Savukārt, lai pierādı̄tu teorēmas apgalvojumu, gadı̄jumam, kad k = 1, izman-

tosim 4.3. teorēmu ar konstanti a = 0. Sƽ ādā gadı̄jumā mums atliek pierādı̄t, ka
log |N1

s|
log log |N1

s|
≥ s

log s .
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Tā kā |N1
s| ≥ 2s, (2.1. teorēma), tad

log |N1
s|

log log |N1
s|

≥ log 2s
log log 2s =

s

log s .

Saliekot kopā augšējos un apakšējos novērtējumus (5.3. un 5.4. teorēmas), mēs
iegūstam sekojošu ainu:
5.5. Sekas Gandrīz visām valodām L ∈ Nk

s

(k − 1)s2

2 log s < CBC(L) .
ks2

log s , ja k ≥ 2,

s

log s < CBC(L) .
s2

log s , ja k = 1.

Pirmais, kas uzreiz ir redzams, ka augšējās un apakšējās robežas nesakrı̄t. Ga-
dı̄jumā, ja k ≥ 2, tās atšk̦iras konstantu skaitu reižu (četras reizes, ja k = 2, vai
mazāk, ja k > 2), bet, gadı̄jumā, ja k = 1, atšk̦irı̄ba nav pat konstanta. Gribētos
ticēt, ka, lı̄dzı̄gi kā stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bas gadı̄jumā, arı̄ šeit ir spēka Sƽenona efekts.
Bet tad jāatbild uz jautājumu, kurus no šiem novērtējumiem iespējams uzlabot?

Gadı̄jumā, kad k ≥ 2, atšk̦irı̄ba ir divās vietās: reizinātājos k − 1 un k, kā arı̄
dalı̄tājā 2 apakšējā robežā. Pirmā atšk̦irı̄ba domājams nāk no 2.1 novērtējuma, tur
arı̄ redzams, ka augšējā robežā ir reizinātājsk, bet apakšējā—reizinātājsk−1. Lı̄dz
ar to, lai uzlabotu šo reizinātāju, jāuzlabo apakšējais novērtējums neekvivalentu
GNA skaitam ar ne vairāk kā s stāvokli̦em.

Savukārt dalı̄tājs 2 domājams nāk no pārejas shēmas konstrukcijas. Sƽajā log̒is-
kajā shēmā kritiskā vieta ir daudzās disjunkcijas, kas atbilst vairākām izejām un kā
tās vienlaicı̄gi efektıv̄i konstruēt. Kā šı̄ jautājuma esenci var aplūkot log̒isko shēmu
konstrukcijas uzdevumu funkciju klasei f : {0, 1}n → {0, 1}n, kur katram i

yi = xi1 ∨ xi2 ∨ xik ,

šeitxi un yi ir attiecı̄gi ieejas un izejasmainı̄gie, katrs izejasmainı̄gais ir dažu ieejas
mainı̄go disjunkcija (piemēru skat. 5.3. zı̄m.). Apzı̄mēsim šo funkciju klasi ar Fn.

5.3. att. Log̒iskās shēmas piemērs funkcijai no klases Fn.

Sƽ ai Būla funkcijai tās sarežg̒ı̄tı̄bas labākās zināmās augšējās un apakšējās robe-
žas atšk̦iras 2 reizes.

5.6. Teorēma Gandrīz visām Būla funkcijām f ∈ Fn:

n2

2 logn . C(f) . n2

logn.
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Pierādījums Pierādı̄jums augšējai robežai ir tieši tāds pats, kā 5.3. teorēmai, tā-
pēc to tikai ı̄si ieskicēsim: Sadala visus ieejas mainı̄gos grupās pa c, katrā non

c gru-
pām izrēk̦ina visas 2c disjunkcijas, kam kopā nepieciešami aptuveni n2c

c log̒iskie
elementi (disjunkcijas). Katru izejas mainı̄go tagad var izteikt kā disjunkciju no n

c
apakšformulām (katru no savas grupas). Tātad katram no tiem vajag n

c disjunkci-
jas, kas kopā sastāda n2

c disjunkcijas. Tātad kopējais log̒isko elementu (kas visi ir
disjunkcijas) skaits šajā log̒iskajā shēmā būs n2c

c + n2

c .
Ja izvēlas c = logn− log logn, tad summā 2c n

c + n2

c dominē otrais loceklis un
tas ir n2

logn .
Apakšējai robežai ievērosim, ka |Fn| = 2n

2 . Tā kā n2

2 logn . n2

2 logn −n, tadmums
pietiks novērtēt to funkciju dalu̦ εn klasē Fn, kuru log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba ne-
pārsniedz n2

2 logn − n un pierādı̄t, ka εn → 0, ja n → ∞. Tā vietā pierādı̄sim, ka
log εn → −∞.

Funkciju skaits klasē Fn, kuru sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz n2

2 logn − n, noteikti ne-
pārsniedz visu funkciju skaitu ar šādu pat sarežg̒ı̄tı̄bu, tāpēc

εn ≤
N(n, n, n2

2 logn − n)

2n2 ,

šeit tāpat kā 2.2. teorēmāN(n,m, c) ir dažādo Būla funkciju skaits ar n ieejas mai-
nı̄gajiem unm izejas mainı̄gajiem, kuru sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz c.

No 2.2. teorēmas izriet, ka

log εn ≤ log

(
n2

2 logn

)(
n2

2 logn

)
9

(
n2

2 logn

)
2n2 =

=

(
n2

2 logn

)
(2 logn+ log 9− 1− log logn)− n2 =

=

(
n2

2 logn

)
(log 9− 1− log logn) → −∞.

Vai kādu no šiem novērtējumiem var uzlabot ir sarežg̒ı̄ts jautājums, lai arı̄ pats
uzdevums neliekas pārāk grūts. Bet to, ka tas nav triviāls, var ilustrēt ar faktu, ka
dažām funkcijām no Fn optimālās log̒iskās shēmas satur arı̄ konjunkcijas (lai arı̄
pietiktu tikai ar disjunkcijām)[37].

Unāro valodu gadı̄jumā var pārliecināties, ka pat 2.1. teorēmas augšējās robe-
žas ievietošana 5.4. teorēmas aprēk̦inos palielinās tās apakšējo robežu tikai lı̄dz
s. Tas piela̦uj iespēju, ka optimālu log̒isko shēmu konstrukcijas unāriem GNA vēl
nav izsmeltas. Tāpēc tas, vai 5.3. teorēmas konstrukciju unāriem GNA ir iespējams
uzlabot, paliek kā jautājums turpmākai izpētei.
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6. nodaļa

Valodu operācijas

Sƽajā nodalā̦ aplūkosim kā mainās BC-sarežg̒ı̄tı̄ba pie dažādām valodu operāci-
jām: apvienojuma, šk̦ēluma, konkatenācijas, Klı̄ni slēguma un apvēršanas, kā arı̄
salı̄dzināsim to ar attiecı̄go stāvokla̦ sarežg̒ı̄tı̄bu.

Stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bas pie valodu operācijām sistemātiska izpēte tika sākta sa-
lı̄dzinoši vēlu, tikai 90-os gados, kad tika iegūti sakrı̄toši augšējie un apakšējie no-
vērtējumi svarı̄gākajām valodu operācijām[46]. Turpat arı̄ tika pamatots, ka sa-
režg̒ı̄tı̄ba valodu operācijām ir atkarı̄ga no tā, vai mēs aplūkojam tās viena simbola
alfabētā vai vairāku, izrādās arı̄, ka galı̄gām valodām tā ir cita (mazāka) nekā vis-
pārı̄gajā gadı̄jumā[10].

Sƽ ı̄ joma turpina attı̄stı̄ties, mūsdienās tiek aplūkotas gan kompleksas operāci-
jas (Klı̄ni slēgums no valodu apvienojuma u.c.)[34], gan tā tiek novērtēta dažādām
speciϐiskām valodu klasēm[16] vai nedeterminētiem automātiem[18]. IǊsu pārska-
tu var atrast, piemēram, rakstā [45].

Vispirms aplūkosim klasiskus rezultātus, kā valodu operācijas ietekmē stāvok-
lu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu, un pēc tam pāriesim pie BC-sarežg̒ı̄tı̄bas.

Pien̦emsim, ka mums ir dotas divas valodas L1 un L2 ar stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu,
attiecı̄gi, m un n. GDA A1(Q1,Σ, δ1, q

1
0 , Q̃1) ir minimālais GDA, kas pazı̄st valodu

L1 (|Q1| = m) un GDA A2(Q2,Σ, δ2, q
2
0 , Q̃2) ir minimālais GDA, kas pazı̄st valodu

L2 (|Q2| = n).

6.1. Teorēma [33]

• Ja L3 = L1 ∪ L2 vai L3 = L1 ∩ L2 tad sc(L3) ≤ mn.

• Ja L3 = LR
1 , tad sc(L3) ≤ 2m.

• Ja L3 = L1L2, tad sc(L3) ≤ m2n − 2n−1.

• Ja L3 = (L1)
∗, tad sc(L3) ≤ 2m−1 + 2m−2.

Pierādījums Tā kā šie rezultāti ir labi zināmi, tad to pierādı̄jumu tikai ieskicēsim.
Visos šajos gadı̄jumos var uzkonstruēt GDA, kas pazı̄stL3 un kura stāvoklu̦ tel-

pa ir atkarı̄ga no izejas GDA stāvoklu̦ telpām (telpas). Apvienojuma un šk̦ēluma
gadı̄jumā šı̄ telpa būs Q1 × Q2, apvērstās valodas un Klı̄ni slēguma gadı̄jumā —
2Q2 , bet konkatenācijas gadı̄jumā: Q1 × 2Q2 . Apvienojuma un šk̦ēluma gadı̄jumā
GDA A1 un A2 darbojas neatkarı̄gi, apvērstās valodas gadı̄jumā mēs varam visas
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pārejas pavērst pretējā virzienā, iegūstot GNA, ko pēc tam vajag determinizēt. Klı̄-
ni slēguma gadı̄jumā no visiem beigu stāvokli̦em jāpievieno ε pārejas uz sākuma
stāvokli, kas doto GDA pārvērš par GNA, ko pēc tam var determinizēt. Konkatenā-
cijas gadı̄jumā paralēli darbojas A1 kā GDA un A2 kā GNA, pie tam vienmēr, kad
A1 atrodas kādā beigu stāvoklı̄A2 vēl papildus tiek uzstādı̄ts sākuma stāvoklı̄.

Teorēmas stāvoklu̦ skaita novērtējumi sakrı̄t (vismaz ar kārtu) ar augstākmi-
nētajiem stāvoklu̦ telpas izmēriem, bet konkatenācijas un Klı̄ni slēguma gadı̄jumā
papildus var identiϐicēt arı̄ dažus nesasniedzamus stāvoklu̦s, lı̄dz ar ko šı̄m operā-
cijām augšējo novērtējumu var nedaudz uzlabot.

Visi šie novērtējums stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bai ir optimāli, visām šı̄m operācijām
var piemeklēt valodas (maksimums 3 simbolu alfabētā), kuru stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄ba
sasniedz šo augšējo robežu.

Aplūkosim tagad, kā BC-sarežg̒ı̄tı̄ba mainās lı̄dz ar visām šı̄m valodu operāci-
jām. Visām operācijām pien̦emsim, ka mums dotas divas valodas L1 un L2, kurām
m = sc(L1), n = sc(L2), a = CBC(L1), b = CBC(L2), k = |Σ|. Sāksim ar valodu
apvienojumu un šk̦ēlumu.
6.2. Teorēma Ja L3 = L1 ∪ L2 vai L3 = L1 ∩ L2 tad CBC(L3) ≤ a+ b+ 1.

Pierādījums Pien̦emsim, ka log̒iskās shēmas (F1, G1) reprezentē GDA, kas atpa-
zı̄st L1 ar minimālo BC-sarežg̒ı̄tı̄bu, un log̒iskās shēmas (F2, G2) reprezentē GDA,
kas pazı̄st L2 (arı̄ ar minimālo BC-sarežg̒ı̄tı̄bu), stāvoklu̦ bitu skaits tām ir, attie-
cı̄gi, b1Q un b2Q. Pārejas shēma GDA, kas pazı̄st L3, sastāvēs no log̒iskajām shēmām
F1 un F2, kuras strādās paralēli (6.1. zı̄m. pa kreisi). Akceptēšanas shēma sastāvēs
no log̒iskajām shēmāmG1 unG2, kas katra darbosies uz sev atbilstošajiem ieejas
mainı̄gajiem (stāvoklu̦ bitiem) un kuru rezultāti tiks savienoti ar disjunkciju (ap-
vienojumam) vai konjunkciju (šk̦ēlumam), skat. 6.1. zı̄m. pa labi.

6.1. att. Pārejas shēma (pa kreisi) un akceptēšanas shēma (pa labi) valodu šk̦ēlu-
mam

Sƽ ādas log̒iskās shēmas reprezentācijas sarežg̒ı̄tı̄ba ir

CBC(L3) ≤ C(F1) + C(F2) + C(G1) + C(G2) + 1 + b1Q + b2Q = a+ b+ 1.

Vārds x1x2 . . . xn pieder apvērstajai valodai LR
1 tad un tikai tad, ja xn . . . x2x1

pieder valodai L1. GNA N , kas atpazı̄st LR
1 , var iegūt no GDA A1, kas atpazı̄st L1,

uzstādot par N sākuma stāvokli̦em visus A beigu stāvoklu̦s, uzstādot q0, par N
vienı̄go beigu stāvokli un apgriežot visas pārejas pretējā virzienā. GDA, kas atpazı̄st
LR
1 , var iegūt determinizējot šo GNAN .

6.3. Teorēma CBC(L
R
1 ) ≤ (2k + 4)m
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Pierādījums Sƽ ı̄ teorēma izriet tiešā veidā no 5.1. teorēmas un tā, ka GNAN ir tieši
tikpat pāreju, cik bija GDA A1 — tātad km. Vēl papildus ne vairāk kā 3m log̒isko
elementu jāierēk̦ina iespējamajai sākuma stāvokla̦ uzstādı̄šanai uz nullēm.

Valoda L1L2, kas ir valodu L1 un L2 konkatenācija, sastāv no visiem vārdiem
uw, tādiem, ka u ∈ L1 un w ∈ L2.

6.4. Teorēma CBC(L1L2) ≤ a+ (2k + 1)n

Pierādījums Pien̦emsim, ka GDA A1 pazı̄st L1 ar minimālo BC-sarežg̒ı̄tı̄bu, bet
GDA A2 pazı̄st L2 ar minimālo stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu. Konstrukcija būs tāda pati kā
stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bas gadı̄jumā. Paralēli darbosies A1 kā GDA un A2, kā GNA, un
vienmēr, kad A1 būs kādā no saviem beigu stāvokli̦em, A2 papildus saviem teko-
šajiem stāvokli̦em nonāks arı̄ sākuma stāvoklı̄.

6.2. att. Pārejas shēma F GDA, kas pazı̄st valodu konkatenāciju L1L2

Pārejas shēmu GDA, kas pazı̄st L1L2 konstruē sekojoši (6.2. zı̄m.): tās stāvok-
lu̦ biti sastāvēs no A1 kodējuma stāvoklu̦ bitiem un A2 stāvokli̦em. Pārejas shēma
F1 sastāvēs no A1 pārejas shēmas un A2 kā GNA pārejas shēmas (kā 5.1. teorē-
mā),kuras darbosies paralēli, šo pēdējo apzı̄mēsim arN(A2). Katrā solı̄A1 akcep-
tēšanas shēma G1noskaidros, vai gadı̄jumā A1 neatrodas beigu stāvoklı̄, un, ja tā,
tad papildus uzstādı̄sN(A2) arı̄ tās sākuma stāvoklı̄ q0.

No 5.1. teorēmas izriet, ka C(N(A2)) ≤ t + (k + 1)n un, tā kā A2 ir GDA, tad,
t = kn.

Akceptēšanas shēma pārbaudı̄s to, kaA2 atrodas akceptējošā stāvoklı̄, tam ne-
pieciešama ne vairāk kā n− 1 disjunkcija. Stāvokla̦ bitu skaits šai log̒iskās shēmas
reprezentācijai ir b1Q + n, kur b1Q ir stāvokla̦ bitu skaits A1 reprezentācijā (6.2. zı̄-
mējumā b1Q = 4 un n = 6).

Tātad kopējā BC-sarežg̒ı̄tı̄ba GDA, kas pazı̄st L1L2 nepārsniedz

CBC(L1L2) ≤ C(F1) + C(G1) + C(N(A2)) + 1 + n− 1 + b1Q + n ≤
≤ a+ kn+ (k + 1)n+ 2n = a+ (2k + 3)n.

6.5. Teorēma CBC(L∗
1) ≤ (3k + 1)m.

Pierādījums GNA, kas pazı̄st L∗
1, var iegūt no GDA, kas pazı̄st L1, pievienojot pa-

pildus katrai pārejai, kas pāriet uz kādu no beigu stāvokli̦em, arı̄ pāreju uz sāku-
ma stāvokli. Pāreju skaits šim GNA nepārsniegs 2km. Konstruējot log̒iskās shēmas
reprezentāciju šim GNA, kā 5.1. teorēmā, iegūst prası̄to.
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Operācija Stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄ba BC-sarežg̒ı̄tı̄ba
L1 ∪ L2 mn a+ b+ 1
L1 ∩ L2 mn a+ b+ 1

LR 2m (2k + 4)m
L1L2 m2n − 2n−1 a+ (2k + 3)n
L∗
1 2m−1 + 2m−2 (3k + 1)m

6.1. tabula. Stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄ba un BC-sarežg̒ı̄tı̄ba valodu operācijām

Tabulā 6.1 ir salı̄dzināta stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄ba un BC-sarežg̒ı̄tı̄ba dažādām valodu
operācijām.

Iegūtajos rezultātos var ievērot, ka visāmoperācijām iegūtās valodasBC-sarežg̒ı̄tı̄ba
ir daudzmazāka par tās maksimālo iespējamo vērtı̄bu, ı̄paši izteikti tas ir redzams
tām operācijām, pie kurām stāvoklu̦ skaits var pieaugt eksponenciāli. Piemēram,
konkatenācijas gadı̄jumā, gandrı̄z visāmvalodām, kuru stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄ba irm2n−
2n−1, to BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir apmēram (k − 1)(m2n − 2n−1) (4.11. teorēma), kas
ir daudz lielāka nekā maksimālā BC-sarežg̒ı̄tı̄ba tām valodām, kas iegūtas valodu
konkatenācijas rezultātā (a+ (2k + 3)n).
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7. nodaļa

BC-sarežģītība un GDA
minimizācija

Ja mēs atgriežamies pie klasiskā stāvoklu̦ kodēšanas uzdevuma, tad tas ir cie-
ši saistı̄ts ar GDA stāvoklu̦ minimizāciju. Lai arı̄ pirmajā brı̄dı̄ varētu šk̦ist, ka šı̄s
lietas ir neatkarı̄gas: doto GDA mēs varam minimizēt un tad mēg̒ināt atrast tam
optimālu stāvoklu̦ kodējumu, tā nebūt nav, ne vienmēr minimālo GDA varēs prak-
tiski realizēt tikpat efektıv̄i kā sākotnējo.

Jau 1962. gadā Hartmanis un Stērns[17] aplūkoja 8 stāvoklu̦ GDA, kura realizā-
cijai pietiek ar 19 diodēm, bet, ja to minimizē lı̄dz 7 stāvokli̦em, tad tam vajadzı̄gas
jau 22 diodes (tā nav apakšējā robeža, bet labākā autoriem zināmā realizācija). Arı̄
citi autori uzsver, ka stāvoklu̦ minimizāciju nevajag aplūkot atsevišk̦i no stāvoklu̦
kodēšanas uzdevuma, bet šie jautājumi jārisina sinhroni[8].

Sƽajā nodalā̦ mēs aplūkosim šo jautājumu no teorētiskā — BC-sarežg̒ı̄tı̄bas vie-
dokla̦ un pamatosim, ka minimālā GDA BC-sarežg̒ı̄tı̄ba var atšk̦irties no sākotnējā
GDA BC-sarežg̒ı̄tı̄bas ne tikai ”par 3 diodēm”, bet arı̄ krietni vien vairāk.

Izrādās, ka minimālā GDA BC-sarežg̒ı̄tı̄ba nav polinomiāli ierobežota ar sākot-
nējā (neminimizētā) GDA BC-sarežg̒ı̄tı̄bu. Tas nozı̄mē, ka stāvoklu̦ skaita minimi-
zācija var stipri palielināt GDA iekšējās struktūras sarežg̒ı̄tı̄bu. No otras puses —
tas nozı̄mē to, ka dažos gadı̄jumos, ekvivalentu stāvoklu̦ izmantošana automātā,
var samazināt to strukturālo sarežg̒ı̄tı̄bu.

Atcerēsimies, ka arM(A) (M(L)) apzı̄mē minimālo GDA, kas ir ekvivalents A
(kas pazı̄st L).

7.1. Teorēma Ja eksistē tāds polinoms p(x), ka visām regulārām valodāmL binārā
alfabētā izpildās CBC(M(L)) < p(CBC(L)), tad PSPACE⊆ P/poly.

Pierādījums Pierādı̄juma galvenā ideja ir sekojoša: dotai valodai V ∈ PSPACE
konstruēsim GDA AV

n , kas strādā binārā alfabētā un akceptē vārdu w, ja tā pirmie
n simboli pieder valodai V , bet dara to pēc eksponenciāli ilga laika (pārējos ieejas
simbolus lı̄dz tam automāts ignorē). Sƽ ādu automātu var konstruēt ar polinomiālu
BC-sarežg̒ı̄tı̄bu attiecı̄bā pret n, modelējot tā stāvoklu̦ telpā Tjūringa mašı̄nas, kas
pazı̄st V , darbu.

Bet atbilstošaisminimālais GDAM(AV
n ) ”zinās”, vai vārds jāakceptē jau pēc pir-

mo n simbolu nolası̄šanas— tas atradı̄sies vienā no diviem iespējamajiem stāvok-
li̦em, atkarı̄bā no tā vaiw1w2 . . . wn ∈ V . JaCBC(M(AV

n )) ir polinomiāli atkarı̄ga no
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CBC(AV
n ), tad arı̄ tā ir polinomiāla attiecı̄bā pret n, bet noM(AV

n ) log̒iskās shēmas
reprezentācijas tad savukārt var konstruēt polinomiāla izmēra (attiecı̄bā pret n)
log̒isko shēmu, kas nosaka vai vārds pieder V . Tas nozı̄mē, ka V ∈ PSPACE ⇒ V ∈
P/poly, kas arı̄ bija vajadzı̄gs.

Un tagad vēlreiz tas pats mazliet sı̄kāk un precı̄zāk. Pien̦emsim, ka eksistē tāds
polinoms p, ka jebkurai regulārai valodai L binārā alfabētā Σ = {0, 1} izpildās
CBC(M(L)) < p(CBC(L)). N̦emsimpatvalı̦̄gu valoduV ∈PSPACE (binārā alfabētā).
Mums jāpierāda, ka eksistē tāds polinoms r(n), ka jebkuram n var uzkonstruēt
log̒isko shēmu ar ne vairāk kā r(n) log̒iskajiem elementiem, kas vārdiem garumā
n nosaka, vai tie pieder V .

No 2.9. teorēmas izriet, ka eksistē tāda Tjūringa mašı̄na TMV , kas pazı̄st V ,
lietojot ne vairāk ka q(n) lentes rūtin̦as ne vairāk kā 2q(n) solo̦s, kur q(n) ir kāds
polinoms. Apzı̄mēsimm = q(n) un aplūkosim regulāru valoduLV

n binārā alfabētā,
kurai pieder tie vārdi garumā n+2m, kuru pirmo n simbolu veidotais vārds pieder
V :

w1w2 . . . wt ∈ LV
n ⇐⇒ t = n+ 2m un w1, . . . , wn ∈ V.

Vispirms konstruēsim GDA AV
n , kurš pazı̄st LV

n un kura BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir poli-
nomiāli atkarı̄ga no n. Automāta AV

n stāvokla̦ reg̒istrā vajadzēs modelēt Tjūringa
mašı̄nu TMV kā arı̄ iekla̦ut skaitı̄tāju, kas prot skaitı̄t lı̄dz n+ 2m.

Automāta AV
n darbı̄bas plāns ir šāds: vispirms ielası̄t pirmos n simbolus stā-

voklu̦ reg̒istrā un tad sākt simulēt TMV darbu, paralēli tam visam skaitot lı̄dzi solu̦
(ielası̄to simbolu) skaitu. Pēc 2m+n simbolu nolası̄šanas TMV būs veikusi 2m so-
lu̦s un tātad noteikti būs apstājusies un ierakstı̄jusi atbildi (1, ja x1, . . . , xn ∈ V , 0,
ja nē) savas lentes pirmajā rūtin̦ā. Lai noskaidrotu, vai vārds pieder LV

n , jāpārbau-
da nolası̄to simbolu skaits (pēc skaitı̄tāja) un, ja tas sakrı̄t ar 2m + n, tad jāskatās,
kas rakstı̄ts lentes pirmajā rūtin̦ā.

7.1. att. Pārejas shēma F automātamAV
n

GDA AV
n pārejas shēma F redzama 7.1. zı̄mējumā. Augšējā rindin̦ā x ir ieejas

bits (ar dabı̄gu kodējumu), bet pārējie ir stāvokla̦ biti: i1q1, . . . , imqm ir TMV len-
tes un stāvokla̦ bloki, kuros tiek simulēta tās darbı̄ba (kā 2.6. teorēmā), bloks k ir
m + 1 bita skaitı̄tājs. Pelēki iekrāsotās rūtin̦as satur starprezultātus, kas izdalı̄ti
atsevišk̦i, lai labāk paskaidrotu log̒iskās shēmas darbı̄bu.
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Izvēlēsimies tādu Tjūringa mašı̄nas lentes kodējumu, ka tukšais simbols λ tiek
kodēts ar 00, nulle tiek kodēta ar 01, vieninieks tiek kodēts ar 11. Stāvokla̦ kodēju-
mam svarı̄gi, lai tukšais stāvoklis q̃ tiktu kodēts ar visām nullēm, pārējie stāvokli̦
var tikt kodēti patvalı̦̄gi. Sƽ āds kodējums nodrošinās to, ka sākumā uz lentes ir visas
nulles, kā jābūt GDA log̒iskās shēmas reprezentācijā, kā arı̄ to, ka, lai noskaidrotu,
kāds simbols (0 vai 1) atrodas TMV lentes pirmajā rūtin̦ā i1, pietiks paskatı̄ties uz
AV

n stāvokla̦ reg̒istra pirmo bitu. Arı̄ skaitı̄tāja sākuma vērtı̄ba ir nulle.
Pārejas shēma sastāv no 3 veidu komponentēm. ”TMV ” komponente simulē

Tjūringa mašı̄nas TMV darbı̄bu, ”+1*” komponente pieskaita vieninieku skaitı̄-
tājam, lı̄dz tas ir sasniedzis savu maksimālo vērtı̄bu 2m+1 − 1, pēc kā tā vērtı̄ba
paliek konstanta (lı̄dz ar to tā nav klasiska vieninieka pieskaitı̄šana 2.5. teorēmas
izpratnē, bet atšk̦iras tikai vienai vērtı̄bai — visiem vieniniekiem). Atgādināsim,
ka izvēles elementi ”k = j”, kurus apzı̄mē ar rombin̦iem, atgriež savu kreiso ieeju,
ja nosacı̄jums neizpildās, un labo, ja izpildās, dati, kas nepieciešami paša nosacı̄-
juma izrēk̦ināšanai, tiek padoti rombin̦a vidū. Visi izvēles elementi, kuri san̦em k
vērtı̄bu nosacı̄jumam no skaitı̄tāja, san̦em to pēc vieninieka pieskaitı̄šanas — lı̄dz
ar to nosacı̄jums k = j izpildās tieši j-ajā solı̄ (kad tiek nolası̄ts j-tais simbols no
lentes).

Pirmajos n solo̦s reg̒istri i1, . . . ,in viens pēc otra tiek aizpildı̄ti ar ieejas sim-
bolu x1, . . . ,xn iekodētām vērtı̄bām. Tas tiek darı̄ts ar izvēles elementu ”k = j”
palı̄dzı̄bu, kuri ieraksta doto ieejas bitu ij reg̒istrā tad un tikai tad, ja k = j. Kopā
tātad ir n šādi izvēles elementi.

Pēc n simbolu nolası̄šanas izvēles elements k = n uzstāda q1 reg̒istru uz TMV

sākuma stāvokli q0, tas nozı̄mē, ka TM galvin̦a tagad atrodas pirmajā rūtin̦ā un pa-
ti TM atrodas sākuma stāvoklı̄. Lı̄dz tam visi stāvoklu̦ bloki qj bija uzstādı̄ti uz q̃
lidz ar to TM nekādas darbı̄bas neizveica. Bet tagad TMV simulēšana sākas (un
turpinās visu laiku).

7.2. att. Akceptēšanas shēma automātamAV
n

Pēc 2m soli̦emTMV ir apstājusies— tas nozı̄mē, ka tās rezultāts (vaix1, . . . ,xn

pieder V ) ir ierakstı̄ts reg̒istrā i1. Akceptēšanas shēmaG (7.2. zı̄m.) akceptē ieejas
vārdu tad un tikai tad, ja k = 2m + n un i1 reg̒istrs satur iekodētu vieninieku (tā
pirmais bits ir 1).

Novērtēsim tagadAV
n BC-sarežg̒ı̄tı̄bu. TMsimulācijai nepieciešamim(2+⌈log (|Q|+ 1)⌉)

stāvokla̦ biti: divi biti katram nokodētam datu bitam ij un ⌈log (|Q|+ 1)⌉ biti kat-
ram nokodētam TMV stāvoklim qj , skaitı̄tājam nepieciešamsm+1 bits, lı̄dz ar to
kopējais stāvokla̦ bitu skaits būs bQ = (1+m)+m(2+ ⌈log (|Q|+ 1)⌉), kur |Q| ir
TMV stāvoklu̦ skaits.

No 2.6. teorēmas izriet, ka TMV komponentes sarežg̒ı̄tı̄ba ir cm, kur c ir kon-
stante, kas atkarı̄ga no TMV , bet nav atkarı̄ga no n (tātad arı̄ no m). Katras pār-
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baudes k = j sarežg̒ı̄tı̄ba ir lineāra attiecı̄bā pret n, tātad to kopējā sarežg̒ı̄tı̄ba ir
kvadrātiska attiecı̄bā pret n. Skaitı̄tāja bloka sarežg̒ı̄tı̄ba ir lineāra attiecı̄bā pretm.
Arı̄ akceptēšanas shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba acı̄mredzami ir lineāra attiecı̄bā pretm.

Tā kām ir polinomiāli atkarı̄gs no n, tad GDAAV
n BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir polinomiāla

attiecı̄bā pret n: CBC(AV
n ) ≤ h(n), kur h(n) ir kāds polinoms.

7.3. att. AutomātaA′V
n stāvoklu̦ pāreju diagramma

Aplūkosim tagad savādāk konstruētu GDA A′V
n , kurš arı̄ pazı̄st valodu LV

n , tā
stāvoklu̦ pārejas diagramma shematiski attēlota 7.3. zı̄mējumā.

Pirmajos n solo̦s ieejas simboli tiek ielası̄ti un saglabāti ”stāvoklu̦ atmin̦ā”, kat-
rā kolonnā 1 ≤ i ≤ n − 1 ir 2i stāvoklu̦ visām ieejas virknēm garumā i. Kad tiek
nolası̄ts n-tais ieejas simbols, GDA pāriet vai nu uz stāvokli SV 0 vai SNV atkarı̄bā
no tā, vai x1 . . . xn ∈ V vai x1 . . . xn /∈ V . Sƽ is solis stāvoklu̦ diagrammā ir parādı̄ts
tikai shematiski, tas ir atkarı̄gs no valodas V . Stāvoklis SNV ir visu noraidošs, bet
no stāvokla̦ sV 0 automāts pēc 2m stāvokli̦em nonāk vienı̄gajā akceptējošajā stā-
voklı̄ sV 2m (neatkarı̄gi no ieejas simboliem), no kura tas tālāk pāriet uz stāvokli
sNV , kurā tas paliek uz visiem laikiem.

Var redzēt, ka pēc n simbolu nolası̄šanas GDAA′V
n jau satur viegli pārbaudāmu

informāciju par to, vai x1, . . . , xn ∈ V — tas atrodas tieši vienā no diviem stā-
vokli̦em sV 0 vai sNV atkarı̄bā no tā, vai x1, . . . , xn ∈ V vai ne. To var izmantot, lai
uzkonstruētu log̒isko shēmu valodasV vārdiem garumān, lı̄dzı̄gi, kā tas tika darı̄ts
4.9. teorēmas pierādı̄jumā.

7.4. att. Log̒iskā shēma, kas pazı̄st valodas V vārdus garumā n

Lai arı̄ A′V
n iespējams nav minimālais automāts (var gadı̄ties, ka tā ”kreiso pu-

si” var minimizēt), tā minimizācija var novest tikai pie dažu stāvoklu̦ ”salipšanas”
kreisajā pusē un arı̄ minimālajam GDAM(A′V

n ) = M(LV
n ) atradı̄sies divi stāvokli̦

sV 0 un sNV , kuros tas atradı̄sies pēc n simbolu nolası̄šanas un pēc kuriem varēs
noteikt vai x1, . . . , xn ∈ V .
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No teorēmas pien̦ēmuma CBC(M(AV
n )) < p(CBC(An)) < p(h(n)) lı̄dz ar to

eksistē automātaM(A′V
n ) log̒iskās shēmas reprezentācija (Fn,Gn) ar bn stāvoklu̦

bitiem, kuras BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir polinomiāla attiecı̄bā pret n.
Izmantojot to, konstruēsim log̒isko elementu shēmu, kas pazı̄st valodas V vār-

dus garumā n. Savienosim n pārejas shēmas Fn kopā (7.4. zı̄m.), lai iegūtu log̒isko
shēmu, kas modelē automāta M(A′V

n ) pirmos n solu̦s. Galā pievienosim izvēles
elementu ”s = sV 0” (tā sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz 2bn) un atgriezı̄sim 1 vai 0 atka-
rı̄bā no tā vērtı̄bas. Tā kā pēc n simbolu nolası̄šanas M(An) atrodas stāvoklı̄ sV 0

tad un tikai tad, ja x1 . . . xn ∈ V , tad šı̄ log̒isko elementu shēma pazı̄st valodas V
vārdus garumā n. Tās sarežg̒ı̄tı̄ba (ja n ≥ 2) ir

r(n) = n ·C(Fn)+C(s = sV 0) ≤ n ·C(Fn)+2bn ≤ n ·CBC((Fn, Gn)) ≤ np(h(n)),

kas ir polinomiāla attiecı̄bā pret n.
Tā kā katrai valodai V ∈ PSPACE šādi var uzkonstruēt polinomiāla izmēra lo-

g̒isko elementu shēmu jebkuram ieejas datu garumam n, tad V ∈ PSPACE⇒ V ∈
P/poly.

Karpa-Liptona teorēma apgalvo, ka, ja NP⊆P/Poly, tad polinomiālā hierarhija
kolapsē lı̄dz tās otrajam lı̄menimΣ2

P (skat. 2.6. nodalu̦). Ir vispārzināms fakts, ka, ja
PSPACE⊆ P/poly, tad PSPACE⊆ ΣP

2 ∩ΠP
2 . Tāpēc, lai arı̄ nav pierādı̄ts, ka PSPACE̸⊆

P/poly, ir vispārpien̦emts uzskatı̄t, ka šis apgalvojums ir patiess. No kā izriet, ka re-
gulāras valodasminimālā GDABC-sarežg̒ı̄tı̄ba nav polinomiāli ierobežota attiecı̄bā
pret tās BC-sarežg̒ı̄tı̄bu.
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8. nodaļa

BC-sarežģītība galīgiem
automātiem ar izeju

Kā viena no motivācijām šim darbam ir galı̄gu automātu izmantošana praksē
un ar to saistı̄tā stāvoklu̦ kodēšanas problēma. Praksē šo jautājumuvisbiežāk aplū-
ko tieši galı̄giem automātiem ar izeju, un arı̄ autora pirmajā rakstā par šo tēmu[40]
BC-sarežg̒ı̄tı̄ba tika aplūkota tieši automātiem ar izeju. Tiem nodeϐinēt log̒iskās
shēmas sarežg̒ı̄tı̄bu ir kaut kāda zin̦ā pat vienkāršāk, nav jādomā, ko iesākt ar ak-
ceptējošo stāvoklu̦ kopu. Lai arı̄ turpmākajos rakstos[39][41][42] un lı̄dz šim šajā
darbā tika aplūkoti tikai galı̄gi automāti bez izejas (galvenokārt tas tika darı̄ts, lai
varētu runāt par BC sarežg̒ı̄tı̄bu regulārām valodām), ir vērts vismaz ı̄si aplūkot arı̄
automātus ar izeju.

Gandrı̄z visi rezultāti, kas ir spēkā galı̄giem automātiem bez izejas, ir spēkā arı̄
galı̄giem automātiem ar izeju (Sƽenona efekts, ...) un pierādı̄jumi arı̄ ir tādi paši, tā-
pēc šajā nodalā̦ tikai ı̄si tos uzskaitı̄šu un arı̄ pierādı̄jumos norādı̄šu tikai atšk̦irı̄bas
no attiecı̄gās teorēmas pierādı̄juma galı̄giem automātiem bez izejas.

Galı̄gi automāti ar izeju ir galı̄go automātu variācija, kas katru vārdu tā vietā, lai
to akceptētu vai noraidı̄tu, pārveido par citu tikpat garu vārdu. Katrā solı̄ šāds au-
tomāts lasa vienu simbolu no ieejas lentes un atkarı̄bā no tā un no tekošā stāvokla̦
raksta simbolu izejas lentē, un pāriet uz nākamo stāvokli. Formāli to var aprakstı̄t
šādi:

Deϐinīcija Galı̄gs determinēts automāts ar izeju ir kortežs (Q,X, Y, δ, σ, q0), kur

1. Q ir stāvoklu̦ telpa (galı̄ga kopa)

2. X ir ieejas alfabēts (galı̄ga kopa)

3. Y ir izejas alfabēts (galı̄ga kopa)

4. δ : X ×Q → Q ir stāvoklu̦ pārejas funkcija

5. σ : X ×Q → Y ir izejas funkcija

6. q0 ∈ Q ir sākuma stāvoklis

Galı̄gs automāts ar izeju sāk darbu stāvoklı̄ q0 un katrā solı̄ nolasa no ieejas len-
tes vienu simbolu, raksta izejas simbolu uz izejas lentes un nomaina savu stāvokli.
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Ja tas atrodas stāvoklı̄ q ∈ Qunnolasa ieejas simbolux ∈ Σ, tad tas uz izejas lentes
raksta σ(x, q) un pāriet uz jaunu stāvokli δ(x, q).

Sƽ ādi galı̄gs automāts ar izeju pārveido vārdus garumā n no ieejas alfabēta X
par vārdiem garumā n izejas alfabētā Y . Ekvivalenci un minimizāciju galı̄giem au-
tomātiem ar izeju deϐinē tāpat kā akceptoriem. Gadı̄jums, kad |Y | = 1, ir triviāls,
visi automāti ar šādu izejas alfabētu, darbojas vienādi, tāpēc turpmāk visur pie-
n̦emsim, ka |Y | ≥ 2.

Novērtēt galı̄gu automātu ar izeju skaitu ir sarežg̒ı̄tāk, jo literatūrā šāds novēr-
tējums neatradās, bet novērtējums akceptoriem[14] izrādı̄jās viegli adaptējams
mūsu vajadzı̄bām, ı̄paši n̦emot vērā to, ka 4. nodala̦s asimptotiskajiem novērtēju-
miem pietiek ar salı̄dzinoši rupju novērtējumu.

8.1. Teorēma ([14]) Neekvivalentu minimālu galīgu automātu ar izeju skaits k-
simbolu ieejas alfabētāX ar ne vairāk kā s stāvokļiemun izejas alfabētuY (|Y | ≥ 2)
nav mazāks par |Y |ss(k−1)s.

Pierādījums Konstruēsim neekvivalentu automātu ar izeju apakškopu, kuras iz-
mērs nav mazāks par |Y |ss(k−1)s. Izvēlēsimies patvalı̦̄gu ieejas simbolu a ∈ Σ, un
tam stāvoklu̦ pārejas deϐinēsim ”pa apli” (8.1. zı̄m.). Katrai pārejai izejas simbo-
lu varam izvēlēties |Y | veidos, lı̄dz ar to mums ir |Y |s šādu viena ieejas simbola
automātu, nekādi divi no kuriem nav ekvivalenti (lai arı̄ ne visi ir minimāli).

8.1. att. Dažādu minimālo automātu ar izeju konstruēšana gadı̄jumā, kad k = 1, uz
bultin̦ām rakstı̄ts izejas simbols.

Visiem pārējiem k−1 ieejas simboliem stāvoklu̦ pārejas un izejas simbolus de-
ϐinēsim patvalı̦̄gi, to var izdarı̄t (|Y | ·s)(k−1)s veidos. Tātad kopējais šādu automātu
skaits ir |Y |s(|Y | · s)(k−1)s ≥ |Y |ss(k−1)s.

Nekādi divi no šiem automātiem nav ekvivalenti. Ja mēs katram no tiem aplū-
kojam minimālo automātu, tad mēs iegūsim minimālu automātu kopu, katram no
kuriem ir s vai mazāk stāvoklu̦, un kuru skaits ir vismaz |Y |ss(k−1)s.

Galı̄giem automātiem ar izeju atkrı̄t problēma ar atsevišk̦u log̒isko elementu
shēmu beigu stāvokla̦ pārbaudei. Tā kā gan izejas simbols, gan nākamais stāvoklis
ir atkarı̄gi no vieniem un tiem pašiem argumentiem (no ieejas simbola un stāvok-
la̦), tad to aprēk̦ināšanu var veikt vienā log̒iskajā shēmā. Sƽajā gadı̄jumā šı̄ shēma
san̦ems ieejā nokodētu stāvokli un ieejas simbolu un atgriezı̄s iekodētu (nākamo)
stāvokli un izejas simbolu.

Deϐinīcija Par galı̄ga automāta ar izejuAkodējumuE(A) sauckortežu (fX , fY , fQ),
kas sastāv no ieejas alfabēta kodējuma fX , izejas alfabēta kodējuma fY un stāvoklu̦
telpas kodējuma fQ pie tam fQ(q0) = 0bQ .

Deϐinīcija Par dota galı̄ga automāta ar izeju A(Q,X, Y,δ,σ, q0) log̒iskās shēmas
reprezentāciju pie kodējuma E(A) = (fX , fY , fQ) sauc log̒isko elementu shēmu
F , ja
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• F ir bX + bQ ieejas mainı̄gie un bY + bQ izejas mainı̄gie,

• visiem x ∈ X un q ∈ Q, ja q′ = δ(x, q) un y = σ(x, q), tad fY (y)fQ(q
′) =

F (fX(x),fQ(q)),

Galı̄gam automāta ar izeju kodējums ir minimāls, ja visi trı̄s: stāvokla̦, ieejas un
izejas kodējumi ir minimāli.

Deϐinīcija Galı̄ga automāta ar izeju log̒iskās shēmas reprezentācijasF BC-sarežg̒ı̄tı̄ba
ir log̒iskās shēmas F sarežg̒ı̄tı̄ba, kurai pieskaitı̄ts stāvokla̦ bitu skaits:

CBC(F ) = C(F ) + bQ

Deϐinīcija Galı̄ga automāta ar izeju BC-sarežg̒ı̄tı̄ba pie kodējumaE(A) ir minimā-
lā sarežg̒ı̄tı̄ba, kāda ir kādai tā log̒iskās shēmas reprezentācijai pie šı̄ kodējuma:

CBC(A,E(A)) = min{C(F ) : F irA log̒iskās shēmas reprezentācija pie kodējuma E(A)}.

Deϐinīcija Galı̄ga automāta ar izejuA BC-sarežg̒ı̄tı̄baCBC(A) ir minimālā sarežg̒ı̄-
tı̄ba, kāda tam ir pie kāda kodējuma:

CBC(A) = min{CBC(A,E(A)) : E(A) ir GDAA kodējums}.

Nākamā teorēma ir 4.7 teorēmas analogs GDA ar izeju. Rezultāti arı̄ ir lo̦ti lı̄dzı̄-
gi, neliela atšk̦irı̄ba ir tikai gadı̄jumā, kad |X| = 1 un |Y | > 2.

8.2. Teorēma Ja |X| = k ≥ 2 tad jebkuram galīgam automātam ar izeju A ar s
stāvokļiem,

⌈log s⌉ ≤ CBC(A) . (k − 1)s.

Ja |X| = 1 tad jebkuram galīgam automātam ar izejuA ar s stāvokļiem,

⌈log s⌉ ≤ CBC(A) . log |Y | s

log s .

8.2. att. Pārejas shēmas optimāla konstruēšana automātam ar izeju

Pierādījums Novērtējumu no apakšas pierāda tieši tāpat ka akceptoriem. Novēr-
tējumu no augšas pierāda lo̦ti lı̄dzı̄gi.

Konstruēsim automāta log̒iskās shēmas reprezentāciju, kur tā pārejas funkci-
ja F sastāvēs no divām atsevišk̦ām shēmām: nākamajam stāvoklim FQ un izejas
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simbolamFY (8.2. zı̄m.). Sƽ ādā gadı̄jumā funkcijaFY spēlēs to pašu lomu, ko akcep-
tēšanas shēmaG GDA bez izejas. Tās sarežg̒ı̄tı̄bu var novērtēt, izmantojot 2.4. teo-
rēmu:

C(Fy) .
log |Y | · s

log log |Y |+ log s . log |Y | · s
log s .

(šis novērtējums gan formāli ir spēkā tikai tad, ja |Y | ir divnieka pakāpe, bet, iz-
mantojot 2.4. teorēmas vispārinājumu no [28], kur šı̄ teorēma aplūkota arı̄ gadı̄ju-
mā, kad dažas no izejas vērtı̄bām netiek pien̦emtas nevienai argumenta vērtı̄bai,
to var pierādı̄t arı̄ patvalı̦̄giem |Y |.)

Ja k ≥ 2, tad dominējošais svars BC-sarežg̒ı̄tı̄bā ir log̒iskajai shēmai FQ, kuras
sarežg̒ı̄tı̄bu varnovērtēt tieši tāpat, kā todaraGDAbez izejas, iegūstot, kaCBC(A) .
C(FQ) . (k − 1)s.

Bet, jak = 1, taddominējošā sarežg̒ı̄tı̄ba ir log̒iskajai shēmaiFY , tāpēcCBC(A) .
C(FY ) . log |Y |·s

log s .

Abus piemērus, kas seko4.7. teorēmai (4.4. nodala̦), unparāda, ka šı̄s robežas ir
vairāk vai mazāk sasniedzamas, arı̄ ir viegli pielāgot galı̄giem automātiem ar izeju.
Aplūkotajiem automātiem, kas pazı̄st valodasLn unLSh

n var konstruēt atbilstošus
automātus ar izeju, kuru stāvoklu̦ pārejas funkcijas sakrı̄t, bet izejas funkcija sakrı̄t
ar harakterisko funkciju akceptora beigu stāvoklu̦ kopai. Tas noved pie tā, ka arı̄
galı̄giem automātiem ar izeju ir sasniedzama 8.2 teorēmas apakšējā robeža BC-
sarežg̒ı̄tı̄bai ⌈log s⌉, un var atrast piemēru valodai, ar ne vairāk kā s stāvokli̦em,
bet BC-sarežg̒ı̄tı̄bu lielāku par s/(log s)2.

Galı̄giem automātiem ar izeju ir spēkā analog̒iski BC-sarežg̒ı̄tı̄bas apakšējie no-
vērtējumi gandrı̄z visiem automātiem. Tie ir gandrı̄z identiski vairāku simbolu ie-
ejas alfabēta gadı̄jumā, bet nedaudz atšk̦iras viena burta ieejas alfabēta gadı̄jumā.

8.3. Teorēma Fiksēsim ieejas alfabētuX un izejas alfabētu Y un arBs apzīmēsim
visuminimālo automātu kopu ar ne vairāk ka s stāvokļiem ar šādiem ieejas un izejas
alfabētiem. Tad gandrīz visienB ∈ Bs

CBC(B) &(k − 1)s, ja |X| = k ≥ 2,

CBC(B) & log |Y | s

log s , ja |X| = 1.

Pierādījums Gadı̄jumā, kad k ≥ 2, dažāduminimālo automātu skaitu (no 8.1. teo-
rēmas) var novērtēt analogi kā iepriekš un arı̄ tālākais pierādı̄jums ir tieši tāds pats
kā 4.10. teorēmā.

Ja k = 1, tad no 8.1. teorēmas izriet, ka |Bs| ≥ |Y |s. Tad
logBs

log logBs
≥ log |Y |s

log log |Y |s
=

s log |Y |
log s+ log log |Y |

& log |Y | s

log s .

Tādējādi Sƽenona efekts ir spēkā arı̄ automātiem ar izeju:

8.4. Sekas Fiksēsim ieejas alfabētuX un izejas alfabētuY un arBs apzīmēsim visu
minimālo automātu kopu ar ne vairāk ka s stāvokļiem ar šādiem ieejas un izejas
alfabētiem. Tad gandrīz visienB ∈ Bs

(k − 1)s . CBC(B) .(k − 1)s, ja |X| = k ≥ 2,

log |Y | · s
log s . CBC(B) . log |Y | · s

log s , ja |X| = 1.
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Kāpēdējo šajā nodalā̦ par galı̄giemautomātiemar izeju aplūkosim toBC-sarežg̒ı̄tı̄bas
saistı̄bu ar stāvoklu̦ minimizāciju. Arı̄ automātiem ar izeju var pierādı̄t 7.1. teorē-
mai analogu teorēmu: minimizējot automātu, tā BC-sarežg̒ı̄tı̄ba var pieaugt vairāk
nekā polinomiāli.

8.5. Teorēma Ja eksistē tāds polinoms p(x), ka visiemgalīgiemautomātiemar izeju
B binārā alfabētā izpildās CBC(M(B)) < p(CBC(B)), tad PSPACE⊆ P/poly.

Pierādījums GDAAV
n vietā n̦emsim galı̄gu automātuBV

n ar bināru ieeju un izeju,
kura stāvoklu̦ pārejas funkcija (un pārejas shēma) sakrı̄t ar AV

n pārejas funkciju,
bet izejas funkcijas (shēma) sakrı̄t arBV

n akceptēšanas shēmu. AutomātsBV
n dru-

kās uz lentes vieninieku tikai 2m + n pozı̄cijā un tikai tad, ja w1w2 . . . wn ∈ V .
Pārējais pierādı̄jums ir tieši tāds pats kā 7.1. teorēmā.
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9. nodaļa

Algoritmiskā sarežģītība GDA
loģiskās shēmas
reprezentācijā

Lı̄dz šimmēs aplūkojām tikai GDA “aprakstošo” sarežg̒ı̄tı̄bu, cik sarežg̒ı̄ti ir do-
to GDA aprakstı̄t kā log̒isko elementu shēmu. Bet iesim tālāk un pamēg̒ināsim no-
skaidrot, cik sarežg̒ı̄ti ir veikt dažādas operācijas ar GDA to log̒iskās shēmas repre-
zentācijā.

GDA standarta reprezentācijai šādi jautājumi nav pārāk interesanti, jo šo ope-
rāciju sarežg̒ı̄tı̄ba ir neliela. Ja aplūkojam tādus jautājumus kā stāvoklu̦ sasniedza-
mı̄ba, stāvoklu̦ ekvivalence, GDA ekvivalence vai tominimizācija, tad tie visi ir izrē-
k̦ināmi polinomiālā laikā, daži no tiem (stāvoklu̦ sasniedzamı̄ba) pieder pat klasei
NL un ir NL pilni attiecı̄bā pret rudimentāru redukciju[20]. Sƽ ı̄s vienkāršı̄bas dēl̦ tie
netiek pārāk daudz aplūkoti literatūrā, izn̦emot GDAminimizāciju, kurš ir praktis-
ki nozı̄mı̄gs algoritms un ne tik vienkāršs kā pārējie.

Bet situācija kardināli mainās, ja mēs šos jautājumus aplūkojam GDA, kas doti
to log̒iskās shēmas reprezentācijā. Izrādās, ka tādā gadı̄jumā visi šie iepriekšminē-
tie jautājumi ir PSPACE-pilnı̄gi.

Mēs sāksim ar to, ka parādı̄sim, ka stāvoklu̦ sasniedzamı̄bas uzdevums GDA,
kas doti log̒iskās shēmas reprezentācijā, ir PSPACE-pilnı̄gs . Lai to izdarı̄tu, mēs
lietosim teoriju par algoritmisku instanču ı̄sajām reprezentācijām (succinct rep-
resentations of algorithmic instances), kas tika attı̄stı̄ta pagājušā gadsimta 80. un
90. gados[27][4][7]. Katrs nākamais raksts šajā sērijā vispārina iepriekšējo, bet
mazliet maina arı̄ deϐinı̄cijas, tāpēc mēs izmantosim pēdējo no tiem[7].

Aplūkosim log̒isko elementu shēmu c(x1, . . . , xn) ar n ieejas mainı̄gajiem un
vienu izejas mainı̄go, tā dabiskā veidā apraksta vārduw(c) binārā alfabētā garumā
2n: tā i-tais simbols ir c vērtı̄ba i-tajai ieejas mainı̄go vērtı̄bai, kur tās ir sakārto-
tas leksikogrāϐiski. Citiem vārdiem sakot, w(c) ir izejas kolonna log̒iskās shēmas c
patiesumvērtı̄bu tabulai.

Sƽ ādā veidā jebkuru vārdu, kura garums ir divnieka pakāpe, var aprakstı̄t (bez-
galı̄gi daudzos veidos) ar log̒isko shēmu. Bet, lai tā varētu aprakstı̄t arı̄ visus pār-
ējos vārdus, ieviesı̄sim vēl vienu apzı̄mējumu.

Ar w(c,m) apzı̄mēsim vārdu, ko veido vārda w(c) pirmie m simboli (pārējie
tiek atmesti). Ievērosim, ka tas nozı̄mē, kaw(c) = w(c, 2n), kur n ir c ieejas mainı̄-
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go skaits. Sƽeit mēs pien̦emsim, ka log̒iskā shēma c ir kaut kā iekodēta binārā formā.
Ja x nav nevienas log̒iskās shēmas kodējums, tad pien̦emsim, ka w(x,m) apzı̄mē
tukšo vārdu. Mēs teiksim, ka pāris (c,m) ir vārda w(c,m) īsā reprezentācija. Valo-
dai L ar S(L) apzı̄mēsim visu L vārdu visu ı̄so reprezentāciju kopu:

S(L) = {(c,m) : w(c,m) ∈ L}.

Kāpēc tad (c,m) saucpar vārdaw(c,m) ı̄so reprezentāciju? Lielākajai dala̦i vār-
du ı̄sā reprezentācija nemaz nebūs ı̄sāka par pašu vārdu, taču, ja vārdam ir kāda
vienkārša struktūra, tad iespējams, ka to var aprakstı̄t pat ar eksponenciāli ı̄sāku
log̒isko shēmu nekā vārda garums. Piemēram, vārda, kas sastāv no 2n − 1 nulles
un viena vieninieka, ı̄sā reprezentācija var būt (c&, 2n), kur c& ir log̒iskā shēma ar
n ieejas mainı̄gajiem, kas atgriež visu savu ieejas mainı̄go konjunkciju.

Sƽeit un turpmāk par ı̄sās reprezentācijas izmēru sauksim tās garumu bitos un
apzı̄mēsim ar |(c,m)| = |c| + |m|, kur |m| = ⌈logm⌉ ir skaitla̦ m garums bitos,
bet |c| ir log̒iskās shēmas c binārā kodējuma garums bitos, kas nav tas pats, kas tās
log̒isko elementu skaits, bet ir ar to cieši (polinomiāli) saistı̄ts. Log̒isko shēmu ar
n ieejām un l log̒iskajiem elementiem var iekodēt l(2 ⌈log (l + n)⌉+2) bitos: visas
ieejas un log̒iskos elementus var iekodēt ⌈log (l + n)⌉ bitos un katram log̒iskajam
elementam jānorāda tā tips (&,∨, ̸=, pietiek ar 2 bitiem) un divi ieejas argumenti
(2 ⌈log (l + n)⌉ biti).

Parasti, lai pamatotu, ka jautājums ir pilnı̄gs kādai algoritmiskās sarežg̒ı̄tı̄bas
klasei, pietiek ar polinomiāla laika redukciju, vai sliktākajā gadı̄jumā logaritmiskas
lentes sarežg̒ı̄tı̄bas redukciju (to lieto, lai sı̄kāk pētı̄tu polinomiālā laikā izrēk̦inā-
mas funkcijas, piemēram, klasi NL). Mums būs vajadzı̄gs vēl smalkāks redukcijas
rı̄ks — polilogaritmiska laika redukcija≤PLT .

Tjūringamašı̄na, kas strādā polilogaritmiskā laikā, ir stipri ierobežota, tā nevar
pat nolası̄t visu savu ieejas lenti. Lai to pārvarētu, tiks lietota jau zināma Tjūringa
mašı̄nasmodiϐikācija—brıv̄pieklu̦ves (randomaccess) Tjūringamašı̄na, kas vienā
solı̄ var nolası̄t jebkuru vienu bitu no savas ieejas lentes.

Papildus ieejas lentei un darba lentei, tai būs vēl divas speciālas lentes: lente,
uz kuras uzrakstı̄t indeksu (kārtas numuru) kādam ieejas bitam, un lente viena
bita garumā, uz kuras šis ieejas bits tiks uzrakstı̄ts. Sƽai Tjūringa mašı̄nai būs arı̄
ı̄pašs ”lası̄t” stāvoklis, uz kuru pārejot, tā vienā solı̄ nolasa attiecı̄go ieejas bitu (ku-
ra indekss uzrakstı̄ts uz pirmās papildu lentes), kas tad parādās uz otrās papildu
lentes.

Otra problēma ar polilogaritmiska laika Tjūringa mašı̄nām ir, ka tās rēk̦inātās
funkcijas vērtı̄bas garums var būt maksimums polilogaritmisks attiecı̄bā pret ie-
ejas garumu. Lai tiktu galā ar šo problēmu, prası̄sim, nevis lai viss rezultāts ir izrē-
k̦ināms polilogaritmiskā laikā, bet jebkurš rezultāta izejas bits ir izrēk̦ināms poli-
logaritmiskā laikā.
Deϐinīcija Valoda L ir polilogaritmiskā laikā reducējama uz valodu L′ (L ≤PLT

L′), ja var atrast divas funkcijas R : Σ∗ × N → {0, 1} un l : Σ∗ → N, kas ir izrē-
k̦ināmas polilogaritmiskā laikā ar brıv̄pieklu̦ves Tjūringa mašı̄nu un kam izpildās
ı̄pašı̄ba

x ∈ L ↔ R(x, 0)R(x, 1) . . . R(x, l(x)− 1) ∈ L′.

Klasiskajā polinomiālā laika redukcijā tiek prası̄ts, lai būtu tāda polinomiālā
laikā izrēk̦ināma funkcija f , kurai x ∈ L ↔ f(x) ∈ L′. Mūsu gadı̄jumā šādas fun-
kcijas f nav, bet ir divas citas funkcijas: l(x), kas izrēk̦ina f(x) garumu un R(x, i),
kas izrēk̦ina f(x) i-to bitu.
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Polilogaritmiska laika redukcija ir reϐleksıv̄a un tranzitıv̄a un no tās izriet poli-
nomiāla laika redukcija.

Teiksim, ka valoda L′ ir ≤PLT grūta kādai valodu klasei L, ja jebkura valoda
L ∈ L ir polilogaritmiskā laikā reducējamauzL′. ArDTIME(f(n)) (DSPACE(f(n)))
apzı̄mēsim valodu klasi, ko ar determinētu Tjūringa mašı̄nu var izrēk̦ināt laikā (ar
lentes sarežg̒ı̄tı̄bu) f(n), attiecı̄gi ar NTIME(f(n)) (NSPACE(f(n))) apzı̄mēsim va-
lodu klasi, ko var izrēk̦ināt laikā (ar lentes sarežg̒ı̄tı̄bu) f(n) ar nedeterminētu Tjū-
ringa mašı̄nu.

Galvenais rezultāts no [7], ko mēs izmantosim, ir sekojošs:
9.1. Teorēma [7] Ja kādai nedilstošai funkcijai f(n) valoda L ir≤PLT grūta valo-
du klasei DTIME(f(n)), NTIME(f(n)), DSPACE(f(n)) vai NSPACE(f(n)), tadS(L) ir
≤PLT grūta attiecīgi valodu klasei DTIME(f(2n)), NTIME(f(2n)), DSPACE(f(2n))
vai NSPACE(f(2n)).

No šı̄s teorēmas mēs gan izmantosim tikai to dalu̦, kas attiecas uz sarežg̒ı̄tı̄bas
klasēm DSPACE(f(n)) un NSPACE(f(n)), bet pārējās klases tajā ir atstātas pilnı̄-
guma pēc un, lai saglabātu atbilstı̄bu orig̒inālam.

Tagad atgriezı̄simies pie galı̄giemautomātiemunpaskatı̄simies, kā tie ir saistı̄ti
ar visu šo teoriju. GDA log̒iskās shēmas reprezentācija (F,G) un tā ı̄sā reprezen-
tācija (c,m) ir savā zin̦ā saistı̄tas lietas, abas ar log̒iskajām shēmām apraksta GDA
struktūru. Arı̄ izmēra zin̦ā viena no otras neatšk̦iras vairāk kā polinomiāli un arı̄
viena no otras ir iegūstama polinomiālā laikā.

Intuitıv̄i tam var viegli noticēt, bet, lai to precı̄zi pamatotu, vispirms noskaid-
rosim, kā tieši izskatās GDA ı̄sā reprezentācija, un tam savukārt mums vajadzēs
noskaidrot, kā izskatās GDA, kas ir kodēts par bināru virkni. N̦emsim kādu mini-
mālu stāvoklu̦ kodējumu fQ unminimālu ieejas kodējumu fΣ un aprakstı̄sim GDA
ar bināru virkni garumā |Σ| · |Q| · bQ + |Q|. Pirmie |Σ| · |Q| · bQ tās biti aprakstı̄s
stāvoklu̦ pārejas tabulu, tajos visām |Σ| · |Q| iespējamajām ieejas vērtı̄bām (ieejas
simbols + stāvoklis) pēc kārtas būs uzrakstı̄ts nākamā stāvokla̦ kodējums (garumā
bQ). Pēdējie Q biti noteiks, kuri stāvokli̦ ir akceptējoši, katram stāvoklim atbildı̄s
viens bits, atkarı̄bā no kura vērtı̄bas (1 vai 0) stāvoklis būs attiecı̄gi akceptējošs vai
noraidošs. Sākuma stāvoklis tiek kodēts ar visām nullēm.

Tādējādi GDA ar |Q| stāvokli̦em alfabētā Σ ı̄sā reprezentācija būs (c,m), kur
m = |Σ| · |Q| · ⌈logQ⌉ + |Q|, bet c ir log̒iskā shēma ar ⌈logm⌉ ieejām un vienu
izeju, kas uz savām pirmajām m ieejām atgriež attiecı̄gos GDA binārā kodējuma
bitus.

Atgriežoties pie sākotnējā jautājuma par GDA log̒iskās shēmas reprezentācijas
un ı̄sās reprezentācijas saistı̄bu, tagad varam redzēt, ka pirmā ar divām log̒iskajām
shēmām apraksta attiecı̄gi GDA pārejas funkciju un akceptējošo stāvoklu̦ kopu, bet
otrā ar vienu log̒isko shēmu bitu pa bitam aprasta vispirms vienu un pēc tam otru.

Pirms k̦erties pie šı̄s saistı̄bas formāla apraksta, vēl jāpiezı̄mē, ka šı̄ saistı̄ba
starp GDA log̒iskās shēmas reprezentāciju un ı̄so reprezentāciju ir kaut kādā zin̦ā
neviennozı̄mı̄ga. Dota log̒iskās shēmas reprezentācija (F,G) pat pie ϐiksēta ieejas
alfabēta kodējuma var atbilst vairākiem GDA (kas atšk̦iras ar nesasniedzamiem
stāvokli̦em), par šo skat. 3. nodalu̦. Sƽ ajā gadı̄jumāmēs par ”ı̄sto” uzskatı̄sim GDA ar
maksimālo stāvoklu̦ skaitu 2bQ . Tiesa, nesasniedzamo stāvoklu̦ izmešana pēc tam
var būt sarežg̒ı̄ts uzdevums.

9.2. Teorēma Fiksēsim ieejas alfabētu Σ un tā kodējumu fΣ. Ja dota GDA loģiskās
shēmas reprezentācija (F,G), tad no tās polinomiālā laikā iespējams iegūt īso rep-

60



rezentāciju (c,m) kādam GDA, kas no dotā, iespējams, atšķiras tikai ar kādiem ne-
sasniedzamiem stāvokļiem, pie tam |(c,m)| < poly(CBC((F,G))).

Ja dota GDA īsā reprezentācija (c,m), tad no tās polinomiālā laikā iespējams ie-
gūt šī pašaGDA loģiskās shēmas reprezentāciju (F,G), pie tamCBC(F,G) < poly(|(c,m)|).

Pierādījums Pien̦emsim, ka mums ir dota GDA log̒iskās shēmas reprezentācija
(F,G) pie kodējuma (fΣ, fQ), attiecı̄gi, garumā bΣ un bQ, pie tam ieejas kodējums
fΣ ir minimāls, un mums nepieciešams uzkonstruēt tā ı̄so reprezentāciju (c,m).
Sƽ ı̄ reprezentācija var atbilst vairākiem GDA (gadı̄jumā, ja kādi stāvokli̦ ir nesasnie-
dzami), mēs konstruēsim maksimālo iespējamo GDA ar 2bq stāvokli̦em.

GDA binārā kodējuma garums būsm = |Σ| · 2bQ · bQ + 2bQ . Log̒iskajai shēmai
c, san̦emot ieejā indeksu i, jāatgriež stāvokla̦ bits kādam nākamajam stāvoklim, ja
0 ≤ i < M = |Σ| · 2bQ · bQ, vai (i −M)-ā stāvokla̦ ”akceptēšanas bits”, ja i ≥ M .
Shematiski tas, kā no log̒iskajām shēmām F un G iegūt log̒isko shēmu c, attēlots
9.1 zı̄mējumā.

9.1. att. IǊsās reprezentācijas log̒iskās shēmas c konstrukcija no GDA log̒iskās shē-
mas reprezentācijas (F,G).

Vispirms no dotā indeksa i jāizrēk̦ina atbilstošais ieejas simbols x, ieejas stā-
voklis q un izejas stāvokla̦ bits j, gadı̄jumā, ja i norāda uz kādu bitu stāvoklu̦ pā-
rejas tabulā, kā arı̄ stāvoklis q′, gadı̄jumā, ja i norāda uz kādu bitu akceptēšanas
tabulā. Sƽ ie aprēk̦ini, lai nesarežg̒ı̄tu log̒isko shēmu, tajā nav parādı̄ti, bet ir diezgan
vienkārši, ar (x, q) apzı̄mēta šo abu argumentu bināro vērtı̄bu konkatenācija.

j = i mod bQ,

(x, q) =
i− j

bQ
,

q′ = i−M.

Tālāk ar pārejas shēmu F jāizrēk̦ina nākamais stāvoklis, no kura jāizvēlas atbil-
stošais bits, ja i < M , vai arı̄ jāatgriež akceptēšanas shēmas izrēk̦inātais bits, ja
i ≥ M .

Redzams, ka log̒iskās shēmas c log̒isko elementu skaits ir polinomiāls attiecı̄bā
pret bQ, C(F ) un C(G) (jo i garums ir polinomiāls attiecı̄bā pret bQ), tātad tas ir
arı̄ polinomiāls attiecı̄bā pret CBC((F,G)). Tātad arı̄ |(c,m)| garums bitos ir poli-
nomiāli ierobežots ar CBC((F,G)).

Aplūkosim tagad šo pārveidojumupretējā virzienā. Pien̦emsim, kamums ir do-
ta kāda GDA ı̄sā reprezentācija (c,m) unmums nepieciešams konstruēt tā log̒iskās
shēmas reprezentāciju (F,G). Log̒isko shēmu F iespējams konstruēt, apvienojot
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9.2. att. GDA log̒iskās shēmas reprezentācijas konstrukcija no tā ı̄sās reprezentāci-
jas

paralēli bQ log̒iskās shēmas c, katru vienam izejas bitam. Savukārt, log̒iskajai shē-
maiG pietiek ar vienu log̒isko shēmu c un pareizi tai padotu parametru (9.2. zı̄m.).
Redzams, ka CBC((F,G)), šajā gadı̄jumā ir polinomiāli atkarı̄ga C(c), bQ un bΣ, tā-
tad tā ir ne vairāk kā polinomiāli atkarı̄ga no (c,m) garuma bitos.

Nākamā teorēma ir diezgan lı̄dzı̄ga klasiskajai teorēmai par to, ka orientēta gra-
fa virsotn̦u sasniedzamı̄ba ir NL-pilnı̄gs uzdevums. Bet tā kā mums nepieciešams,
lai šı̄ NL-pilnı̄ba būtu attiecı̄bā pret ≤PLT , redukciju, tad pierādı̄sim šo teorēmu
pilnı̄bā. Atgādināsim, ka ar L unNL apzı̄mē valodu klases, kas ir izrēk̦ināmas, lie-
tojot tikai logaritmisku lentes garumu, ar attiecı̄gi determinētu vai nedeterminētu
Tjūringa mašı̄nu.

Ar REACH apzı̄mēsim valodu, kas sastāv no visiem pāriem (s,A), kur s ir kāds
GDAA sasniedzams stāvoklis. SƽeitA ir dots tā standarta (binārajā) reprezentācijā.

9.3. Teorēma Fiksētam ieejas alfabētam |Σ| ≥ 2, REACH ir NL-pilnīga attiecībā
pret≤PLT redukciju.

Unāram ieejas alfabētam REACH ir L-pilnīga attiecībā pret≤PLT redukciju.

Pierādījums Sāksim ar gadı̄jumu, kad |Σ| ≥ 2, un vispirms parādı̄sim, ka REACH
∈ NL. Dotam GDA A mēs varam nedeterminēti pa vienam simbolam uzminēt to
ieejas virkni, ar kuru no sākuma stāvokla̦ var noklū̦t dotajā stāvoklı̄ s. Lai to izda-
rı̄tu, uz darba lentes mums jāglabā tikai tekošais stāvoklis un nākamais stāvoklis,
kas kopā aizn̦em ne vairāk kā logaritmiski daudz lentes attiecı̄bā pret ieejas lentes
garumu.

Tālāk pierādı̄sim, ka jebkura valoda B ∈ NL ir ≤PLT reducējama uz REACH.
N̦emsim nedeterminētu Tjūringa mašı̄nu M binārā alfabētā, ar atsevišk̦u darba
lenti, kas pazı̄stB un tam netērē vairāk par c logn darba lentes rūtin̦ām. Katrai tās
ieejai x konstruēsim GDA Ax un tā stāvokli sx, kurš būs sasniedzams tad un tikai
tad, jaM akceptē x.

AplūkosimM konϐigurāciju grafuVx, kas veidojas, tai darbojoties uz ieejas vēr-
tı̄bas x. Tā kā tā ir nedeterminēta Tjūringa mašı̄na, tad no katras Vx virsotnes iziet
divas (nedeterminēta pāreja), viena (determinēta pāreja) vai 0 (beigu stāvoklis)
šk̦autnes. GDA Ax stāvokli̦ būs Vx virsotnes (M konϐigurācijas), tā pārejas būs Vx

šk̦autnes. Tā kā alfabētā Σ ir vismaz divi simboli, tad mēs varam katra stāvokla̦
izejošajām šk̦autnēm piekārtot dažādus simbolus un, lai A būtu pilnı̄bā deϐinēts,
varam uzskatı̄t, ka visas pārējās šk̦autnes (ar neizmantotajiem simboliem) paliek
tajā pašā stāvoklı̄.

GDAAx sākuma stāvoklim atbilst konϐigurācija, kurai uz ieejas lentes ir rakstı̄ts
x, darba lente ir tukša, galvin̦as atrodas abu lenšu kreisajā malā unM stāvoklis ir
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tās sākuma stāvoklis. Stāvoklim sx, kura sasniedzamı̄ba mūs interesē, atbilst kon-
ϐigurācijai, kurāM atrodas tās beigu stāvoklı̄, galvin̦as atrodas lenšu kreisajā malā
un uz tās darba lentes rakstı̄ts ”1” (tā akceptē vārdu x). Redzams, ka šis stāvoklis
būs sasniedzams tad un tikai tad, jaM akceptē x.

Atliek pamatot, kaAx izmērs ir polinomiāls attiecı̄bā pret |x| un šı̄ redukcija ir
≤PLT redukcija. JaM izmanto ne vairāk, kā c logn no tās darba lentes, tad darba
lentei ir iespējami maksimums 3c log |x| stāvoklu̦ (katrs simbols uz darba lentes ir
0, 1 vai λ), ieejas lentes galvin̦ai ir |x| iespējami stāvokli̦, darba lentes galvin̦ai —
c log |x| stāvokli̦ un vēl pašaiM iespējami QM stāvokli̦. Tātad kopējais iespējamo
konϐigurāciju skaits ir:

KM = 3c log |x| · |x| · c log |x| ·QM ,

kas ir polinomiāls attiecı̄bā pret |x|.
Lai pamatotu, ka šo redukciju var izveikt ar brıv̄pieejas Tjūringa mašı̄nu poli-

logaritmiskā laikā, vispirms ievērosim, ka polilogaritmiskā laikā iespējams aprē-
k̦ināt ieejas datu garumu |x|. To var izdarı̄t, piemeklējot |x| ar binārās meklēšanas
metodi. Sākot ar vērtı̄bu 1, katrā solı̄ var palielināt indeksa vērtı̄bu divas reizes,
lı̄dz beidzot tas ir garāks par doto vārdu, un tad ar intervāla dalı̄šanas metodi at-
rast precı̄zo |x| vērtı̄bu.

Otrkārt, jamums ir dota |x| vērtı̄ba (kuras garums ir log |x|), tad visus algebris-
kos aprēk̦inus, kas ar to jāveic: (saskaitı̄šanu, reizināšanu, kāpināšanu, logaritmē-
šanu), kuru rezultāta garums ir polinomiāls attiecı̄bā pret log |x|, var izdarı̄t poli-
nomiālā laikā attiecı̄bā pret log |x|, kas ir polilogaritmiskā laikā attiecı̄bā pret |x|.
Tas nozı̄mē, kaKM vērtı̄bu (kas ir polinomiāla attiecı̄bā pret |x|) var izrēk̦ināt po-
lilogaritmiskā laikā attiecı̄bā pret |x|.

Polilogaritmiskajai redukcijai mums vispirms jāspēj izrēk̦ināt iegūtā GDA Ax

garums bitos l(x). Tam irKM stāvoklu̦, no katra iziet |Σ| pārejas, tātad tā stāvoklu̦
pārejas tabulas izmērs irKM · |Σ| · ⌈logKM⌉, bet akceptēšanas tabulas izmērs ir
KM . Tātad kopējaisAx izmērs bitos ir

l(x) = KM · |Σ| · ⌈logKM⌉+KM ,

kovar izrēk̦ināt polinomiālā laikā attiecı̄bā pretKM izmēru, tātadpolilogaritmiskā
laikā attiecı̄bā pret |x|.

Otrkārt mums ir jāspēj izrēk̦ināt jebkurš bits no Ax pieraksta R(x, i). Ja i <
KM · |Σ| ·⌈logKM⌉, tad tas ir bits no stāvokla̦ pāreju tabulas un tomēs varam iegūt
no M stāvokla̦ pāreju tabulas un atbilstošās sākuma konϐigurācijas, (ko var iegūt
no i). Sƽ ı̄s konϐigurācijas izmērs ir logaritmisks attiecı̄bā pret |x|, tāpēc arı̄ tai seko-
jošo konϐigurāciju (kurā ir pamainı̄jos ieejas lente un iespējams pabı̄dı̄jušās galvi-
n̦as) vai izrēk̦ināt polilogaritmiskā laikā attiecı̄bā pret |x|. Ja i ≥ KM ·|Σ|·⌈logKM⌉,
tad tas ir bits no akceptējošo stāvoklu̦ tabulas un tas būs vieninieks tad un tikai tad,
ja atbilstošā konϐigurācija atbilst M beigu stāvoklim, kurš akceptē vārdu x. Sƽ ajā
beigu stāvoklı̄ uz darba lentes ir rakstı̄ts ”1”, galvin̦as atrodas sākuma stāvoklı̄, bet
M — beigu stāvoklı̄, lai to pārbaudı̄tu, pietiek ar polilogaritmisku (attiecı̄bā pret
|x|) laiku.

Unāram alfabētam pierādı̄jums ir tāds pats, atliek tikai ievērot, ka, tā kā šajā
gadı̄jumā mums Tjūringa mašı̄na būs determinēta, tad no katras tās konϐigurāciju
grafa virsotnes būs maksimums viena izejošā pāreja, kurai tad arı̄ var piekārtot
vienı̄go alfabēta simbolu.
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Apzı̄mēsim ar REACHLSR valodu, kas sastāv no visiem pāriem (s, (F,G)), kur
(F,G) ir kāda GDA log̒iskās shēmas reprezentācija, bet s ir kāda šı̄ GDA sasniedza-
ma stāvokla̦ kodējums (LSR ir saı̄sinājums no Log̒iskās Shēmas Reprezentācijas).
9.4. Teorēma Fiksētam ieejas alfabētam REACHLSR ir PSPACE-pilnīga valoda.

Pierādījums Vispirms parādı̄sim, ka REACHLSR atrodas klasē PSPACE t.i. to var
atrisināt, izmantojot polinomiālu darba lentes garumu. Lı̄dzı̄gi kā ar REACH mēs
varam nedeterminēti simbolu pēc simbola uzminēt ieeju, kura noved šo GDA va-
jadzı̄gajā stāvoklı̄ un to pārbaudı̄t Tam mums nav vajadzı̄gs vairāk kā polinomiāls
lentes daudzums, tāpēc REACHLSR ∈NPSPACE. Bet tā kā NPSPACE = PSPACE (Sa-
viča teorēma), tad REACHLSR ∈ PSPACE.

No 9.3 un 9.1 teorēmām tiešā veidā izriet, ka S(REACH) ir PSPACE-grūta va-
loda. Bet S(REACH) var polinomiālā laikā reducēt uz REACHLSR (9.2 teorēma), tā-
pēc arı̄ REACHLSR ir PSPACE-grūta.

Izmantojot šo kā bāzi, mēs varam pierādı̄t, ka vēl arı̄ citi klasiski jautājumi par
GDA ı̄pašı̄bām ir PSPACE-pilnı̄gi, ja GDAmums ir uzdots log̒iskās shēmas reprezen-
tācijā.

9.5. Teorēma Sekojoši jautājumi ir PSPACE-pilnīgi:

1. Ja dota GDA loģiskās shēmas reprezentācija un divu tā stāvokļu kodējums, no-
skaidrot, vai šie stāvokļi ir ekvivalenti.

2. Ja dota GDA loģiskās shēmas reprezentācija, noskaidrot, vai valoda, ko tas ak-
ceptē, ir tukša.

3. Ja dotas divu GDA loģiskās shēmas reprezentācijas, noskaidrot, vai tie ir ekvi-
valenti.

4. Ja dota GDA loģiskās shēmas reprezentācija un skaitlis k, noskaidrot, vai eks-
istē tam ekvivalents GDA, kura BC-sarežģītība nepārsniedz k.

Pierādījums Katram no šiem jautājumiem vispirms parādı̄sim, ka tie pieder kla-
sei PSPACE, un pēc tam— ka tie ir PSPACE-grūti.

1. Pien̦emsim, ka divi dotie stāvokli̦ nav ekvivalenti. Tas nozı̄mē, ka eksistē kā-
da ieejas simbolu virkni, kuru, sākot lası̄t pirmajā stāvoklı̄, GDA nonāks kādā
akceptējošā stāvoklı̄, bet, sākot lası̄t otrajā stāvoklı̄ — kādā noraidošā (vai
otrādi). Mēs varam nedeterminēti (simbolu pēc simbola) uzminēt šo ieeju
un tad pārbaudı̄t, ka tā tiešām noved divus dotos stāvoklu̦s pie diviem stā-
vokli̦em, no kuriem viens ir akceptējošs, bet otrs noraidošs. No tā varam se-
cināt, ka stāvoklu̦ neekvivalences pārbaude pieder klasei NPSPACE, tātad arı̄
PSPACE. Bet tad arı̄ stāvoklu̦ ekvivalences pārbaude pieder klasei PSPACE.
Tagad parādı̄sim kā REACHLSRvar reducēt uz stāvoklu̦ ekvivalences pārbau-
di. Pien̦emsim, ka mums ir dota GDA log̒iskās shēmas reprezentācija (F,G)
un kāda stāvokla̦ kodējums s, kura sasniedzamı̄bu mēs gribam pārbaudı̄t.
Pārveidosim doto log̒iskās shēmas reprezentāciju, atstājot s par vienı̄go ak-
ceptējošo stāvokli un pieliekot klāt vienu nesasniedzamu stāvokli s′, no ku-
ra visas pārejas pāriet uz vin̦u pašu. Redzams, ka pārveidotājā GDA sākuma
stāvoklis un s′ būs ekvivalenti tad un tikai tad, ja sākotnējā GDA stāvoklis s
nebija sasniedzams.
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2. Lai noskaidrotu, vai dotā GDA atpazı̄tā valoda nav tukša, mēs varam, lı̄dzı̄gi
kā pirmajam jautājumam, nedeterminēti, simbolu pēc simbola, uzminēt ie-
eju, kas novedı̄s to kādā akceptējošā stāvoklı̄, tas nozı̄mē, ka šis jautājums
pieder klasei NPSPACE = PSPACE. Lai parādı̄tu, ka šis jautājums ir PSPACE-
pilnı̄gs, atkal pien̦emsim, ka mums ir dota log̒iskās shēmas reprezentācija
(F,G) un stāvokla̦ kodējums s, kura sasniedzamı̄bu mēs gribam pārbaudı̄t.
Pārveidosim akceptēšanas shēmuG tā, lai s būtu vienı̄gais akceptējošais stā-
voklis. Acı̄mredzami, ka šı̄ jaunā GDA atpazı̄tā valoda būs tukša tad un tikai
tad, ja s nav sasniedzams.

3. Lai parādı̄tu, ka trešais jautājums pieder klasei PSPACE, mēs tāpat kā pirma-
jam jautājumamvaramnedeterminēti pārbaudı̄t abu šo GDA sākuma stāvok-
lu̦ neekvivalenci. Lai parādı̄tu, ka šis jautājums ir PSPACE-pilnı̄gs, mēs varam
ievērot, ka pat pārbaudı̄t vai dotā GDA log̒iskās shēmas reprezentācija ir ek-
vivalenta nekoneakceptējoša GDA (kas pazı̄st tukšo valodu) log̒iskās shēmas
reprezentācijai, ir PSPACE-grūts uzdevums (otrais jautājums).

4. Mēs varam nedeterminēti uzminēt dotajam GDA ekvivalenta GDA log̒iskās
shēmas reprezentāciju ar k vai mazāk stāvokli̦em un tad pārbaudı̄t to šo abu
GDA ekvivalenci. Tātad šis jautājums pieder klasei NPSPACE = PSPACE. Lai
parādı̄tu, ka tas ir PSPACE-pilnı̄gs, reducēsim uz to jautājumu par to, vai GDA
atpazı̄tā valoda ir tukša (2. jautājums). Ievērosim, ka vienı̄gās divas GDA lo-
g̒iskās shēmas reprezentācijas, kuru sarežg̒ı̄tı̄ba ir 0, ir visu akceptējoša un
visu noraidoša GDA log̒iskās shēmas reprezentācijas, tiem vienı̄gajiem nav
neviena stāvokla̦ bita. Pien̦emsim, ka mums dota GDA log̒iskās shēmas rep-
rezentācija un mums jānoskaidro, vai tā atpazı̄tā valoda ir tukša. Vispirms
n̦emsim patvalı̦̄gu vārdu (piemēram tukšo vārdu) un pārbaudı̄sim, vai dotā
log̒iskās shēmas reprezentācija to akceptē. Ja jā, tad skaidrs, ka tā atpazı̄tā va-
loda nav tukša. Ja nē, tad skaidrs, ka ir vārdi, ko tas neakceptē. Tādā gadı̄jumā
pārbaudı̄sim, vai tam eksistē ekvivalenta GDA log̒iskās shēmas reprezentā-
cija, kuras BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir 0. Tā eksistē tad un tikai tad, ja dotā GDA pazı̄tā
valoda ir tukšā valoda.

Pēdējais (ceturtais) aplūkotais jautājums 9.5. teorēmā patiesı̄bā ir GDA optimālas
log̒iskās shēmas atrašanas uzdevums, kas noformulēts kā atrisināmı̄bas problēma
(decision problem), lai to varētu pieskaitı̄t kādai algoritmu sarežg̒ı̄tı̄bas klasei. Tas
parāda, ka, lai arı̄ standarta reprezentācijā minimālā GDA atrašana ir viegli (poli-
nomiālā laikā) atrisināms uzdevums, optimālas log̒iskās shēmas reprezentācijas
atrašana ir PSPACE-pilnı̄ga.

Bet šis jautājuma formulējums nav pats dabiskākais. Ja mēs atgriežamies pie
stāvoklu̦ kodēšanas uzdevuma, tad parasti tas tiek saprasts šādi: dotam GDA stan-
darta (stāvoklu̦ pāreju tabulas) reprezentācijā atrast tā optimālu (minimālu) lo-
g̒iskās shēmas reprezentāciju.

Daudz kur literatūrā par šo uzdevumu ir teikts, ka tas ir NP-grūts[44][1] vai
pat NP pilnı̄gs[3][2], kaut gan nevienā no tiem nav atrodams pat kaut kas lı̄dzı̄gs
šı̄ apgalvojuma precı̄zam formulējumam, nemaz nerunājot par pierādı̄jumu. Vis-
drı̄zāk autori ar to ir domājuši neformālu spriedumu, ka šı̄ uzdevuma atrisināšanā
nevar iztikt bez pilnās pārlases, tāpēc tas ir grūts. Bet mēs aplūkosim šo jautāju-
mu formāli, pārveidosim to par atrisināmı̄bas uzdevumu (eksistenciālā formā) un
pirmkārt jau ievērosim, ka, to var noformulēt divos dažādos veidos:
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1. Standarta reprezentācijā (ar stāvoklu̦ pāreju tabulu) uzdotam GDA noskaid-
rot, vai tā BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir mazāka par dotu skaitli k.

2. Standarta reprezentācijā (ar stāvoklu̦ pāreju tabulu) uzdotam GDA noskaid-
rot, vai tā pazı̄tās valodas BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir mazāka par dotu skaitli k.

Pirmajā variantā mums nepieciešams atrast minimālo log̒iskās shēmas repre-
zentāciju tieši dotajam GDA, bet otrajā derēs arı̄ jebkurš ekvivalents GDA. Sƽ ie abi
jautājumi noteikti pieder klasei PSPACE. DotamGDAmēs vispirms varamnedeter-
minēti atrast kādu log̒iskās shēmas reprezentāciju ar sarežg̒ı̄tı̄bu ne lielāku par k,
un tad pārbaudı̄t, ka tā tiešām reprezentē doto GDA, kā 9.5. teorēmas 4. gadı̄juma
pierādı̄jumā. Bet vismaz pirmajam uzdevumam to var izdarı̄t efektıv̄āk:

9.6. Teorēma Uzdevums standarta reprezentācijā (ar stāvokļu pāreju tabulu) uz-
dotam GDA bez nesasniedzamiem stāvokļiem noskaidrot, vai tā BC-sarežģītība ne-
pārsniedz dotu skaitli k, pieder sarežģītības klaseiNP .

Pierādījums Pien̦emsim, ka mums ir dots GDA ar s stāvokli̦em. Vispirms varam
nedeterminēti uzminēt stāvoklu̦ kodējumu un log̒iskās shēmas reprezentāciju (ar
BC-sarežg̒ı̄tı̄bu, kas nepārsniedz k), un tad pārliecināties, ka tā tiešām reprezentē
doto GDA. Lai par to pārliecinātos, mums pietiek pārbaudı̄t visu dotā GDA stāvoklu̦
pārejas tabulu, ko var izdarı̄t polinomiālā laikā attiecı̄bā pret šı̄s pašas stāvoklu̦
pārejas tabulas izmēru (kas ir arı̄ ieejas garums).

Pirmajā brı̄dı̄ liekas, ka šis pats pierādı̄jumsderētu arı̄ 2. uzdevumam,kurmums
ir jāatrod BC-sarežg̒ı̄tı̄ba dotai valodai. Mēs varamnedeterminēti uzminēt dotajam
GDA ekvivalentu GDA, tā kodējumuun log̒iskās shēmas reprezentāciju, un tad poli-
nomiālā laikā pārbaudı̄t, ka šie GDA ir ekvivalenti, un ka uzminētā log̒iskās shēmas
reprezentācija tiešām reprezentē šo GDA. Bet problēma rodas no tā, ka nav zināms,
cik liels var būt šis ekvivalentais GDA. Labi būtu, ja tas būtu ierobežots ar kādu po-
linomu no dotā GDA izmēra, bet to mēs garantēt nevaram.

Piemēram, 7.1. teorēmas pierādı̄jumā konstruētajam GDA A′
n eksistē ekviva-

lents GDAAn, kura BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir krietni mazāka, bet tā stāvoklu̦ skaits ir poli-
nomiāli lielāks parA′

n stāvoklu̦ skaitu. Pie tam šis polinoms ir atkarı̄gs no aplūko-
tās Tjūringa mašı̄nas stāvoklu̦ skaita, tātad tas nav ϐiksēts.

Tādējādi jautājums, cik grūts tad ı̄sti ir stāvoklu̦ kodēšanas uzdevums, izrādās
stipri netriviāls. Pirmajā formulējumā (kad jāatrod optimāla log̒iskās shēmas rep-
rezentācija dotam GDA), zināms, ka tas pieder klasei NP, bet nav nekā, kas norā-
dı̄tu, ka tas ir NP-pilnı̄gs, drı̄zāk otrādi. Varam uzskatı̄t, ka šis uzdevums sastāv no
divām dalā̦m: atrast dotajam GDA optimālu stāvoklu̦ kodējumu un tad pie šı̄ kodē-
juma atrast optimālu log̒iskās shēmas reprezentāciju. Ja mēs aplūkojam tikai otro
dalu̦, tad zināms[21], ka tas pieder klasi NP, bet zināms arı̄, ka gan tas, ja tas izrā-
dı̄tos piederı̄gs klasei P, gan arı̄ tas, ja tas izrādı̄tos NP-pilnı̄gs, novestu pie diezgan
pārsteidzošiem secinājumiem.

Otrajā formulējumā šis uzdevums šk̦iet vēl grūtāks, jo nav pat zināms, vai tas
pieder klasei NP.

Nobeigumā atzı̄mēsim, ka, ja mums ir dots nevis GDA, bet GNA, tad šis jautā-
jums ir PSPACE-pilnı̄gs. Patiešām, ir labi zināms, ka noskaidrot, vai dotais GNA ir
ekvivalents ar visu-akceptējošu GNA, ir PSPACE-pilnı̄gs uzdevums[15]. Tātad šis
uzdevums GNA gadı̄jumā ir PSPACE-pilnı̄gs pat k = 0 gadı̄jumā.
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10. nodaļa

Līdzīgi jēdzieni

Runājot ar cilvēkiem un stāstot par GDA log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄bu, pa reizei
nākas dzirdēt jautājumus: “Bet vai tas nav tas pats kas ... ?” vai “ar ko tas atšk̦iras no
...?” un šie jautājumi mēdz atkārtoties. Tāpēc šajā nodalā̦ aplūkosim trı̄s jēdzienus,
kas pirmajā brı̄dı̄ liekas lı̄dzı̄gi GDA log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄bai un var izraisı̄t šā-
dus jautājumus. Tā kā šai nodala̦i ir vairāk paskaidrojošs raksturs, tad teorija šeit
ir aprakstı̄ta virspusēji, bet galvenais uzsvars ir likts uz atšk̦irı̄bu parādı̄šanu starp
attiecı̄go jēdzienu un GDA log̒iskās shēmas reprezentāciju vai BC-sarežg̒ı̄tı̄bu.

10.1. Galīgi alternējoši automāti
Alternācija kā nedeterminisma vispārinājums parādı̄jās teorētiskajā datorzi-

nātnē 70-gadu beigās un jau pašos tās izpētes pirmsākumos tika aplūkoti arı̄ galı̄-
gi alternējoši automāti[12][11]. Tam paralēli Leiss[25][26] savos rakstos aplūkoja
Būla automātus, kas pēc savas būtı̄bas ir tie paši alternējošie galı̄gie automāti, tikai
tiem ir piela̦ujami vairāki sākuma stāvokli̦.

Galı̄gi alternējoši automāti (GAA) ir log̒isks GNA vispārinājums. Ja no kāda GNA
iziet vairākas pārejas, tad to rezultātiem tiek pielietota log̒iskā disjunkcija. Piemē-
ram, ja GNA no stāvokla̦ q1, nolasot ieejas simbolu a, var noklū̦t stāvoklo̦s q2 un q3,
tad šis GNA stāvoklı̄ q1 akceptē vārdu aw, ja tas akceptē vārdu w stāvoklı̄ q2 VAI
stāvoklı̄ q3. GAA šı̄s disjunkcijas vietā var būt patvalı̦̄ga Būla funkcija, t.i. GAA ar n
stāvokli̦em (|Q| = n) alfabētā Σ pārejas funkcija ir

δ : Q× Σ → ({0, 1}n → {0, 1}) .

Tādējādi katram GAA stāvoklim un katram ieejas simbolam atbilst Būla funkcija
{0, 1}n → {0, 1}. Tas pirmajā brı̄dı̄ liekas lı̄dzı̄gi GDA log̒iskās shēmas reprezen-
tācijas stāvoklu̦ bitiem: katram (izejas) bitam, katram ieejas simbolam arı̄ atbilst
Būla funkcija no visiem stāvoklu̦ bitiem. Bet, aplūkojot abas situācijas sı̄kāk, izrā-
dās, ka lı̄dzı̄ba šeit ir tikai vizuāla. GDA log̒iskās shēmas gadı̄jumā šı̄s Būla funkcijas
atbilst izejas bitiem (un ieejas simboliem): katru izejas bitu var izrēk̦ināt ar Būla
funkciju. Bet GAA gadı̄jumā šı̄s funkcijas atbilst ”ieejas bitiem” t.i. stāvoklim, kurā
automāts dotajā brı̄dı̄ atrodas, un tās apraksta stāvokli, uz kuru tas pāriet.

Arı̄ pats stāvokla̦ jēdziens GDA log̒iskās shēmas reprezentācijai un GAA ir bū-
tiski atšk̦irı̄gs: Ja GDA log̒iskās shēmas reprezentācijā GDA stāvoklim atbilst tā ko-
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dējums, t.i. stāvokla̦ bitu konkrēta vērtı̄ba, tad GAA gadı̄jumā automāta stāvoklim
dotajā brı̄dı̄ atbilst patvalı̦̄ga Būla funkcija no tā stāvokli̦em.

Lı̄dzı̄gi kā GNA, arı̄ GAA var izrēk̦ināt tikai regulāras valodas, bet dažiem GAA
ar n stāvokli̦em atbilstošajamminimālajam GDA ir 22n stāvoklu̦. Turpretı̄, jebkurai
GDA log̒iskās shēmas reprezentācijai ar n stāvoklu̦ bitiem atbilstošajam GDA ir ne
vairāk par 2n stāvokli̦em.

Bet kaut kāda lı̄dzı̄ba starp šiem jēdzieniem tomēr pastāv un būtu interesanti
izpētı̄t GAA no log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄bas viedokla̦. Sƽ ı̄s lı̄dzı̄bas ilustrācijai aplū-
kosim teorēmu no[25]:

10.1. Teorēma Valodu L var akceptēt ar GDA ar 2n stāvokļiem tad un tikai tad, ja
LR var akceptēt ar GAA ar n+ 1 stāvokli.

Redzams, ka, ja LR vietā būtu L, tad šeit būtu lı̄dzı̄ba ar GDA log̒iskās shēmas
reprezentāciju, kur par tās sarežg̒ı̄tı̄bu būtu n̦emts stāvokla̦ bitu skaits: katram ko-
dējumam ar n stāvoklu̦ bitiem atbilst GDA ar 2n stāvokli̦em un otrādi.

10.2. Regulāru valodu loģiskās shēmas sarežģītība
Sƽ ı̄ darba galvenais jēdziens — BC-sarežg̒ı̄tı̄ba tā saucas tāpēc, ka daudz log̒is-

kāks nosaukums ”log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba” jau ir aizn̦emts. Saka, ka log̒isko
shēmu saime {ci} pazı̄st valodu L, ja visiem vārdiem x garumā n

x ∈ L ↔ cn(x) = 1,

un valodas L log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba nepārsniedz f(n), ja to pazı̄st log̒isko
shēmu saime {ci}, un C(cn) ≤ f(n) visiem n ∈ N.

Valodu log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba jau tika pieminēta 2.6. nodalā̦, runājot par
sarežg̒ı̄tı̄bas klasi P/poly un Karpa-Liptona teorēmu. Sarežg̒ı̄tı̄bas klase P/poly sa-
tur visas valodas, kuru log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba ir ierobežota ar kādupolinomu.
Sƽ ı̄ klase ir liela, acı̄mredzami, ka P∈P/poly, jo jebkuru Tjūringa mašı̄nu, kas darbo-
jas polinomiālā laikā, var aprakstı̄t ar polinomiāla izmēra log̒isko elementu shēmu
(2.8. teorēma). Bet tai pieder pat daudzas nerekursıv̄as valodas. Jebkurai binārai
valodai Lmēs varam nodeϐinēt valodu

Long(L) = {x : |x| = n un n ∈ L},

kas katram garumam n saturēs vai nu visus vārdus vai arı̄ nevienu, atkarı̄bā no tā,
vai n pieder valodaiL vai ne. Acı̄mredzami, kaLong(L) nav rekursıv̄a, jaL nav re-
kursıv̄a, bet Long(L) log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba ir konstanta, jo to pazı̄st log̒isko
shēmu saime {ci}, kur katra ci atgriež vai nu konstantu 0 vai konstantu 1.

Visas regulārās valodas acı̄mredzami arı̄ pieder klasei P/poly (jo tās atpazı̄s-
tošo GDA var uztvert kā TM, kas darbojas lineārā laikā), bet to var pētı̄t arı̄ sı̄-
kāk. Regulāru valodu log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba tiek aplūkota daudzos rakstos
un grāmatās[36], kur, izmantojot regulāras valodas sintaktisko monoı̄du, tiek pa-
matots, ka visas regulāras valodas pieder klasei NC1 (valodas, ko var vienmērı̄gi
pazı̄t ar logaritmiska dzilu̦ma log̒iskajām shēmām), pie tam tās, kuru sintaktiskais
monoı̄ds nav atrisināms, ir šajā klasē pilnı̄gas.
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10.3. Saistība ar Kolmogorova sarežģītību
Kā alternatıv̄u BC-sarežg̒ı̄tı̄bai šajā nodalā̦ aplūkosim galı̄gu automātu Kolmo-

gorova sarežg̒ı̄tı̄bu. Tām abām ir kaut kas kopı̄gs— tās mēg̒ina aprakstı̄t automātu
pēc iespējas kompaktāk. Galvenā atšk̦irı̄ba ir tā, ka Kolmogorova sarežg̒ı̄tı̄ba rūpē-
jas tikai par automāta aprakstu, bet BC-sarežg̒ı̄tı̄ba—arı̄ par to, lai šo automātu no
šāda apraksta varētu izpildı̄t, t.i. lai katrai ieejai un stāvoklim efektıv̄i varētu atrast
nākamo stāvokli. Kolmogorova sarežg̒ı̄tı̄ba turpretı̄ mēg̒ina saspiest automātu pēc
iespējas mazāku un nerūpējas par to, cik ilgā laikā to var iegūt atpakal̦ un cik ilgā
laika ar to varēs apstrādāt (pazı̄t vai noraidı̄t) kādu vārdu.

Deϐinīcija Par galı̄ga automātaAKolmogorova sarežg̒ı̄tı̄bu sauksimminimālo skait-
li n = K(A), tādu, ka eksistē Tjūringa mašı̄naM , kuras izmērs ir n un kura, san̦e-
mot ieejā tukšu lenti, izejā izdod automātaA bināro pierakstu.

Acı̄mredzami, ka Kolmogorova sarežg̒ı̄tı̄ba, salı̄dzinot ar BC-sarežg̒ı̄tı̄bu (un arı̄
stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu), var būt neierobežoti mazāka.

10.2. Teorēma Patvaļīgai visur deϔinētai augošai daļēji rekursīvai funkcijai, var at-
rast tādu galīgu automātu virkni Af

n, ka CBC(Af
n) > f(K(Af

n)) pietiekami lieliem
n.

Pierādījums Uzrakstı̄sim programmu M(f,n), kas san̦em ieejā patvalı̦̄gu dalē̦ji
rekursıv̄u funkciju f : N → N un skaitli n un kas izdrukā stāvoklu̦ pārejas tabulu
GDA Af

n viena simbola alfabētā, kuram ir 2f(2n) stāvoklu̦, kura pārejas funkcija ir
”rin̦k̦is”, kas iet caur visiem stāvokli̦em un kurš akceptē vārdus tikai sākumstāvoklı̄
(tātad tas akceptē visus vārdus garumā 2f(2n)).

Acı̄mredzami, ka izdrukātais automāts Af
n ir minimāls, tā stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄ba

ir s = 2f(2n) un tā BC-sarežg̒ı̄tı̄ba pēc 4.7. teorēmas apakšējās robežas navmazāka
par ⌈log s⌉ = f(2n).

Bet tā Kolmogorova sarežg̒ı̄tı̄bu, izmantojot S-m-n teorēmu, var novērtēt kā

K(Af
n) ≤ K(f) +K(n) + c ≤ n+ c′,

kur c, c′ ir konstantes (kas var būt atkarı̄gas no f). Lı̄dz ar to pietiekami lieliem n
(kad n > c′):

CBC(A
f
n) = f(2n) > f(n+ c′) ≥ f(K(Af

n)).

Pretstatā BC-sarežg̒ı̄tı̄bai, kurai var gadı̄ties, ka minimālajam automātam tā ir
vairāk nekā polinomiāli lielākanekā kādamcitamekvivalentamautomātam,Kolmo-
gorova sarežg̒ı̄tı̄ba šajā zin̦ā ir lineāri ierobežota.

10.3. Teorēma Eksistē konstante c, tāda, ka jebkuram automātamA

K(M(A)) ≤ K(A) + c

Pierādījums N̦emsimTjūringamašı̄nuN arK(A) stāvokli̦em, kas izejā izdod au-
tomāta A bināro pierakstu. Vēl n̦emsim Tjūringa mašı̄nu M , kas izpilda minimi-
zācijas algoritmu galı̄giem automātiem (ieejā tā san̦em patvalı̦̄gu galı̄ga automāta
bināro pierakstu un izejā izdod atbilstošā minimālā automāta bināro pierakstu).
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Tad Tjūringa mašı̄naM(N), ko iegūst, izpildotM uzN izdoto izeju, pārveido tuk-
šu lenti par minimālo automātu M(A). Ja TM X stāvoklu̦ skaitu apzı̄mē ar S(X),
tad tās stāvoklu̦ skaits ir S(M)+S(N), tātad

K(M(A)) ≤ S(N(M)) = S(N) + S(M) = K(A) + c

kur c = S(M).
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11. nodaļa

Secinājumi

Sƽajā disertācijā no dažādiem skatu punktiem aplūkota GDA BC-sarežg̒ı̄tı̄ba, ko
var uztvert kā formālismu GDA stāvoklu̦ kodēšanas uzdevumam. Lai arı̄ tās deϐi-
nı̄cija ir vienkārša un dabiska un to būtu varēts pētı̄t jau 60. gados, kad radās un
attı̄stı̄jās automātu teorija, tomēr lı̄dz šim no šāda (sarežg̒ı̄tı̄bas) skatupunkta tas
netika aplūkots.

BC-sarežg̒ı̄tı̄ba pēc būtı̄bas ir GDApārejas funkcijas izteiktas kā log̒isko elemen-
tu shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba. Sƽajā darbā tā ir analizēta gan no aprakstošās gan algoritmis-
kās sarežg̒ı̄tı̄bas viedokla̦.

BC-sarežg̒ı̄tı̄ba savā veidā novērtē GDA strukturālo sarežg̒ı̄tı̄bu: gadı̄jumos, ja
GDA nav iekšējas struktūras, tā ir tuva stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bai, bet, ja ir, tad tā var
būt pat eksponenciāli mazāka (4.7. teorēma).

4. nodalā̦ tika aplūkotas regulāru valoduBC-sarežg̒ı̄tı̄bas augšējās un apakšējās
robežas attiecı̄bā pret to stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu. Tika pierādı̄ts tā sauktais ”Sƽenona
efekts” BC-sarežg̒ı̄tı̄bai: gandrı̄z visām valodām BC-sarežg̒ı̄tı̄ba ir tuva savai mak-
simālajai vērtı̄bai (k − 1)s (4.11. teorēma), kur k ir simbolu skaits alfabētā, bet s
—automāta stāvoklu̦ skaits (ja k = 1, tad maksimālā vērtı̄ba ir s

log s ).
Tālāk 5. nodalā̦ šis pats jautājums tika aplūkots nedeterminētās stāvoklu̦ sa-

režg̒ı̄tı̄bas gadı̄jumā. Sƽajā gadı̄jumā augšējās un apakšējās robežas BC-sarežg̒ı̄tı̄bai
attiecı̄bā pret nedeterminēto stāvoklu̦ sarežg̒ı̄tı̄bu lai arı̄ ir diezgan tuvas (k ≥ 2
gadı̄jumā atšk̦iras ne vairāk kā 4 reizes), tomēr nesakrı̄t. Tāpēc pagaidām jautā-
jums, vai Sƽenona efekts ir spēkā BC-sarežg̒ı̄tı̄bai valodām ar dotu nedeterminēto
stāvokla̦ sarežg̒ı̄tı̄bu, paliek atklāts.

Tāpat var ievērot, ka gan stāvokla̦ sarežg̒ı̄tı̄bas, gan nedeterminētās stāvokla̦
sarežg̒ı̄tı̄bas gadı̄jumā BC-sarežg̒ı̄tı̄bas augšējās un apakšējās robežas ir diezgan lı̄-
dzı̄gas: apakšējās robežas sakrı̄t, bet augšējās atšk̦iras kvadrātiski. Lı̄dz ar to kaut
kādā zin̦ā automāta realizācijai ar log̒isko shēmu nav pārāk būtiski, vai sākotnējais
automāts ir determinēts vai nedeterminēts, tā log̒iskās shēmas sarežg̒ı̄tı̄ba atradı̄-
sies lı̄dzı̄gās robežās.

Aplūkoti arı̄ BC-sarežg̒ı̄tı̄bas novērtējumi klasiskākajāmvaloduoperācijām. Va-
lodu operācijām rezultāti ir doti tikai vairāku simbolu alfabēta gadı̄jumā, viena
simbola alfabēta gadı̄jumā tie var atšk̦irties. Sƽ ı̄m teorēmām (6.2. — 6.5.) trūkst arı̄
atbilstošo apakšējo novērtējumu, lai gan tas nešk̦iet vienkāršs uzdevums, jo tas
savā zin̦ā ietver apakšējos novērtējumus log̒isko shēmu sarežg̒ı̄tı̄bai.

Viens no, manuprāt, pašiem interesantākajiem šı̄ darba rezultātiem atrodams
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7. nodalā̦. Tajā stingrā formā pamatots vispārzināmais fakts, ka GDA minimizācija
var novest pie tās struktūras ”sarežg̒ı̄šanās”. Lı̄dz šim šis fakts tika pamatots ar
nelieliempiemēriem, bet 7.1. teorēma apgalvo, ka regulāras valodasminimālā GDA
BC-sarežg̒ı̄tı̄ba nav polinomiāli ierobežota ar pašas valodas BC-sarežg̒ı̄tı̄bu.

Taču cits jautājums, kas ir kaut kādā zin̦ā lı̄dzı̄gs iepriekšējam, ir palicis neatri-
sināts: vai BC-sarežg̒ı̄tı̄ba var samazināties, ja izmanto kodējumu, kas navminimā-
lais? Zināms, ka n stāvoklu̦ GDA stāvokli var iekodēt ⌈logn⌉ stāvokla̦ bitos. Vai var
gadı̄ties, ka šı̄ GDAminimālajai log̒iskās shēmas reprezentācijai (reprezentācijai ar
minimālo BC-sarežg̒ı̄tı̄bu) ir vairāk par ⌈logn⌉ stāvokla̦ bitiem?

Daudzi uzdevumi, kas GDA standarta reprezentācijas gadı̄jumā ir tik viegli, ka
tos reti kad aplūko (stāvoklu̦ sasniedzamı̄ba, ekvivalence), izrādās daudz grūtā-
ki gadı̄jumā, ja GDA ir uzdots ar log̒isko elementu shēmu. 9. nodalā̦ pamatots, ka
vairāki šādi jautājumi, tai skaitā BC-sarežg̒ı̄tı̄bas minimizācija, ir PSPACE-pilnı̄gi.

Taču, iespējams, vispraktiskākais jautājums no algoritmiskās sarežg̒ı̄tı̄bas vie-
dokla̦: cik sarežg̒ı̄ti ir dotam GDA (standarta reprezentācijā) atrast optimālu log̒is-
kās shēmas reprezentāciju, pagaidām paliek neatrisināts.
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[27] Antonio Lozano and José L Balcázar. The complexity of graph problems for
succinctly represented graphs. In InternationalWorkshop onGraph-Theoretic
Concepts in Computer Science, pages 277–286. Springer, 1989.

[28] OB Lupanov. Asymptotic Estimates of the Complexity of Control Systems (in
Russian). Moscow State University, 1984.

[29] George H Mealy. A method for synthesizing sequential circuits. Bell System
Technical Journal, 34(5):1045–1079, 1955.

[30] Frank R Moore. On the bounds for state-set size in the proofs of equivalence
between deterministic, nondeterministic, and two-way ϐinite automata. IEEE
Transactions on computers, 100(10):1211–1214, 1971.

[31] RG Nigmatullin. The complexity of Boolean functions (in russian). Nauka,
Moscow, 1991.

[32] Michael O Rabin and Dana Scott. Finite automata and their decision prob-
lems. IBM journal of research and development, 3(2):114–125, 1959.

[33] Arto Salomaa. Theory of automata. Elsevier, 2014.

[34] Arto Salomaa, Kai Salomaa, and Sheng Yu. State complexity of combined ope-
rations. Theoretical Computer Science, 383(2-3):140–152, 2007.

[35] Claude Shannon et al. The synthesis of two-terminal switching circuits. Bell
Labs Technical Journal, 28(1):59–98, 1949.

[36] Howard Straubing. Finite automata, formal logic, and circuit complexity.
Springer Science & Business Media, 2012.

[37] Robert Endre Tarjan. Complexity of monotone networks for computing con-
junctions. Annals of Discrete Mathematics, 2:121–133, 1978.

[38] BA Trachtenbrot and JM Barzdin. Finite Automata: Synthesis and Behaviour.
Nauka, Moscow, 1970.
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