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Anotacija

Saja darba no sareZgitibas viedokla tiek apliikots galigu automatu stavoklu ko-
désanas uzdevums. Tiek ieviests un pétits galigu automatu un regularu valodu sa-
rezgitibas mers, BC-sareZgitiba, kas péc biitibas ir galiga automata parejas funkci-
jas logiskas shémas sarezgitiba.

Regularu valodu BC-sareZgitiba ir novértéta attieciba pret stavoklu sarezgitibu
un tai tiek iegiitas sakritosas aug$éjas un apakséjas robezas gandriz visam valo-
dam ar doto stavoklu sareZgitibu. Sadas robezas tiek iegiitas ari attieciba pret ne-
determinéto stavoklu sarezgitibu, kur gan tas nav sakritosas. Tiek pieradits, ka ga-
ligu automatu minimizacija var novest pie vairak neka polinomiala to BC-sareZgitibas
pieauguma.

Galigi automati, kas izteikti ar logisko elementu shému, tiek aplikoti ari no al-
goritmiskas sarezgitibas viedokla. Tiek pamatots, ka daudzi vienkarsi jautdjumi
(stavok]u sasniedzamiba vai ekvivalence, automata minimizacija) $ada reprezen-
tacija ir PSPACE-pilnigi.
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1. nodala

Ievads

oy

Galigu automatu stavokla sarezgitiba [38][19] tiek pétita jau kop$ automatu
teorijas pirmsakumiem, vairak neka 50 gadus, un kops ta laika ta ir bijusi galvenais
mers, lai novéertétu galiga automata sarezgitibu. Bet, lai ar1 ta kalpo labi automa-
tiem standarta reprezentacija, ta ne vienmeér pilniba atspogulo automata "intuiti-
vo” sarezgitibu. Lai to ilustrétu, apliikosim divus galigus automatus ar vienu un to
pasu stavok]u skaitu, no kuriem viens ir "intuitivi” krietni sarezgitaks par otru.

Aplikosim galigu determinétu automatu (GDA), kas pazist tadu regularu valo-
du binara alfabéta, kura sastav no vardiem, kuros starp pedéjiem 1000 simboliem
ir para skaits vieninieku. Viegli pieradit, ka $adam automatam nepiecie$ami 2000
stavokli (un ar to pietiek), bet Sadu GDA var viegli realizét, glabajot ta stavoklu
telpu 1000 bitu registra, kurs atceras pédéjos 1000 simbolus.

No otras puses, apliikosim ”patvaligu” GDA binara alfabéta ar 2'°°° jeejas sta-
vokliem. Nav visparigas metodes, ka to aprakstit citadi, ka ar ta stavoklu parejas
tabulu, kura sastavées no 2'°°! rindinam un kura (ka tas tiek uzskatits) biitu lielaka
par musu visumu.

Lielu stavok]u skaitu var viegli attélot kompakta forma: 2" stavoklus var ieko-
dét n stavokla bitos. Tas ir spéka abiem ieprieks apliikotajiem GDA. Bet transfor-
macija, kura jaizrekina, parejot uz nakamo stavokli, dazos gadijumos var bt vien-
karsa, bet citos loti sarezgita.

Stavoklu kodésanas uzdevums: atrast galigam automatam efektivu veidu, ka
nokodét ta stavoklus, lai ta parejas funkcija biitu “vienkarsa”, ari tiek pétits jau
kops paSiem automatu teorijas pirmsakumiem|[17]. Pie tam $i "vienkarsiba” var
tikt saprasta dazadi: klasiskaja gadijuma[9][24] stavoklu kodéjuma mégina mini-
mizét atkaribas starp mainigajiem, tada veida samazinot realizeéjamas Biila fun-
kcijas sarezgitibu, bet daudzi raksti[5][22] ir veltiti ar1 efektiva stavoklu kodéjuma
atrasanai, lai minimizétu vidéjo parslégsanos skaitu atminas elementiem (bitiem),
tadéjadi minimizéjot videjo elektribas patérinu.

Tacu, lai gan stavok]u kodésanas uzdevums ir pétits jau ilgak neka 50 gadus,
tas l1dz $im ir aplikots tikai ka optimizacijas uzdevums. Ka ilustraciju $im faktam
var minét to, ka daudzos rakstos ta mérkis tiek saukts par “iegitas logiskas shémas
laukuma minimizaciju”[13], kas norada uz o pétijumu praktisko raksturu. Bet péc
savas bitibas stavoklu kodésanas uzdevums ir tipisks sarezgitibas uzdevums.

Ta més nonakam pie $1 darba galvenas témas — BC-sarezgitibas, kas ir sarezgi-
tibas mers galigiem automatiem un regularam valodam. Pavisam vienkarsi izsako-
ties, BC-sareZgitiba ir GDA parejas funkcijas izteiktas ka logisko elementu shémas



sarezgitiba. Precizak BC-sareZgitiba tiks nodefinéta i darba §. nodala.

Pirms tam, B nodal3, tiks aplikoti nepiecie$amie matematikas un datorzinat-
nes pamatjédzieni, bet . nodala tiks precizi nodefinéts, ka galigu automatu aprak-
stit ar logisko elementu shému (shémam).

Talak, @ nodalas turpinajuma, BC-sarezgitiba tiek salidzinata ar stavoklu sarez-
gitibu, tiek pamatots, ka GDA (un regularam valodam) ar vienu un to pasu stavok]u
sarezgitibu, BC-sarezgitiba var at$kirties eksponenciali. Regularam valodam ar do-
tu stavokla sarezgitibu tiek pieradits "Senona efekts”: gandriz visiem automatiem
BC-sarezgitiba ir tuva savai maksimalajai iespéjamajai vértibai.

Nakamaja, E nodala BC-sarezgitiba tiek salidzinata ar nedeterminéto stavoklu
sarezgitibu. Lidzigi ka ieprieks, tiek iegtitas regularu valodu BC-sarezgitibas augsé-
jas un apaks$éjas robezas attieciba pret to nedeterminéto stavoklu sareZgitibu. Lai
ari Senona efekts nedeterminétas stavok]u sareZgitibas gadijuma netiek pieradits,
augs$éja un apaks$éja robezas ir tuvas, tas atsSkiras ne vairak ka 4 reizes.

BC-sarezgitiba dazadam valodu operacijam: apvienojumam, $kélumam, konka-
tenacijai, apversanai un Klini sléegumam ir apliikota E nodala. Var noveérot, ka BC
sarezgitiba valodai, kas iegiita jebkuras aplikotas operacijas rezultata, ir mazaka,
neka ta butu patvaligai valodai ar doto stavok]u skaitu.

BC-sarezgitibas saistiba ar GDA minimizaciju aplikota @ nodala. Tur atrodams
viens no $i darba galvenajiem rezultatiem: teoréma, kura pieradits, ka GDA sta-
voklu skaita minimizacija daZos gadijumos var novest pie vairak neka polinomiala
BC-sarezgitibas pieauguma.

Ta ka BC-sarezgitiba ir ciesi saistita ar stavok]u kodés$anas uzdevumu un tas pa-
rasti tiek aplikots galigiem automatiem ar izeju, tad B nodala aplikota automatu
ar izeju logiskas shémas reprezentacijas un BC-sarezgitiba.

Darba E nodala apliikota algoritmiska sarezgitiba dazadam darbibam ar au-
tomatiem to logiskas shémas reprezentacija. Pamatots, ka daudzas operacijas, kas
GDA standarta reprezentacija ir salidzinosi "vieglas” (stavok]u sasniedzamiba, GDA
ekvivalence un minimizacija), logiskas shémas reprezentacija ir PSPACE-pilnigas.

Darba nobeiguma aplikoti BC-sarezgitibai lidzigi jédzieni (Kolmogorova sa-
rezgitiba, alternéjosi automati, regularu valodu logiskas shémas sarezgitiba) un
paskaidrotas butiskakas atskiribas.



2. nodala

Izmantotie jédzieni un
apzimejumi

2.1. Vardi un valodas

Par vardu kada alfabéta X sauc galigu simbolu virkni w = wjws ... wy, kur
w; € X visiem i, k = |w| $aja gadijuma ir varda garums. Ar ¥* apzimé visu vardu
kopu alfabéta X.

Par varduu = ujus ... u; un v = v1vs ... v; konkatendciju sauc vardu

uv = uUrug ... U102 ... 0;.

Ar u™ apzimésim n vienadu vardu v konkatenaciju, ar u° = ¢ apzimésim tukso

vardu, kurs$ nesatur nevienu simbolu, jebkuram vardam « ir spéeka, kau = eu = ue.
Neskirosim alfabéta simbolus no vardiem ar garumu 1. Par varda v = wjus . .. ug
apversto vardu u' sauksim w uzrakstitu no otra gala wft = ug ... usuq.

Par valodu sauc patvaligu vardu kopu, tas ir X* apakskopu. Par valodu apvie-
nojumu un $kélumu sauc to apvienojumu un skélumu kopu teorijas izpratne. Par
valodas L apversto valodu L sauc visu valodas L apvérsto virdu kopuu € L <=
uf* € L. Par valodu L; un Ly konkatenaciju L Ly sauc visu vardu uv kopu, tadu,
kaw € Ly unv € Lo. Apzimésim L' = L, L? = LL, L? = L?L utt, papildus tam
LY = {e}. Tad par Klini slégumu valodai L sauc valodu

+oo
L*=1°UL'uL?UuLliyU.. = ULi.
=0

Par regularam valodam alfabéta ¥ sauc tukSo valodu, valodu, kas sastav no tuk-
$a varda, valodas, kas sastav no jebkura viena burta varda, ka ari visas valodas, ko
var iegit no iepriekSminétajam, atkartoti pielietojot apvienojumu, konkatenaciju
un Klini slégumu.



2.2. Galigie automati un regularas valodas

2.2.1. Galigi determineti automati

Galigs determinéts automats (GDA) [29] ir viens no popularakajiem skait]osa-
nas modeliem, kas datorzinatné tiek pétits jau kops 50. gadiem. Tam ir vairakas
variacijas, bet més galvenokart aplilkosim GDA bez izejas (akceptorus) un tikai
E. nodala nedaudz pieveérsisimies galigiem automatiem ar izejas lenti.

Definicija Galigs determinéts automats (GDA) ir kortezs (Q, 3, 0, qo, @), kur
1. @ ir stavok]u telpa (galiga kopa)
2. Y ir ieejas alfabéts (galiga kopa)
3. §: 3 x Q — Q ir parejas funkcija
4. qp € @ ir sakuma stavoklis
5. Q C Q ir akceptéjoso (beigu) stavoklu kopa

GDA sak darbu stavokli ¢, katra soli tas nolasa no ieejas lentes vienu simbolu
x € X un nomaina savu stavokli. Ja GDA atrodas stavokli ¢ € @ un nolasa ieejas
simbolu z € ¥, tad tas pariet uz jaunu stavokli §(z, q).

Parejas funkciju 6 dabiga veida (ar matematisko indukciju) var paplasinat t3,
lai ta ka pirmo argumentu sanemtu >* — visu iespéjamo vardu kopu alfabéta .. Ja
ar £ apzime tukso vardu, tad é(g, ¢) = ¢ un jebkuram vardam v € ¥* un simbolam
x € ¥ izpildas §(ux, q) = 6(x,5(u, q)).

Ja GDA péc ieejas varda nolasiSanas atrodas kada stavokli g € Q, tad tas o
vardu akcepté, pretéja gadijuma noraida. Saka, ka GDA A pazist valodu L, ja tas
akcepté visus vardus, kas pieder $ai valodai, un noraida visus vardus, kas tai ne-
pieder: R

weL < 0(w,q) € Q.

Ir zinams, ka ar GDA var akceptét visas regularas valodas un nekadas citas (Kli-
ni teoréma). Par regularas valodas L stavok]u sareZgitibu sc(L) sauc mazako iespé-
jamo stavoklu skaitu GDA, kas pazist So valodu.

Divus GDA sauc par ekvivalentiem, ja tie pazist vienu un to pasu valodu. Katram
GDA A var atrast minimalo ekvivalento GDA M (A) (GDA ar minimalo iesp&jamo
stavok]u skaitu, kas ekvivalents dotajam GDA), $ads minimalais GDA M (A) katram
minimalo GDA, kas pazist doto regularo valodu L.

Minimala GDA atrasanu sauc par GDA minimizésanu, tai efektivs algoritms (mi-
nimizacijas algoritms) [38], kas darbojas polinomiala laika no GDA stavok]u skaita.
Lielos vilcienos minimizacijas process sastav no divam dalam:

e vispirms tiek atmesti visi nesasniedzamie GDA stavokli (tie, kuros GDA nevar
nonakt ne ar kadu ieejas vardu)

» péctam tiek "saliméti” kopa visi ekvivalentie stavokli (tie, kurus uzstadot par
GDA sakuma stavokliem, tas akceptétu vienu un to pasu valodu).

Saja darba més apliikosim tikai pilnus automatus, kam parejas funkcija definé-
ta visam ¥ x @ vértibam. Nepilnus automatus (kam 81 funkcija dazam veértibam
var nebut defineta) var parveidot par pilniem, pieliekot klat ne vairak ka vienu
stavokli.



2.2.2. Galigi nedeterminéti automati

Par galigu nedeterminétu automatu GNA sauc Kortezu (Q, 2, 4, qo, @), kuram
1. @ ir stavokl]u telpa (galiga kopa)

2. Y ir ieejas alfabéts (galiga kopa)

3. §: ¥ x Q — 2% ir parejas funkcija

4. Qo C Q ir sakuma stavoklu kopa

5. Q C Q ir akceptéjoso (beigu) stavoklu kopa

GNA ir GDA visparinajums. AtsSkiriba no GDA , nolasot ieejas simbolu, GNA no
katra stavokla var pariet uz vairakiem citiem stavokliem. Sakot darbu, tas atrodas
stavok]u kopa Qg un, péc katra simbola nolasiSanas, tas pariet uz kada citu savu
stavok]u apakskopu. Ja tas atrodas stavoklu kopa S C @ un nolasa ieejas simbolu
z, tad tas pariet uz stavoklu kopu S, kurai

S' = dg,2).

q€S

Ja péc visa varda nolasiSanas GNA atrodas stavok]u kopa S un kads no Siem sta-
vokliem ir beigu stavoklis (SN Q+# (), tad tas $o vardu akcepté. GNA pazist valodu
L, ja tas akcepte visus vardus, kas pieder $ai valodai, un noraida visus vardus, kas
nepieder $ai valodai. Vienkarsibas péc apliikosim tikai GNA bez e-parejam.

GNA ekvivalenta GDA konstrukcija aprakstita jau 1959 gada[32], kur ari dots
augsejais novertéjums $ada GDA izméram — tas ir 27, ja sakotnéjajam GNA bija n
stavok]u. Vélak tika pamatots[30], ka Sis novértéjums ir precizs un dazam valodam
atbilstoSie minimalie GDA ir eksponenciali lielaki par minimalajiem GNA.

Par regularas valodas L nedeterminéto stavoklu sarezgitibu nsc(L) sauc mini-
malo stavoklu skaitu, kas ir kadam GNA, kas pazist So valodu. No iepriekSminéta
izriet, ka jebkurai regularai valodai L ir speka

nes(L) < se(L) < 2mse),

2.2.3. GDA un GNA skaita novértéjums

Dazado GDA skaits ar s stavokliem k simbolu alfabéta ir 2°s** — iespéjamas 2°
beigu stavok]u kopas un s*¢ parejas funkcijas. Ta¢u daudzi no tiem ir ekvivalenti
un pat izomorfi. Saja darba mums bils nepieciesams neekvivalentu GDA un GNA ar
ne vairak ka s stavokliem skaita apakséjais novértéjums, kuru nemsim no raksta
[14] nedaudz vienkarsota forma.

Apzimésim ar £F (M*) dazadu regularu valodu skaitu & simbolu alfabéta, kuru
stavok]u (nedeterminéta stavok]u) sarezgitiba neparsniedz n. Tada gadijuma

2.1. Teoréma ([14])

|gF| > gk=D)s un 2007 < k) < 242887 jak > 2,
el > 20 un 2% < M| < 2808, jak=1.

Seit un turpmak ar log apzimésim logaritmu pie bazes 2.



2.3. Asimptotiskie novertéejumi

Lai asimptotiski salidzinatu divas funkcijas f un g, més izmantosim sekojosu
apziméjumu (kas nemts no [28]):

) £t = Jim T8 <1

Sis apziméjums ir preciziks neka standarta apziméjums f(x) = O(g(x)), ko lieto
sarezgitibas teorij3, jo tas nem véra konstantus reizinatajus. Ar standarta apzime-
jumiem to var izteikt $ada veida:

fn) S g(n) < f(n) <g(n)(1+o(1)).

Galigu kopu saimei {S,,} teiksim, ka Ipasiba P(x) izpildas gandriz visiem = €
Sn,ja to x dala, kuriem P(x) neizpildas, tiecas uz nulli, kad n tiecas uz bezgalibu:

0.

P(z) gandriz visiem z € S,, <= lim {z € Sn: ~P(@)}| _

n—oo |Sn‘

Apvienojot Sos abus jédzienus, teiksim, ka f(z) < h(n) gandriz visiem z € S,,,
ja eksisté tada funkcija g(n),ka f(x) < g(n) gandriz visiemz € S,, un g(n) < h(n).
Teiksim, ka summa f(n) + g(n) saskaitamais f(n) dominé par g(n), ja

im 200 _ o,

un biezi izmantosim to, ka $ada gadijuma f(n) + g(n) < f(n).

2.4. Logisko elementu shémas

Meés apliikosim logisko elementu shémas (logiskas shémas) to parastaja izprat-
né, izmantojot tikai standarta bazes elementus (&, V, —).

Logisko elementu shéma ir orientéts grafs bez cikliem, kura katra virsotné ienak
ne vairak ka divas Skautnes. Ja virsotné neienak neviena Skautne, tad $o virsotni
sauc par ieeju un tai piekarto ieejas mainigo z; vai konstanti 0 vai 1. Paréjas vir-
sotnes sauc par logiskajiem elementiem un apzimé ar Biila funkcijam:

1. —,javirsotné ienak viena Skautne,
2. &vaiV,javirsotné ienak divas Skautnes.

DaZas no virsotném tiek uzskatitas par izejas virsotném un apzimetas ar sim-
boliem y1, . .., y,. Attélos uzskatamibas de] izejas virsotnes més attélosim ka at-
seviskas virsotnes bez izejam ar vienu ieeju, kura ienaks bultina no "istas” izejas
virsotnes.

Logisko elementu shéma ar n ieejas virsotném un m izejas virsotném dabi-
ga veida rekina kadu Bila funkciju F : {0,1}™ — {0,1}™. Katrai virsotnei a
induktivi péc garaka iespéjama cela garuma no kadas ieejas virsotnes piekarto-
sim Bila funkciju f, : {0,1}" — {0, 1}. Katrai ieejas virsotnei z; $1 funkcija ir
f(z1,...,x,) = x;, parejam virsotném ta ir atbilsto$a Bila funkcija (&, v, =) no



atbilsto$o ieejas virsotnu (virsotnes) vértibam. Visas logisko elementu shémas ré-
kinata funkcija F' : {0,1}"™ — {0, 1}™ ir:

F:flll Xfyzx"'xfym-

Par logiskas shémas F’ sarezgitibu C'(F') sauksim tas logisko elementu skaitu.
Katru Bila funkciju f : {0,1}™ — {0, 1}™ var aprakstit ar logisko shému (bez-
galigi) daudzos veidos. Par funkcijas sareZgitibu C(f) sauksim minimalo sareZgi-
tibu kada ir kadai logisko shémai, kura apraksta So Bila funkciju.
Apzimésim ar N (n,m, c¢) to Bila funkciju {0,1}" — {0, 1} skaitu, kuru sa-
reZgitiba neparsniedz c. So skaitli var novértét no augsas, novértéjot cik ir dazadu
logisko shému ar ¢ elementiem.

2.2. Teoréma ([28])
N(n,m,c) < 9" (c+n)ct™.

Pieradijums Novértésim logisko shému skaitu ar n ieejam, m izejam un c ele-
mentiem. Pieskirsim numurus no 1 lidz ¢ visiem logiskajiem elementiem, un no
¢ + 11idz ¢ + n visam ieejam. Katram logiskajam elementam piekartosim skaitlu
trijnieku (i1, iz, t), kur

e 1 <iy,is < c+mnirlogiska elementa pirmas un otras ieejas numurs (logiska
elementa ieeja var tikt padots vai nu mainigais no logiskas shémas ieejas, vai
ar1 kads cits $is logiskas shémas elements).

e 1 <t < 3ir attieciga logiska elementa tips (&, V, —).

Negacijas (—) gadijuma, kam ir tikai viens ieejas arguments, varam uzskatit,kai; =
i9. Katru no m izejas elementiem var aprakstit ar tam atbilsto$a logiska elementa
(vai ieejas bita) numuru. Tatad $adu logisko shému kopuma ir ne vairak ka (3(c +
n)?)¢- (c+n)™. Pie tam katru logisko shému més esam ieskaitijusi c! reizes visam
dazadajam c logisko elementu numeracijam. Tapéc

3 2\c m
N(n,m,c) < (3(c+n)")*(c+n) )
c!
Noveértejot ¢! > g—z, iegiist
N(n,m,c) < 3°3°(c+n)(c+ n)m@,
un, ta ka ( )
c+n)° N
= ((1+ Z)=)? < 37
(i<
tad

N(n,m,c) <9%(c+n)*(c+n)"3" <9 (c+n)™. |

2.4.1. Senona efekts un Senona funkcija

Pirms 70 gadiem ar savu slaveno rakstu [35] Klods Senons lika pamatus logisko
elementu shému un Biila funkciju sarezgitibai. Un jau tad vins ievéroja, ka gandriz
visam Biila funkcijam to sarezgitiba ir tuvu maksimali iespéjamajai vértibai. Lai arl



pilniba So efektu vin$ nepieradija un tas tika noslipéts tikai talakos darbos [28],
tomeér, ta ka vins bija pirmais, kurs ar nekonstruktivam metodém ieguva apakséjo
robezu Biila funkciju sarezgitibai gandriz visam funkcijam, So efektu tagad sauc
vina varda.

Vispariga gadijuma3, kadai objektu klasei ), un to sarezgitibas méram C'() ir
spéka Senona efekts, ja gandriz visiem = € F,, ir spéeka

C(x) 2 max{C(y) : y € F,}.

Ta ka turpmakaja darba So jédzienu més lietosim diezgan biezi, tad apliikosim Seit,
ka tad tas izpauZas Kklasiskaja gadijuma, kad objekti ir Biila funkcijas un sarezZgitiba
ir to logiskas shémas sarezgitiba.

2.3. Teorema ([28]) Visam Biila funkcijam f : {0,1}"™ — {0,1}™

m - 2"

A
CU) S o ogm

Gandriz visam Bula funkcijam f : {0,1}™ — {0,1}™

n
c(f) > _m-2"
n + logm

Pieradijums Sis teorémas (vai precizak, divu atsevisku teorému) pieradijums ga-
dijumam kad m = 1 ir atrodams daudzas gramatas [43], gadijumu, kad m > 1, at-
rast ir grutak (krievu valoda tas ir [28]), bet metode ir ta pati ka m = 1 gadijuma.
Augséjo robezu iegist ar specialas konstrukcijas palidzibu, bet apaksé€jo robe-

Zu — nekonstruktivi, péc Dirihlé principa (saskaitot visas Biila funkcijas no n mai-
nigajiem(to ir 22"), saskaitot visas logisko elementu shémas no n mainigajiem ar
m izejas mainigajiem un ne vairak ka #{%gnm logiskajiem elementiem (ar @ teo-
rémas palidzibu) un novertéjot, ka pirmais skaitlis ir daudz lielaks par otro).

Dazos gadijumos mums naksies saskarties ar Buila funkcijam, kuras nav define-
tas visam iesp€jamajam savu argumentu vértibam. Mums nodereés $ads B teore-
mas augséjas robezas visparinajums. Apzimésim ar F"»"* Biila funkciju ar n ieejas
mainigajiem un m izejas mainigajiem klasi, kuras var pienemt dazadas vértibas
leksikografiski pirmajam v argumentu vértibam, bet paréjam 2 — v argumentu
vertibam, to vertiba ir 0™.

2.4. Teorema ([28]) Ja (v;, m;) ir tada skaitJu paru virkne, ka

e U — 400

. logm; — 400

v

tad visiem x € C(F"i"™)
vimy;
Cl@) Sy
log(vim;)

Gadijuma, ja visi v; = 2™ ir divnieka pakapes, més iegiisim tiesi to pasu rezul-
tatu, ko no @ teorémas augs$éjas robezas.

Ieprieks€jo teoremu nekonstruktivie apakséjie novertéjumi stipri kontrasté ar
labakajiem konstruktivajiem novertéjumiem konkrétam funkcijam. Pieméram, m =



1 gadijuma gandriz visam Biila funkcijam C(f) > 27, bet labakie apakséjie nover-
teéjumi konkrétam funkcijam visparigaja gadijuma ir lineari attieciba pret n.

Tas ir kaut kada zina parsteidzoss fakts, ka, lai ar1 zinams, ka gandriz visas fun-
kcijas ir "sarezgitas”, tomeér atrast kadu konkrétu "sarezgitu” funkciju nav iespé-
jams. Neskatoties uz to reizém kada konkréta "sarezgita” funkcija ir vajadziga un
tapéc lieto Senona funkcijas jédzienu.

Par Senona funkciju no n mainigajiem Sh,, sauc leksikografiski pirmo Biila fun-
kciju f : {0,1}™ — {0, 1}, kuras sareZzgitiba ir maksimala iespéjama no visam $a-

dam funkcijam. No 2.3 teorémas izriet, ka Senona funkcijas sareZgitiba ir lielaka
par 2™ /n.

2.4.2. Dazu "praktisku” Biila funkciju sarezgitiba

Lai ar1ieprieks tika paradits, ka lielakajai dalai Baila funkciju sarezgitiba ir tuvu
maksimalajai un ta ir eksponenciala attieciba pret ieejas bitu skaitu, tomer lielai
dalai "praktisku” funkciju $i sarezgitiba ir daudz mazaka. Sekojosa teoréma apli-
kosim sareZgitibu 4 pamatfunkcijam: konstantes pieskaiti$anai, salidzinasanai ar
konstanti, izvéles funkcijai un modula funkcijai, kuras velak tiks izmantotas ka sa-

Vo=

stavdalas (bloki) no kuram tiks blvétas sarezgitakas logiskas shémas.
2.5. Teoréma SareZgitiba Bila funkcijai f,, : {0,1}" — {0, 1}, kurai
ful@) =14z >u,

nav lielaka par n.

SareZgitiba Bila funkcijai f,, : {0,1}" — {0,1}", kurai

fo(z) =z £v mod 2",

nav lielaka par 6n

Sarezgitiba Bila funkcijai f : {0,1}*"*1 — {0,1}", kurai
z, jat=0
y, jat=1,

f(x,y,t) = {

nav lielaka par 3n + 1 (x un y ir n-bitu mainigie, t ir viena bita mainigais).
SareZgitiba Biila funkcijai f,, ., : {0,1}" — {0, 1}, kurai

fuv(@)=1+2z=u mod v,
nav lielaka par 15n2.

Pieradijums Saksim ar salidzinasanas funkciju. Tai més varam uzkonstruét logis-
ko shému, izmantojot parasto atnemsanu « — x ar parnesumu. Ja péc pédéja (n-ta)
bita parnesuma veértiba bis 1, tad « ir mazaks par u. Apzimésim ieejas mainigos
(bitus) ar z,, . . . xox1, konstantes u bitus ka u,, . . . usuq , kur z; (attiecigi u;) ir ma-
zak zimigais bits. Parnesumu péc i-ta bita apzimeésim ar ¢;, mums nepiecieSams
aprekinat c,,. Ta ka péc ¢-ta bita biis parnesums, ja u; < x; + ¢;—1, tad parnesumus
var aprékinat ar $adam darbibam:

¢ = (~u&aq)
C2 = ("’LLQ&.’EQ) V (Cl&(_\UQ V ILQ))
en = (Tun&zn)V (cno1&(un V 2,))
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Ta ka u ir konstante, tad katra rindina var ievietot attiecigo bita u; vértibu un
izteiksme vienkarsojas par:

o = QG Vi, jau;=0
’ Ci—1 &xi, ja u; = 1.

Tatad katra soli ir ne vairak par vienu logisko elementu (pirmaja soli nav ne-
viena) tad kopéja $is logiskas sheémas sareZgitiba neparsniedz n — 1. Gadijum3, ja
jasalidzina butu pretéja virziena (r < wu), rezultats biitu tads pats. Gadijuma, ja
nepiecieSama stingra vienadiba, to var aizstat ar nestingro, pievienojot gala rezul-
tatam negaciju

(x <u) < =(u<x).

Lidz ar to jebkurai salidzinasanai nav vajadzigs vairak par n logiskajiem elemen-
tiem.

SaskaitiSanu y = x+u varaizstataratnemSanuy = z—u’,kuru’ = 2" —w. Lidz
ar to atliek noskaidrot sarezgitibu atnemsanai. Ka ieprieks pieradits, lai aprékinatu
parnesumu ¢;, katra soll nevajag vairak par vienu logisko elementu. Rezultata i-
ais bits ir vieninieks, ja nepara skaits no bitiem z;, u;, ¢;—1 ir vieninieki. Tadéjadi
atkariba no u; (kas ir konstante), rezultatu var aprékinat sadi:

o (l‘i&ci_l) V (—\xi&—\ci_l), jau; =0
! (JCZ‘&_‘CZ‘_1) V (—\xi&ci_l), ja U; = 1.

Katra gadijuma papildus nepiecieSams ne vairak par 5 logiskajiem elementiem
katra solj, lidz ar to kopéja sareZgitiba atnemsanai (saskaitiSanai) nav lielaka par
on +n = 6n.

Izveles funkcijai f(z,y, t) rezultats ir vai nu x vai y atkariba no bita ¢ vértibas.
Katru (i-to) izejas bitu z; var aprékinat péc formulas z; = (z;&-t) V (y;&t), kopa
tam nepiecie$Sami 3n+1 logiskie elementi (negaciju pie ¢ pietiek aprékinat vienreiz,
jo Sis loceklis ir kopigs visiem izejas bitiem).

Modularajai salidzinasanai x = v mod v logisko shému konstruésim pa so-
liem. Visparigais algoritms sastav no n soliem, ¢, = «, un j tais solis ir $ads:

t; — 2"y, jat; > 2"y
tit1 = : n—j
t;, jat; <2" v,

Katra soli jaizveic viena salidzinaSana un viena atnemsana, pie tam atnemsana
jau ietver sevi salidzinasanu lidz ar to to kopéja sarezgitiba neparsniedz 12n (Sis
darbibas javeic 2n bitu skaitliem). Papildus izvéles bloka sareZgitiba neparsniedz
3n + 1, pie tam —¢ aprékinasana ir jau ietverta salidzinaSanas operacijas sarezgiti-
ba, ka rezultata $is dalas sarezgitiba samazinas lidz 3n. Lidz ar to kop€ja viena sola
sarezgitiba neparsniedz 15n un kopéja logiskas shémas sarezgitiba neparsniedz
1502 |

Turpmak diagrammas izvéles funkciju f(z,y, t) apzimésim ar rombu, kura ie-
rakstits nosacijums, kurs atgriez bitu ¢, bet malas pienakosajas bultinas atrodamas
attiecigi = (pa kreisi) vai y (pa labi) vértibas. Daudz kur, értibas labad, vairaku (n)
argumentu disjunkcijas vai konjunkcijas arl apzimésim ar vienu operaciju, kaut
gan tas ir n — 1 atseviska operacija (disjunkcija vai konjunkcija).
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2.5. Tjuringa masSinas

Tjuringa masinas (TM) ir pats popularakais skaitloS8anas modelis, ko izmanto
teorétiskaja datorzinatné. Cérca téze apgalvo, ka jebko, ko var izrékinat kada algo-
ritmiska veida, var izrékinat ari ar Tjaringa masinu.

Pasam Tjuringa masinam ari ir vairakas modifikacijas. Pasa vienkarsakaja mo-
deli Tjaringa masinai ir viena uz vienu pusi bezgaliga lente, pa lenti slid darba gal-
vina, sakuma uz lentes ir uzrakstits ieejas vards.

Tjiringa masina sak darbu stavokli ¢q. Katra soli lentes galvina nolasa tekoso
simbolu un, vadoties péc stavoklu pareju tabulas (TM programmas), nomaina to,
nomaina savu stavokli un pabidas vienu ratinu pa labi vai pa kreisi (vai paliek uz
vietas). Tjiringa masina beidz darbu, kad ta nonak stavokli ¢,. Uz lentes uzraksti-
tais vards tad ari ir programmas rezultats.

Formali par Tjiiringa masinu sauc kortezu (Q, X, A\, I, qo, ¢, 9), kur

1. @ ir tas stavoklu telpa

2. Y ir tasieejas (un izejas) alfabéts

3. A\ ¢ X ir tuksais simbols

4. T'= X U {\} ir tas darba alfabéts

5. qo un gy ir attiecigi tas sakuma un beigu stavokli

6. 0:Q xI'—> Q xT x{L,C, R} ir tas parejas funkcija

Katra Tjuringa maS$ina rékina funkciju ¥* — X%, kur X ir tas ieejas alfabéts
(més apliikojam tikai tas Tjiringa masinas, kuras vienmer apstajas). Ipasi var iz-
dalit tas Tjuringa masinas, kuras uz jebkuriem ieejas datiem atgriez vértibu 0 (né)
vai 1 (ja), par tam var teikt, ka tas atpazist valodu, visu to vardu kopu, uz kuram si
TM atgriez 1.

Nedeterminétai TM katram stavoklim un ieejas simbolam var atbilst divas da-
Zadas parejas. Nedeterminéta Tjuringa masina pazist vardu z, ja tai var izvéleties
$1s parejas ta, lai beigas uz lentes atrastos vieninieks.

Saka, ka Tjuringa masina darbojas laika f(n), ja jebkurai ieejai ta apstajas péc
ne vairak ka f(n) soliem, kur n ir attiecigo ieejas datu garums. Tjuringa masinas
lentes sarezgitibair f(n), ja jebkuraiieejai, kuras garums ir n, ta izmanto ne vairak
par f(n) lentes ratinam.

Ir zinams [6][31], ka Tjiringa masinu, kas darbojas laika t, var simulét ar lo-
gisko elementu shému, kura elementu skaits ir p(t), kur p ir kads polinoms, kas
var but atkarigs no Tjiringa masinas stavoklu skaita. Ir dazadas konstrukcijas, ka
to var darit, meés lietosim to (ta nav pati optimalaka), kura katrs Tjuringa masinas
solis tiek simuléts ar vienu un to pasu logisko elementu shému. ST konstrukcija ir
nemta no [31].

2.6. Teoréma Ja Tjiringa masina M, sanemot ieeja n bitus garus ieejas datus, re-
kindsanas procesa lieto ne vairak ka s(n) lentes ritinas, tad katru (jebkuru) M soli
var aprakstit ar logisko elementu shemu, kura ir ne vairak ka cs(n) elementu, kur ¢
ir konstante, kas ir atkariga no M, bet nav atkariga no n.

12
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2.1. att. Tjiringa masinas viena sola simulacija ar logisko elementu shému

Pieradijums Vispirms pievienosim M stavoklu kopai vienu papildus stavokli g,
ko sauksim par tukso stavokli, Sis stavoklis apzimés to, ka M galvina dotaja bri-
di neatrodas tekosaja riitina. lekodésim visus M stavoklus (ieskaitot tukso) m =
[log (|@Q] + 1)] bitos, bet visus ieejas simbolus (ieskaitot tuk$o simbolu \) — k =
[log (|X] + 1)] bitos. Katrai M lentes ritinai atbildis (iekodéti) mainigie, kas satu-
rés iekodétu simbolu 2z € ¥ U {\}, kur$ atrodas dotaja rutina un Tjiringa masinas
stavokli ¢ € QU{q} pirms un péc $isola. Lidz ar to dotajai shémai bas s(n)(m+ k)
ieejas un izejas mainigie.

Logiska shéma, kas simulé vienu M soli, attélota @ ziméjuma. Ta sastav no
divu veidu elementiem — parejas elementiem U un filtra elementiem F'. Parejas
elementi apraksta lentes izmainas $aja soli, bet filtra elementi modelé Tjuringa
masinas galvinas parvietoSanos.

Katrs no s(n) parejas elementiem U (2.2. zim.) lasa iekodétus ieejas simbolu i
un stavokli ¢ (kopa m + k biti), kas atbilst dotajai lentes riitinai, un atgriez (binari
iekodétas) vértibasi’, qr., qc, qr (3m+k biti), kur ¢’ ir jaunais simbols dotaja lentes
rutina, betqr,, go, qr ir jaunais stavoklis $aja (¢¢ ) un blakusesosajas (¢r., gr ) lentes
ritinas, izejot tikai no informacijas, kas pieejama par $o ritinu. Ja ¢ = § tad Saja
lentes rutina galvina neatrodas un parejas elements nedara neko: i/ = i un q;, =
gc = qr = ¢-Bet,jag € Q,i = x € ¥ U {\} un M parejas tabula ieejas parim
(z, q) atbilst pareja (z,q) — (¢, ¢, X), tad tas atgrieZ i’ = 2’ un

9 =9¢,9c=qr =14, jaX=1L,
qC:ql7QL:qR:(ja jaX:C7
QR:q/,QLZQC:(j, ]aX:R

Katrs no s(n) filtra elementiem F parbauda, vai teko$aja soli galvina nonak uz
atbilstosas ritinas no kreisas vai labas puses vai no tas pasas ritinas. Tas sanem
tris vertibas qr., gc, qr no atbilstoSajam rutinam (3m ieejas biti) (Fig. @) un, jaka-
da no $im vértibam nav g, tad tas ieliek So vértibu teko$as ritinas stavokla registra,
pret€ja gadijuma tas tur ieraksta q.

Elementu U un F' izmeérs ir konstants fiksetai Tjiringa masinai M, katrs no
Siem elementiem shéma ieklauts s(n) kopijas. Lidz ar to kopéjais logiskas shémas
izmeérs neparsniedz (|U| + |F|)s(n) = cs(n). |

Si logiska shéma apraksta jebkuru dotas Tjiringa masinas soli. Tatad, savie-
nojot vairakas sadas shémas kopa, (vienas shémas izejas datus padodot nakamas
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2.2. att. Parejas un filtra elementi Tjluringa maSinas viena sola modeléSanai

shémas ieeja) var simulét vairak neka vienu dotas Tjuringa masinas soli.

2.7.Sekas Ja Tjuringa masina M strada laika T'(n) ar lentes sareZgitibu s(n), tad
tds darbibu uz ieejas datiem garuma n var simulét ar logisko elementu shému, kura
ir ne vairak ka cs(n)T (n) elementi, kur c ir konstante, kas ir atkariga tikai no M.

Pieradijums Savienojot kopa T'(n) @ teoréma konstruétas logiskas shémas, ie-
giisim logisko elementu shému, kas modelé dotas Tjuringa masinas darbibu. legi-
tas logiskas shémas izmérs neparsniedz cs(n)T(n). |}

2.8. Sekas Ja Tjuringa masina M darbojas polinomiala laika, tad tas darbibu kat-
ram ieejas datu garumam n var aprakstit ar polinomiala izméra logisko elementu
shemu.

Pieradijums Ja T (n) < p(n), kur p ir polinoms, tad s(n) < T'(n) < p(n), Tjurin-
ga masina laika 7'(n) nevar aizpildit vairak par 7'(n) ratinam. Lidz ar to logiskas
shémas izmérs, kas to modelé, neparsniedz cs(n)T'(n) < cp(n)?. |}

Atseviskos gadijumos Tjiringa masinai izdala atsevisku darba lenti, parasti to
dara tapéc, lai varétu apliikot lentes sarezgitibas klases ar sarezgitibu, kas mazaka
par n.

Sada gadijuma Tjiringa masinai ir divas lentes: ieejas lente, uz kuras ir rakstits
ieejas vards, kuru var tikai lasit, ka ar1 darba lente, kas sakuma ir tuk$a un kuru
var gan lasit gan rakstit. Sadai Tjiiringa masinai par lentes sareZgitibu sauc tas iz-
mantotas darba lentes daudzumu un tas var biit ari mazaks (pat logaritmiski) par
ieejas garumu.

Vel specifiskaks modelis, brivpieejas (random access) Tjuringa masina, tiks ap-
likots E nodala.

2.6. Algoritmu sareZgitibas Kklases

Algoritmu sareZgitibas teorija visbiezak tiek apliikoti atrisinamibas uzdevumi
(decision problems), tie ir uzdevumi, kur iespéjamas tikai divas atbildes: ja (1) vai
né (0). Katra funkcija, kas atgriez tikai Sadas divas atbildes, viennozimigi definé
valodu: visu to ieejas vardu kopu, uz ko ta atgriez vertibu 1.

Vienkarsakas algoritmiskas sarezgitibas klases ir P, NP, PSPACE, NPSPACE, L
un NL. Valoda pieder klasei P (NP), ja to var pazit ar determinétu (nedeterminétu)
TM polinomiala laika. Valoda pieder klasei PSPACE (NPSPACE), ja to var pazit ar

14



determinétu (nedeterminétu) TM ar ne vairak ka polinomialu lentes sarezgitibu.
Valoda pieder klasei L (NL), ja to var pazit ar determinétu (nedeterminétu) TM ar
ne vairak ka logaritmisku lentes sarezgitibu. Zinams, ka PSPACE = NPSPACE (Savica
teoréma).

2.9. Teoréma Jebkuraivalodai L € PSPACE var atrast tadu polinomu s(n), ka eks-
isté Tjiiringa masina ar bindru ieejas alfabétu, kura pazist L ne vairak ka 2°™) solos,
lietojot ne vairak ka s(n) lentes ritinas.

Pieradijums Taka L € PSPACE, tad eksisté Tjiringa masina, kas darbojas binara
alfabéta un pazist L, un kuras lentes sareZgitiba ir kads polinoms s’ (n). Novértésim
tas darba laiku 7'(n) attieciba pret s'(n).

Darba alfabéts $ai TM ir ¥ = {0, 1, A} un tas stavoklu kopa ir Q. Katra soli tas
konfiguracija sastav no datiem, kas uzrakstiti uz lentes, stavokla un galvinas pozi-
cijas. Tatad kopéjais iespéjamais konfiguraciju skaits ir 3° ") |Q|s’(n), kur 35'(") ir
iespéjamo lentes vértibu skaits, | Q| ir iespéjamo stavoklu skaits un s’(n) ir iespéja-
mo galvinas poziciju skaits. Ja kada no konfiguracijam rekinasanas gaita atkartojas
divas reizes, tad Tjuringa maSina ieciklojas. Ta ka tai ir jaapstajas pie jebkuriem ie-
ejas datiem, tad més varam secinat, ka katram Tjiringa maSinas solim atbilst cita
konfiguracija, lidz ar to solu skaits ir ne lielaks ki 7'(n) < 3¢ |Q|s' (n).

Nemsim s(n) = 3|Q|s’(n), tas ariir polinoms, kas acimredzami lielaks par s’(n)
lidz ar to §1 7'M nelieto vairak par s(n) ritinam. Tas darbibas laiku var novertet
sadi:

T(n) < 3s'(n) 1Q|s' (n) < 45" (M)9]Ql9s"(n) _ 93IQls"(n) _ 9s(n)

Noveértéjuma izmantota nevienadiba, ka 2% > x visiem naturaliem skaitliemz. |j

Saka, ka valodu A var polinomiala laika reducét uz valodu B (4 <P B), ja eks-
isté TM, kas darbojas polinomiala laika un rékina funkciju f, tadu, ka

r€ A+ f(x)€eB.

Valodair grita kadai klasei, ja uz to var reducét jebkuru valodu no sis klases. Valoda
ir pilniga kadai valodu klasei, ja ta pieder Sai klasei un ir tai grita.

Polinomiala hierarhija ir analogs daléji rekursivo funkciju aritmeétiskajai hie-
rarhijai ar ierobeZotiem skaitloSanas resursiem. Tas pamata ir valodu klases P un
NP — valodas, ko var pazit polinomiala laika ar Tjiringa masinu vai nedeterminétu
Tjaringa masinu, ka arl rékinasana ar orakulu — saka, ka funkcija pieder sarezgi-
tibas klasei A, ja ta pieder sareZgitibas klasei A, kas papildinata ar iespéju viena
soli atrisinat kadu uzdevumu no klases B.

Polinomialo hierarhiju formali definé $adi: ©§' = P, = NP,xF, = NP,
Visiem ¢ ir speka, ka Ef) C Eﬁrp bet nav pieradits, ka kadam i $is divas kopas biitu
dazadas, kaut gan daudzi uzskata, ka tas ir dazadas visiem i. Ar PH apzimeé visu
polinomialaja hierarhija ietilpstoSo valodu kopu:

+oo
PH=]J=f.
1=0

Zinams, ka sarezgitibas klase PSPACE ietver sevl visu polinomialo hierarhiju PH,
ieskaitot klases P un NP.
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Sarezgitibas klase P/poly satur visas valodas, kuru harakterisko funkciju jeb-
kuram ieejas garumam n var aprakstit ar polinomiala (no n) izméra logisko ele-
mentu shému.

Funkcijai ' : {0,1}* — {0, 1} ir polinomiala izméra logisko elementu shéma
(F' € P/poly), ja eksiste tads polinoms p(x), ka visiem n izpildas C(F|,) < p(n),
kur ar F|,, : {0,1}™ — {0, 1} apzimé funkcijas F' ierobeZojumu uz ieejas virkném
garuma n.

Karpa-Liptona teoréma [23] apgalvo, ka, ja NP C P/poly, tad PH = XL,
Citiem vardiem sakot, ja visam funkcijam no klases NP biitu polinomiala izméra
logisko elementu shémas, tad polinomiala hierarhija kolapsétu lidz tas otrajam li-
menim X4, Lai ari PH = £ ir vajaka hipotéze neka P = N P, ari to ir pienemts
uzskatit par maz ticamu.
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3. nodala

GDA kodéjumi un logiskas
shémas reprezentacijas

Parasti GDA reprezenteé tabulas forma vai ar1 ar stavoklu parejas diagrammam,
kas péc bitibas ir gandriz tas pats — diagramma sava zina ir tabulas vizualiza-
cija. Tabula attélo GDA parejas funkciju 0 : X x @ — @ ka tabulu, pa rindinam
uzskaititi visi iesp€jamie stavoklu un ieejas simbolu pari, un noradits, uz kadu na-
kamo stavokli GDA pariet, nolasot dotaja stavokli doto ieejas simbolu. Stavoklu
parejas diagramma ir grafs (multigrafs), kura virsotnés atrodas stavokli, kurus at-
télo ar rinkiem, un no virsotnes ¢; uz virsotni gs ir novilkta bultina ar simbolu a
tad un tikai tad, ja stavokli ¢;, sanemot ieeja simbolu a, automats pariet stavokli
g2 (0(a, q1) = ¢2). Akceptéjosie stavokli tiek ipasi izcelti ar diviem koncentriskiem
rinkiem.

Abas S1s reprezentacijas attélo katru automata stavokli atseviski lidz ar to ar
$Im metodém nav iespéjams efektivi aprakstit automatu ar lielu stavok]u skaitu.

Automata s stavoklus var iekodét [log s] stavokla bitos. Ari ieejas (un, ja ne-
piecieSams — izejas) simbolus var iekodét ka bitu vektorus. Katram GDA iespéja-
mi daudzi $adi kodéjumi. Ja més neierobeZojam stavokla bitu skaitu ar [log s], bet
atlaujam izmantot ari vairak bitus, tad $adu kodéjumu ir bezgaligi daudz.

Automata parejas funkcija $aja gadijuma sanems ieeja stavokla un ieejas ko-
déjumus un atgriezis nakama stavokla vértibu (kod&jumu). Sadi attélota ta ir Billa
funkcija, kuru dabiski ir aprakstit ar logisko elementu shému.

Vél nepiecie$ams kaut ka aprakstit akceptéjo$o stavoklu kopu Q. Més to atté-
losim ar logisko elementu shému, kas izrékina $is kopas harakterisko funkciju.

Tada veida GDA més varam aprakstit ar ta stavoklu kopas un ieejas alfabéta
kodéjumiem ka ari ar divim logisko elementu shémam: vienu ta parejas funkci-
jai un vienu akceptéjoso stavoklu kopas harakteriskajai funkcijai. Sis shémas més
turpmak sauksim attiecigi par parejas shému un akceptésanas shemu un kopa tas
veidos GDA logiskas shémas reprezentaciju.

Definicija Par kopas X kodéjumu sauc injektivu attélojumu f : ¥ — {0, 1}°*, kas
attelo kopu X uz bx bitu garu bitu vektoru.

Definicija Par GDA A kodéjumu E(A) sauc kortezu ( fs, fo), kas sastav no ieejas
alfabéta kodéjuma f; un stavok]u telpas kodéjuma fg, pie tam fg(go) = 0°<.
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Definicija Par GDA A(Q,Eﬁ,qm(:}) pdrejas shému pie kodéjuma E(A) = (fs, fq)
sauc logisko elementu shému F ar by, + b ieejas mainigajiem un b, izejas maini-
gajiem, tadu, ka visiem x € Y unq € @

q =0d(z,q) = fo(d') = F(fs(x),fo(q)).

Definicija Par GDA A(Q,Z,é,qO,Q) akceptésanas shemu pie kodéjuma E(A) =
(fs, fo) sauc logisko elementu shému G ar by ieejas mainigajiem un vienu izejas
mainigo, ja visiem ¢ € () izpildas

1€ Q < G(folq) =1

Definicija Par GDA A(Q,E,é,qO,Q) logiskas shémas reprezentdaciju pie kodéjuma
E(A) = (fs, fo) sauc logisko elementu shému pari (F, G), ja F' ir ta parejas shé-
ma, bet G — akceptésanas shéma pie $i kodéjuma.

Citiem vardiem sakot, parejas shéma F' sanem iekodétu ieejas simbolu fx (z) ka
pirmos bs; ieejas mainigos, iekodétu stavokli f(q) ka nakamos b ieejas mainigos
un atgrieZiekodétu nakamo stavokli f¢ (¢’) katas b izejas mainigos; akcepté$anas
shéma G sanem iekodétu stavokli fg(q) ka tas by ieejas mainigos un atgriez izeja
”1” vai ”0” atkariba no ta, vai ¢ ir akceptéjoss stavoklis vai nav.

Parametru bs; un bg minimalas iespéjamas vértibas ir attiecigi [log |3|] un [log |Q]|],
tas seko no ta, ka funkcijas fx un fg ir injektivas. Bet Sis (bx un bg) vértibas var
biit ari lielakas par minimalajam un Ipa$i aktuali tas ir parametram bg. Viens no
pagaidam neatrisinatiem jautajumiem ir par to, vai neminimalu by vértibu izman-
toSana (neoptimala stavok]u telpas iekodésana) var samazinat attiecigas logiskas
shémas reprezentacijas izmeru.

Ka piemeéru aplikosim @ zim attéloto GDA, kurs akcepte vardus binara alfa-
beéta ¥ = {0, 1}, kuros vieninieku skaits dalas ar 8, apzimésim to ar Ag. Ilekodésim
ta 8 stavok]us dabiga veida by = 3 stavoklu bitos s;s253 (g; tiek kodéts ka ¢ bina-
rais pieraksts), bet ieejas simbolu dabiga veida iekodésim viena bita (0 vai 1).

3.1. att. GDA Ag stavokl]u pareju grafs

Pie $ada kodéjuma doto GDA var reprezentét ar @ zim. attélotajam logiskajam
shémam. Parejas shéma (attéla pa kreisi) pieskaita iekodétajam stavoklim vieni-
nieku, ja ieejas bits ir 1, vai atstaj to nemainigu, ja ieejas bits ir 0 (atcerésimies, ka
ar rombu apzimeé izvéles funkciju, kas atgriez savu labo ieeju, ja nosacijums, kas
taja attelots izpildas, pretéja gadijuma tas atgriez savu Kkreiso ieeju). Akceptésa-
nas shéma (attéla pa labi) akcepte vardu, ja GDA beidz darbu stavokli gy, kas tiek
kodéts ar trim nullém.
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leejas  Stavokla Stavokla
bits biti biti

Stavokla
biti

3.2. att. GDA Ag logiskas shémas reprezentacija: parejas shéma (pa kreisi) un ak-
ceptésSanas shéma (pa labi).

Katram kodéjumam un vél jo vairak katram GDA var atbilst vairakas logiskas
shémas reprezentacijas. Pirmaja bridi varétu likties, ka katra logiskas shémas rep-
rezentacija reprezenté tiesi viena GDA pie viena kodéjuma, bet ta tas nav. Pats vien-
karsakais piemérs — nemsim kadu GDA, kas pie diviem dazadiem ieejas simbo-
liem z un y dara vienu un to pasu, tad pamainot kodéjumu: samainot vietam fx ()
un fx(y) vertibas (paréjo neaiztiekot), iegiisim jaunu kodéjumu, kam derés ta pati
logiskas shémas reprezenticija. Seit GDA kodéjumiem atskiras ieejas alfabéta ko-
déjums, bet $ada situacija ir iespéjama ari pie fikséta ieejas alfabéta kodéjuma (kad
mainas tikai stavok]u kodéjums).

Ka vienu piemeéru aplikosim GDA A, kuram ir nesasniedzami stavokli, un tam
ekvivalentu GDA A’, kuram S$ie nesasniedzamie stavokli ir nonemti (bet sasniedza-
mo stavok]u kopa Sie GDA ir izomorfi). Tad jebkura A logiskas shémas reprezenta-
cijair ari A’ logiskas shémas reprezentacija, pie kodéjuma, kur A’ stavokli kodéjas
tapat, ka tiem atbilstoSie A stavokli.

Ka citu pieméru aplikosim gadijumu, kad kddam GDA ir ekvivalenti nesasnie-
dzami akceptéjosi stavokli s; un s, kuros neieiet neviena pareja, no tiem, lasot
jebkuru ieejas simbolu, automats paliek taja pasa stavokli . Tad, nemot kadu $1
GDA logiskas shémas reprezentaciju (F, G) pie kod&juma (fs, fg), ta bis ari lo-
giskas shémas reprezentacija pie cita kodéjuma ( fx, fé), kur f(’g(sl) = fo(s2),
fo(s2) = fq(s1), bet visiem paréjiem stavokliem fg un f;, sakrit. Tadéjadi viena
un ta pati logiskas shémas reprezentacija der viena GDA diviem dazadiem stavok]u
kodéjumiem.

Bet abi Sie gadijumi ir iespé&jami tikai tad, ja GDA ir kadi nesasniedzami stavok-
li. Gadijuma, ja tadu nav, tad pie fikséta ieejas alfabéta kodéjuma fx jebkura GDA
diviem dazadiem stavoklu kodé&jumiem atbilst dazadas logiskas shémas reprezen-
tacijas, ka ar jebkuru dazadu (neizomorfu) GDA logiskas shémas reprezentacijas
pie jebkada stavok]u kodéjuma ir dazadas.

3.1. Teoréma Jja diviem neizomorfiem GDA A, un A, alfabéta ¥ nav nesasniedza-
mu stavoklu, tad pie fikséta ieejas alfabéta kodéjuma f; jebkuras to logiskas shemas
reprezentdcijas pie jebkadiem stavok]u kodéjumiem ir daZadas.

Pieradijums Pienemsim, ka diviem GDA A; un Aj pie kodéjumiem (f3, f4) un
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(13, fé) atbilst viena un ta pati logiskas shémas reprezentacija (F, G). Ar Q1 un
Q- apzimésim to stavoklu kopas, ar Q1 un QQ» — akceptéjo$o stavoklu kopas un ar
01 un d; — parejas funkcijas. Pamatosim, ka A; un A ir izomorfi.

Izomorfisma katram stavoklim ¢; € (; atbildis stavoklis g2 € Q- tads, ka
fo(a1) = f3(gz). Skaidrs, ka katram ¢; 3ads g2 noteikti eksisté. Pretéja gadijuma
GDA A1, nonakot stavoKkli g; (Seit svarigi, ka visi stavokli ir sasniedzami), stavoklu
registra butu tada vértiba, kas neatbilst nevienam A, stavoklim, bet $1 ir arl As
logiskas shémas reprezentacija.

Skaidrs, ka sakuma stavokli atbildis viens otram, jo tie abi kodé&jas par bitu vir-
kni, kas sastav tikai no nullém.

Ja g1 un ¢ atbilst viens otram, §1(x, ¢1) = ¢} un d(z, ¢2) = ¢, tad

fold) = F(fe(@).fo(@)) = Ffe(@).f5(a2) = f&(a3),

tatad ari ¢ un ¢} atbilst viens otram.
Un, visbeidzot, akcept€josie stavokli abos GDA biis vieni un tie pasi, jo

@ eEQ <= Gfh(q) =1 <= G(fi(@)=1 < ¢<cQ |

Tada pat veida viegli var pieradit, ka viena un ta pasa GDA diviem dazadiem
stavoklu kodéjumiem atbilsto$as logiskas shémas reprezentacijas bis dazadas:

3.2. Teoréema Ja kadam GDA A; alfabéta ¥ nav nesashiedzamu stavoklu, tad pie
fikseta ieejas alfabéta kodéjuma f; ta logiskas shémas reprezentdcijas pie dazadiem
stavok]u kodéjumiem bis daZadas.

Pieradijums Pienemsim, ka mums diviem dazadiem stavoklu kodéjumiem fé un
fé atbilst viena un ta pati logiskas shémas reprezentacija. Tiesi tapat ka iepriek-

_____

qL~ q2 <~ fég(ﬁh) = fgg(qz)~

Bet GDA bez nesasniedzamiem stavokliem vienigais automorfisms ir identitate,
tatad f},(q) = f3(q) visiem ¢ € Q, tatad abi stavoklu kodéjumi ir vienadi. [

Dabigs veids ka nokodeét stavoklu telpu @ ir kodét to ar |Q| leksikografiski pir-
majam bitu virkném garuma [log |Q|], $ada gadijuma més teiksim, ka stavok]u ko-
déjums ir minimals. leejas alfabéta minimalu kodéjumu definé analogiski. GDA A
kodéjumu F(A) sauc par minimalu, ja abi kodéjumi: gan stavokla, gan ieejas ir mi-
nimali.

Jebkuram minimalam kodéjumam ir spéka by, = [log|X|| un by = [log|Q|],
bet pretéja virziena Sis apgalvojums ir speka tikai tad, ka @ un ¥ ir divnieka paka-
pes.

Nosacijums, ka sakuma stavoklis tiek iekodéts par virkni, kas sastav tikai no
nullém, @ teoréma ir bitisks, pret€ja gadijum3, ja sakuma stavokli varétu kodét
patvaligi, tad viena un ta pati logiskas shémas reprezentacija varétu derét visiem
GDA, kas iegiiti no kada viena GDA, tam nomainot sakuma stavokli.

No otras puses $is nosacijums, ka sakuma stavoklis attélojas par nullu virkni,
nav parak strikts. Ja mums ir kada GDA logiskas shémas reprezentacija, pie sta-
voklu kodejuma, kur Sis nosacijums neizpildas (sakuma stavoklis ¢q tiek kodéts
par kadu bitu virkni ajas . . . ap,, kas nesastav tikai no nullém), tad to var viegli
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parvérst par logiskas shémas reprezentaciju, kur sakuma stavoklis attélojas par
nullu virkni, pardefingjot kodéjumu f(,(¢) = fo(x) ® aiaz . .. ay, un pievienojot
negacijas pie tiem ieejas un izejas mainigajiem, kuriem a; = 1. Maksimums 2b¢, ne-
gacijas Sadi japieliek parejas shémas ieejas un izejas mainigajiem un maksimums
bg negacijas akceptéSanas shémas ieejas mainigajiem, tatad kopéjais abu shemu
izmeéra pieaugums ir ne lielaks par 3bg.
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4. nodala

BC-sarezgitiba

4.1. Definicija un vienkarsakas ipasibas

Saja nodala mums beidzot viss ir sagatavots, lai varétu nodefinét $1 darba gal-
veno jédzienu, GDA BC-sarezgitibu.

Definicija GDA logiskas shémas reprezentacijas (F,G) BC-sareZgitiba ir ta par-
ejas shémas sarezgitibas, akceptéSanas shémas sarezgitibas un stavokla bitu skai-
ta summa:

Cpc((F,G)) =C(F) + C(G) + bg.

Te uzreiz japaskaidro, kapéc ir vajadzigs Sis stavokla bitu skaits b, logiski ta-
¢u bitu nemt vienkarsi abu logisko shému sarezgitibu summu. Sis saskaitimais
nodros$ina to, lai patvaligi lieliem GDA nevarétu atbilst logiskas shémas reprezen-
tacijas ar sareZgitibu 0, ka tas biitu, pieméram, k.5 zimé&juma redzamajam GDA.

GDA A BC-sarezgitiba pie kodéjuma E(A) ir minimala BC-sareZgitiba, kada ir
kadai talogiskas shemas reprezentacijai pie $1kodéjuma, apzimésim to ar Cpc (A, E(A)).
Attiecigi tas A logiskas shémas reprezentacijas, kuru sarezgitiba pie dota kodéju-
ma ir minimala, sauksim par ta minimalajam logiskas shémas reprezentacijam pie
dota kodéjuma.

Definicija GDA A BC-sarezgitiba Cpc(A) ir minimala sareZzgitiba, kada tam ir pie
kada kodéjuma:

Cpc(A) = min{Cpc(A4, E(A)) : E(A) ir GDA A kodéjums}.

Attiecigi tas A logiskas shémas reprezentacijas (pie kada kodéjuma), kuru sarezgi-
tiba ir vienada ar Cpc(A) sauksim par ta minimalajam logiskas shémas reprezen-
tacijam.

Nosaukums BC-sareZgitiba ir saisindjums no "Boolean circuit”, un lai ari gribé-
tos So sarezgitibu saukt vienkarsak, par GDA logiskas shémas sareZgitibu, tomeér,

parejot talak uz regularam valodam, izradas, ka $is nosaukums (regularas valodas
logiskas shémas sarezgitiba) jau ir aiznemts (skat. [L0.Z nodalu).

Definicija Parregularasvalodas L BC-sarezgitibu sauksim minimalo BC-sareZgitibu,
kada ir kadam GDA, kas atpazist So valodu:

Cpc(L) = min{Cpc(A) : A atpazist L}.

22



Ka piemeéru aplikosim iepriekséja nodala jau analizéto GDA Ag, kas akcepté
vardus, kuros vieninieku skaits dalas ar 8, ta logiskas shémas reprezentacija redza-
ma . zim. Lai aprékinatu $is reprezentacijas BC-sarezgitibu, jaaprékina tas abu
logisko shému sarezgitiba. AkceptéSanas shémas sarezgitiba ir 3, mums ir nepie-
cieSama 3 mainigo disjunkcija (2 logiskie elementi), ka ar1 viena negacija. Parejas
shémas sareZgitiba sastav no saskaitiSanas bloka "41” sareZgitibas, kas (3 bitiem)
neparsniedz 18 un izvéles elementa sarezgitibas, kas (3 bitiem) neparsniedz 10
(.5. teoréma).

Lidz ar to GDA Ag BC-sarezgitibu var novértét ka
CBc(Ag) < C(F) + C(G) -l—bQ <18+ 10+ 3 =31.

Sis gan ir novértéjums no augsas, patiesiba var izradities, ka $1 sarezgitiba ir maza-
ka, jo iespéjams, ka So parejas shému iespéjams realizét efektivak, gan ari, ka pie
kada cita kodéjuma abas logiskas shémas ir mazakas.

Tacu precizi aprékinat BC-sarezgitibu ir grits uzdevums, jo tas ietver sevi uzde-
vumu aprékinat sarezgitibu Bila funkcijam. Tapéc visus apakséjos novértéjumus
(lidzigi ka to dara Biila funkcijam) meés veiksim nekonstruktivi, izmantojot Dirihle
principu. Ta més novértésim no apaksas BC-sarezgitibu gan logiskas shémas rep-
rezentacijam, gan GDA, gan regularam valodam. Bet, lai to visu izveiktu gludi un
vienkarsi, sakuma pieradisim vienu lemmu, uz kuras balstisies visi talakie nover-
t&jumi.

4.2. BC-sarezgitibas apaks$éjas robezas novértésana

BC-sarezgitiba péc savas butibas ir logiskas shémas sareZgitiba un, lai nover-
tétu no apaksas BC-sarezgitibu, mums ir nepiecieSams novértét no apaksas logis-
kas shémas sarezgitibu. Ir labi zinams, ka tas ir sarezgits uzdevums un labaki tiesi
apakséjie novértéjumi konkrétam funkcijam par lineariem (visparigaja gadijuma)
nav zinami.

Tapéc logisko shému sarezgitibas novértésanai parasti izmanto Dirihlé princi-
pu. Ja logisko shému skaits ar sarezgitibu, kas neparsniedz r, ir mazaks par péta-
mas funkciju klases apjomu, tad $aja klasé bis funkcija, kuras sarezgitiba ir lielaka
par r.

Lidzigu metodi izmantosim arl meés un, ta ka tas biis vajadzigs vairakas reizes,
tad jau Seit, pasa sakuma, pieradisim diezgan visparigu lemmu, kura velak dazadas
situacijas padaris vienkarsu BC-sareZgitibas apakséjas robezas novértésanu.

Fiksésim ieejas alfabétu X un apliikosim augosa apjoma GDA logiskas shémas
reprezentaciju kopu virkni {8;} (31s logisko shému reprezentacijas var reprezen-
tét vienu un to pasu vai dazadus GDA, pie viena un ta pasa vai dazadiem kodéju-
miem).

4.1.Lemma Ja visiem $im logisko shému reprezentdcijam atbilstoSajiem kodéju-
miem ieejas bitu skaits ir ierobeZots (by, < M), tad patvaligdm konstantém a; un as
gandriz visam (F, G) € R, izpildas

log |7

C F.G _—
so((F,G)) > loglog |R;| — a1

+a27
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Pieradijums Vispirms pieradisim, ka pie pietiekami lielam |R;| vértibam

log |Ri log |Ri|
loglog|R| — a1~ loglog || — 2a1°

PatieSam, atstajot as kreisaja puse, bet abas dalas parnesot uz labo pusi un viena-
dojot tam sauceéjus, iegiist nevienadibu
a1 log |R;|
(loglog |R;| — a1)(loglog |R;| — 2a1)

> ag,

kas ir acimredzami pareiza pietiekami lielam |R; | vértibam, jo kreisaja pusé eso$as
dalas skaititajs aug eksponenciali attieciba pret log log ||, bet saucéjs — polino-
miali.

Aplikosim patvaligu logiskas shémas reprezentaciju (F, G) pie kada kodéjuma
ar bg stavokla bitiem un by, ieejas bitiem un apvienosim logiskas shémas F' un G
viena logiskaja shéma H ar by, + bg ieejas bitiem un b¢ + 1 izejas bitu ta, ka pirmie
b izejas biti atbilst parejas shémas F' izejai, bet pedéjais izejas bits atbilst akcep-
téSanas shémas G izejai (skat @ zim). leveérosim, ka jebkuram divam dazadam
logiskas shémas reprezentacijam atbilstosas shémas H ari biis dazadas. Tapat ie-
verosim, ka, iegttas logiskas shémas H sarezgitibair C(H) = C(F)+ C(G), tatad
Coe((F,G)) = C(H) + bq.

b b

< Q
| iecjas biti | | stavokla biti \

\ stavokla biti \

akceptesanas bits
4.1. att. Logiska shéma H.

Lai novertétu, cik katra kopa |R;| ir logiskas shémas reprezentaciju, kuru BC-
log |9, |
loglog [PR;|—2a1’

giskas shémas reprezentaciju ar sarezgitibu, kas neparsniedz r;. Sadu logiskas shé-
mas reprezentaciju skaits noteikti neparsniegs logisko shemu H skaitu, kuram
C(H) + by < ;. Ta novértésanai més varam izmantot R.2 teorému, tikai janem
véra, ka $Sim logiskajam shémam H var but dazads ieejas un izejas mainigo skaits.

Aplikosim visas iespéjamas by vértibas (0 < bg < r;), katrai no tam mums
jasaskaita logiskas shémas H ar n = bg + by, ieejas mainigajiem, kur 0 < by, < M,
m = bg + 1 izejas mainigajiem un sarezgitibu, kas neparsniedz r; — bg. Tapat ka
@. teoréma ar N (n,m, ¢) apzimésim logisko shému skaitu ar n ieejam un m iz-
ejam, kuru sarezgitiba neparsniedz c. Tad, saliekot visu kopa, iegiist, ka logiskas
shémas reprezentaciju dala kopa R;, kuru BC-sarezgitiba neparsniedz r;, nav lie-
laka par

sarezgitiba neparsniedz r; = meés varam noverteét, cik vispar ir lo-

bo+M

1 &

bo=0 n=bqg
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Pielietojot R.2. teorému ieglistam, ka

rs bo+M

1
e 3% et gy,

bQiO n:bQ
un, ievérojot, kan — bg < M, més varam talak novertet, ka

r; bo+M

1 X
Sy ol 2 9 M My,

bo=0 n=bqg

Ta ka summeéjama izteiksme vairs nav atkariga no summeésanas indeksiem, tad
1 .
g < W(n +1)(M 4 1)9" M (py 4 M)" L
i

Ja pienem, ka r; > M (tas ir pietiekami liels), tad r; + M < 2r;, tapéc

(ri + 1)(M + )97 M (r, 4 M <
< (ri + 1)(M +1)9M9ri (27" 1 =
= (ri + 1)(M +1)9M(2r)18" <

< (20r;)"™,

pédeéja nevienadiba ir ekvivalenta nevienadibai

20\ "
(18> > (r + 1)(M +1)9M(2r,),
kas ir speka pietiekami lieliem r;, jo kreisa puse aug eksponenciali attieciba pret
r4, bet laba — polinomiali.

AtgrieZoties pie ;, miisu uzdevums ir pieradit, ka, ja |R;| — oo, tad e; — 0, bet
ta vieta mes pieradisim, ka loge; — —oc:

207;)"
loge; < log ( E);T = r;log(20r;) — log |R;| =
log ||
= log 20 + loglog |R;| — log(loglog |R;| — 2 —log || =
loglog|9,] — 2a; 08 20 + loglog [ ] —log(loglog [ R, — 2a1)) — log ||
log [R;|

(log 20 + 2a; — log(loglog |R;| — 2a4)).

- loglog |R;| — 2a;
Redzams, ka, ja |R;| — oo, tad

log |R;]
loglog |R;| — 2a1

— 00,

bet
(log20 + 2a; — log(loglog|R;| — 2a1)) = —o0,

no ka seko, kae; —» —co. |

Izmantojot $o varam novértét ari BC-sarezgitibas apakséjo robezu (gandriz)
patvaligai GDA kopu saimei.
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4.2. Teoréma Fiksésim alfabétu 3 un apliikosim augosa apjoma neizomorfu GDA
bez nesasniedzamiem stavokliem kopu virkni 21;. Patvaligai konstantei a gandriz vi-
siem A € 2, izpildas o

log |2;

Cpo(4) > loglog|2;| —a

Pieradijums Katram A € 2l; aplikosim kadu minimalo logiskas shémas repre-
zentaciju (F, Q) (kurai Cpc((F,G)) = Cpc(A)). Vispirms aplikosim vienkar$otu
gadijumu, kad visam $im minimalajam logiskas shémas reprezentacijam (F, G) at-
bilst viens ieejas alfabéta kodéjums fx. Ta ka neizomorfiem GDA bez nesasniedza-
miem stavokliem pie fikséta ieejas alfabéta kodéjuma ari atbilstosas logisko shemu
reprezentacijas ir dazadas (B.1. teoréma), tad varam $o logisko shému reprezen-
taciju kopu apzimét ar ;. Tad, izmantojot .1, lemmu un to, ka |2;| = |R;|, més
iegusim prasito.

Visparigaja gadijuma daZiem GDA no vienas kopas 2{; $im atbilsto$as minima-
lajam logiskas shémas reprezentacijam (F, G) var biit vienadas — bet tikai tad, ja
atskiras atbilstoSie ieejas alfabéta kodéjumi. Varam pienemt, ka visiem ieejas al-
fabéta kodéjumiem, kas tajas paradas, izpildas by, < 2/*I, pretéja gadijuma kadi
divi ieejas biti pienem vienu un to paSu vértibu pie visiem # € ¥ un visus liekos
no tiem var atmest (nepalielinot BC-sarezgitibu). Tada gadijuma $adu kodéjumu ir
tikai ierobeZots skaits, apzimésim to ar M. Tas nozimé ari, ka savstarpéji vienado
logiskas shémas reprezentaciju skaits neparsniedz M, tatad kopuma mums ir vis-
maz |2;|/ M dazadas logiskas shémas reprezentacijas, kas atbilst katrai GDA kopai
2.

Tad, pielietojot @ lemmu, ieglisim, ka patvaligam konstantém a; un ay gan-
driz visiem A € %, izpildas

log ‘i‘;' log |2;| — log M

> — >
loglog % - ’ loglog ;] — a1

+(L2.

Cgc(A)

Nemot a; = a, a2 = 1 un ievérojot, ka pietiekami lieliem ¢

log M
L < ]_,
loglog|2l;| — a
ieglsim prasito. |
To pasu var teikt ari par regularam valodam.

4.3. Teorema Fiksesim alfabétu ¥ un aplitkosim augosa apjoma regularu valodu
kopu virkni £,. Tad patvaligai konstantei a gandriz visam L € £,

log | £

Cpe(L) > ———————.
so(L) loglog|£i| —a

Pieradijums Katraivalodai L nemsim GDA A ar minimalo BC-sarezgitibu (Cpc(A) =
Cpc(L)), kas $o valodu pazist, tie visi bas dazadi un bez nesasniedzamiem stavok-
liem, tapéc no @2 teorémas seko prasitais. |
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4.3. BC-sarezgitibas atkariba no stavoklu kodéjuma

Skaidrs, ka GDA logiskas shémas BC-sareZgitiba ir atkariga no ta kodéjuma.
Saksim ar pavisam vienkarsu novérojumu, ka jebkuram GDA var izvéléties tadu
kodéjumu, lai GDA logiskas shémas reprezentacijas akceptéSanas shémas sarezgi-
tiba butu logaritmiska attieciba pret stavok]u skaitu.

4.4. Teoréma Jebkuram GDA A, kura stavoklu skaits ir s, var atrast logiskas shemas
reprezentaciju (F,R)), kurai C(G) < [logs].

Pieradijums Lai to panaktu, izvélésimies atbilstoSu minimalu stavoklu kodé&ju-
mu fq. Ja sakuma stavoklis g ir akceptéjoSs, tad izvélésimies fq ta, lai ta attelo
visus akceptéjosos stavoklus par leksikografiski mazakam bitu virkném neka no-
raidoSos, pretéja gadijuma par leksikografiski lielakam bitu virkném neka norai-
doSos stavoklus. Pienemsim, ka « ir leksikografiski mazaka (lielaka) bitu virkne,
kas atbilst kadam noraido$am stavoklim. Tad, ¢ € Q <= fg(q) < u (attieci-
gi fo(q) > ), kur < (>) apzimé bitu virknu leksikografisko salidzinasanu. Sadai
salidzinasanai péc 2.5. teorémas sarezgitiba nav lielaka par n, kur n = [logs] ir
stavoklu bitu skaits. ]

S1teoréma parada, ka, pareizi izvéloties kod&jumu, més varam bitiski samazi-
natakceptéSanas shémas izmeéru. Bet tas nenozimeé, ka $ada kodéjuma izvele atlaus
konstruét logiskas shémas reprezentaciju ar optimalu BC-sarezgitibu. Var gadities,
ka, parkartojot stavoklus ka §.4. teoréema, akcepté$anas shémas G sarezgitiba sa-
mazinas, turpretl parejas shémas F' sarezgitiba pieaug. To, ka dazreiz tas ta no-
teikti bis, parada vélak, i.9. teoréma, aplikota valoda L5". Taja, ja stavokliem tiek
lietots dabigs kodé&jums, tad akceptéSanas shémas G sareZgitiba ir loti liela (tai
jarékina Senona funkcija), bet parejas shémas F sarezgitiba ir salidzinosi neliela.
No @ teorémas izriet, ka ir kads cits (minimals) kodéjums $im pasam GDA, pie
kura akceptéSanas shémas sarezgitiba ir maza (n), bet attiecigi parejas shémas F
sareZgitiba pieaug, jo kopéja $is valodas BC-sarezgitiba ir liela.

Otrkart, §1 (@. teoréma) nav pati labaka optimizacija kodejuma izvelg, ar kuras
palidzibu var samazinat automata BC-sarezgitibu. Velak @ teoréma tiks lietots
cits kodéjums, kurs optimizé nevis akceptéSanas shému G, bet gan parejas shému,
un ir asimptotiski optimals.

Ja lidz Sim meés aplukojam jautajumu, ka izveleties GDA kodéjumu, lai ta BC-
sarezgitiba biitu péc iespéjas maza, tad més varam aplikot ari pretéjo, cik liela var
but BC-sarezgitiba, ja més kodéjumu izvélamies slikti vai patvaligi. Jebkuram GDA
vienmér var atrast kodéjumu, kura BC-sarezgitiba ir liela. Sis apgalvojums vispa-
riga forma ir trivials, jo més vienmér varam izvéléties kodéjumu ar patvaligi lielu
stavokla bitu skaitu un ta ka visi Sie stavokla biti ieskaitas logiskas shemas repre-
zentacijas BC-sarezgitiba, tad ta BC-sarezgitiba var bt péc patikas liela.

Tapéc meés varam ierobeZot kodéjuma izveli un aplikot tikai minimalos kode-
jumus. Viegli novertét (ka tas tiks izdarits k.7 teoremas sakuma), ka §ada gadijuma
BC-sareZgitiba vairs nevar biit patvaligi liela, tds maksimala vértiba ir aptuveni ks,
kur k ir alfabéta izmérs, bet s — stavoklu skaits.

Jautajums, cik ta var biit maza. Tas kaut kada zina ir atkarigs no valodas, bet
visam valodam ar pietiekami lielu stavok]u skaitu BC-sareZgitiba lielakajai dalai ta
minimalo kodéjumu nav daudz mazaka par s. Lai to pieraditu, nemsim patvaligu
GDA (virkni) { A}, kur s ir GDA A, stavoklu skaits, un apliikosim visus ta minima-
los kodéjumus.
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4.5. Teoréma Jebkurai GDA virknei ar augosu stavoklu Ag gandriz visiem A mini-
malajiem kodéjumiem E(A;)

CB(:(AS, E(Aé)) 2 S.

Pieradijums Aplikosim A; minimalo kodéjumu apakskopu pie kada fikséta ie-
ejas simbolu (minimala) kodéjuma. Tie atSkiras tikai ar stavok]u kodéjumu, un to
skaits ir (s — 1)!, jo sakuma stavoklis tiek kodéts par visam nullém, bet paréjos var
iekodét patvaligi. Katram no Siem kodé&umiem atradisim minimalo logiskas sheé-
mas reprezentaciju (F, G) t.i. tadu, ka Cpc((F, G)) = Cpc(As, E(As)), un iegiito
logisko shému reprezentaciju kopu apzimésim ar R;. No é teorémas izriet, ka
tas visas ir dazadas, tapéc no @ lemmas, nemot a; = ay = 0, izriet, ka gandriz
visiem minimalajiem kodéjumiem E(A;) izpildas

log |Rs |
Crc(As, E(Ag)) = Cpe((F, G ——ers
Bc(As, E(As)) = Ce((F, G)) > Toglog .|
Taka |R;| = (s — 1)}, tad atliek pieradit, ka
log (s —1)! >4
loglog (s — 1)! ™
Ta ka visiem s > 2 izpildas
= < (s =D < 5%,
tad
log (s — 1)! slogs —2s 1 loglogs + 2 >s 1
loglog (s —1)! ~ logs +loglogs logs +loglogs ) ~

No otras puses, $is novértéjums ari ir optimals, jo daziem GDA visiem minima-
lajiem kodéjumiem BC-sareZzgitiba ir ar kartu s (vai mazaka).

Aplikosim automatus k-simbolu alfabéta, kuru stavoklu parejas funkcija nav
atkariga no ieejas simbola, uz visiem ieejas simboliem tie reagé vienadi. Nemsim
patvaligu $adu GDA virkni ar augo$u stavoklu skaitu { A}, katram $adam GDA iz-
vélésimies patvaligu minimalo kodé&jumu E,(A;). Tad:

4.6. Teorema
Cic(As, Es(As)) S8

Pieradijums Aplukosim minimalo logiskas shémas reprezentaciju (F, G) dota-
jam GDA A, pie dota kodéjuma F(Ay). Tas parejas funkcija nav atkariga no ieejas
bitiem, tapéc ta péc bitibas ir funkcija no [log s] (stavokla) bitiem uz [log s| (sta-
vokla) bitiem, kurai pie tam tikai pirmas s vértibas ir bitiskas, paréjas var but pa-
tvaligas. Sadas logiskas shémas sarezgitibu var novértét ar 2.4, teorémas palidzibu,
nemotv = sunm = [logs]:

C(F) < s [log s] .
~ log s + log [logs] ~

Sarezgitibu akceptéSanas shémai G ar tas pasas @ teorémas palidzibu, nemot
v = sunm = 1 var novértéet ka
S
CG) 5

~ logs’

Lidz ar to

Ce(As, Eo(Ay)) < C(F) + C(G) + by < s+ % +[logs] <s.
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4.4. BC-sarezgitiba salidzinot ar stavoklu sarezgiti-
bu

Saja nodala més salidzinasim GDA un regularo valodu BC-sareZgitibu ar sta-
voklu sarezgitibu. Vispirms paradisim, ka $is sareZgitibas var atskirties ne vairak
ka eksponenciali, GDA ar s stavokliem BC-sarezgitiba nav mazaka par [log s| un
daudz neparsniedz (k — 1)s, kur k ir ieejas alfabéta izmeérs.

Péc tam apliikosim dazus piemeérus, kuros biis redzams, ka daziem automatiem
ar vienadu stavok]u skaitu BC-sareZgitiba tiesam atSkiras eksponenciali. Nodalas
beigas ar nekonstruktivam metodém paradisim, ka gandriz visam regularam va-
lodam to BC-sarezgitiba ir tuva maksimalajai iespéjamajai vértibai (attieciba pret
stavoklu sarezgitibu).

Bet saksim ar BC-sarezgitibas aug$éjas un apakséjas robezas novértésanu at-
tieciba pret stavok]u sarezgitibu.

4.7. Teorema Ja |X| = k > 2 tad jebkuram GDA A ar s stavokliem,
[logs] < Cgc(A) < (kK —1)s.
Ja |X| = 1 tad jebkuram GDA A ar s stavokliem,

S

1 < Cge(A) < .
[logs] < Cpe(A) S log s
Pieradijums Apaks$éja robeza. Lai iekodétu s stavoklus, vajadzigi vismaz [log s
stavok]u biti, tapéc jebkurai logiskas shémas reprezentacijai (F, G), kas reprezenté
GDA ar s stavokliem

CBc(F,G) = C(F) —I—C(G) —I—bQ > bQ > [10g8.|.

Augséjarobeza. Ja més izvélétos patvaligu minimalu kodé&jumu (ar by = [log s|
stavokla bitiem) un konstruétu tam optimalo logiskas shémas reprezentaciju (F, G),
tad tas BC-sarezgitibu ar @ teorémas palidzibu varétu novertet ka:

ks [log s]

1 < ks.
s+ log [log s| logs+[0gsw"' s

= <
Coe(F.G) = C(F) + C(G) + bo 5 1o

Lai uzlabotu $o rezultatu no ks lidz (k — 1)s, izvélésimies tadu minimalo ko-
déjumu, kura stavokli ir sakartoti ta, ka kadam ieejas simbolam atbilstosa parejas
funkcija ir salidzinosi vienkar$a. Iss idejas izklasts biitu $ads: izvélamies patvaligu
ieejas simbolu un apliikojam GDA stavok]u parejas grafu pie 31 izvéléta ieejas sim-
bola. Tas sastav no saistitam komponentém, katra no kuram izskatas, ka "cilpa” ar
iespéjamu "asti” (@. zim). Sis komponentes var sakartot péc parametriem (m, 5),

4.2. att. Viena saistita komponente izskatas ka "cilpa” ar "asti”

un Sis komponensu sakartojums savukart dabiga veida nosaka GDA stavoklu sa-
kartojumu. Stavoklu parejas funkcija pie Sada stavok]u sakartojuma pie $i ieejas
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simbola ir nenozimigi maza attieciba pret $is funkcijas sarezgitibu pie paréejiem
(k — 1) ieejas simboliem, tapéc kopéja GDA BC-sarezgitiba samazinas no ks uz
(k—1)s.

Talak izklastisim So ideju formali. Kodésim ieejas alfabéta ¥ = {aq,az. ..., a5}
simbolus ar k bitu virkném, ta ka a; kodéjuma visi biti biis nulles, iznemot -0, kurs
biis vieninieks. Lidz ar to, lai noskaidrotu, vai ieejas simbols ir a;, mums pietiek
parbaudit ieejas kodéjuma -a bita vértibu.

Konstruésim parejas shému F' katram ieejas simbolam atseviski, logiska shéma
F; rékinas parejas funkciju ieejas simbolam a; (8.3, zim). Shému F; konstruésim
ipasi (tam ari piemeklésim stavok]u kodéjumu), bet atlikusas shémas F;, ¢ > 2
konstruésim visparigaja veida, izmantojot @ teorému.

4.3. att. Parejas shémas F' optimala konstruésana

Ja més aplikojam stavoklu parejas grafu ieejas simbolam a1, tad tas sadalas
saistitas komponentes, katra no kuram izskatas ka cilpa ar asti (. Zim).

Katra $ada komponente ir viennozimigi noteikta ar diviem skaitliem m (sta-
voklu skaits taja) un j ("astes” garumu). Sakartosim visas $§is komponentes péc
skaitliem m un j augosa seciba, kas dabiga veida dos ari stavoklu sakartojumu
(katra komponente iek$éji stavokli jau ir sakartoti). Kodésim katru stavokli ar ta
indeksu $aja sakartojuma, kas mums dos minimalu stavok]u kod€éjumu.

Aplikosim visas komponentes ar parametriem (m, j), to skaitu apzimésim ar ¢
un noskaidrosim, ka uz tam jadarbojas logiskajai shémai F7.]Ja ar M apzimé indek-
su (kodéjumu) pirmajam stavoklim (¢; ) pirmajai $a tipa komponentei, tad pedéjas
komponentes pedéja stavokla (¢q,,,) kodéjums biis N = M + tm — 1. Parejas fun-
kcija pie $1 kodéjuma jebkuram $is komponentes stavoklim bus ¢’ = ¢+ 1, iznemot
katras komponentes pédéjo stavokli (¢,,), kuram ta biis ¢ = ¢ — (m — 7). Ertibas
labad apzimésim n = m — j. Ta ka visam 81 tipa komponentém ir m stavokli, tad
stavoklis ¢ ir kadas (m, j) tipa komponentes pédéjais stavoklis, ja M < ¢ < N un
¢+1= M mod m.Lidz ar to shémai F} uz So komponensu tipu jarékina funkcija:

Fi(q)=q+1, jag#M -1 modm
Fi(q)=q¢g—n, jag=M -1 modm.

Pienemsim, ka mums ir » dazadu komponensu tipu, sanumurésim tos ar skait-
liem no 1 lidz r, attiecigi sanumurésim ari visus to parametrus (m;, j;, n;, M;, N;,
1 < ¢ < r). Lai noteiktu, vai stavoklis (ta kodéjums) ¢ pieder i-ajam komponensu
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tipam, mums japarbauda, vai M; < ¢ < N,. Lidz ar to logiskajai shémai F} ja-
noskaidro, kura no r intervaliem [M;, V;] dotais stavokla indekss atrodas, un tad
jaizrékina attiecigajai komponentei atbilsto$a parejas funkcija (4.4 zim.).

4.4. att. Logiska shéma F}

Novértésim §1s logiskas shemas F} izméru. Logisko shemu (4-1) un (—n) izméri
nav lielaki par 6bg, salidzinasanai (M < ¢ < N) tas neparsniedz 2bg, modulara-
jai salidzinaSanai ¢ = M — 1 mod m tas neparsniedz 151)22 un katrai no izveles
funkcijam tas ir 3bg + 1 (@. teoréma). Disjunkcijai, kas beigas saliek kopa rezul-
tatu no visam komponentém, sarezgitiba neparsniedz r - bg. Lidz ar to summaro
logiskas shémas F} izméru var novertét ka

C(F1) <1 (6bg + 6bg + 2bq + 15bg, + 2 % (3bg + 1)) + rbg < 3865, - 7

(novértéjuma tika izmantots, ka 1 < bg < b3).

Novértésim kada var bt maksimala r vértiba. Viegli ievérot, ka vislielako da-
zado komponensu skaitu var panakt, ja tiek izmantotas visas komponentes ar péc
iespéjas mazakam m vértibam, pie tam, katra tiesi vienu reizi.

So gadijumu ari apliikosim, un ar « apzimésim maksimalo komponentes garu-
mu (lielako m vertibu). Katram m atbilst m dazadi komponensu tipi ar dazadam j
vértibam (1 < j < m), lidz ar to summari visam komponentém garuma m ir m?
stavok]u. Stavoklu skaits ir ierobeZots ar s, lidz ar to visam komponentém lidz pat
garumam m = u — 1 kopa ir ne vairak ka s stavoklu:

= <
6 S

u_12 u—1Du2u—1
(e 0= D=

(ta ka u ir maksimalais garums, tad visas komponentes garuma « var nebiit izman-
totas, lidz ar to novertéjuma summesana ir lidz v — 1).

levérojot, ka (u — 1)(2u — 1) > 3/4u? visiem naturaliem v > 2, ieglistam, ka
u® < 8s, no kurienes izriet, ka u < 2/s.

Ta ka ar garumu m mums ir ne vairak ka m komponentes, tad maksimalo da-
zado komponensu skaitu r var noveértet ka:

r < Zm:u(u+1)/2§u2§4\3/s>2.

m=1
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Lidz ar to logiskas shémas F} sarezgitibu var novertét ka
C(Fy) < 3803 < 38([log s])? - 4s5 = 152([log s1)2s%.

Visiem paréjiem ieejas simboliem atbilsto$o logisko shému F5, F3, ... sarezgi-
tibu var novértét ar 2.4. teorémas palidzibu:

C(F) < sbg s [log s]

= 2<i<k.
~ log(sbg) logs+ log[logs] ~ * ='=

Izvéles blokam z; = 1 sarezgitiba neparsniedz 3bg+1 = 3 [log s]|+1,taduirk,
tatad to kopéja sarezgitiba nav lielaka par 3kb¢ + k. Beigu disjunkcijas sareZgitiba
ir (k—1)bg. Tarezultata visas parejas shémas F (4.3, zim.) sareZgitibu var novértét
ka:

C(F)=C(F1) + C(Fy) + -+ C(Fy) + (3kbg + k) + (k — 1)bg <
< 152([log s1)2s*/% 4 (k — 1)s + 4k [log 5] + k,

un ta ka loceklis 152([log s])?s%/% dominé par 4k [log s] + k iegiistam, ka
C(F) < 152(log 5)%s%/3 + (k — 1)s.

Akceptésanas shémas izméru ari var novertét ar @ teorémas palidzibu:

S S

C(@) % o

logs’

Sis stavoklu sakartojums nenodrosina to, ka sikuma stavoklis tiek kodéts ar
nullu virkni. Lai $o izlabotu un iegiitu kadu kodéjumu, kur tas tiek kodéts ar vis-
am nulléem, ka ieprieks minéts (skat. B. nodalu), pietiek papildinat abas logiskas
shémas ar ne vairak ka 3bg = 3 [log s| logiskajiem elementiem.

Saliekot to visu kopa, visas logiskas shémas reprezentacijas (F, G) BC-sarezgitibu
var noveértéet ka:

Cpc((F,G)) < C(F) +C(G) + bg <

< 152([log s])%s%/® + (k — 1)s + @ +3[logs] + [logs],

S

log s

un ta ka locekls domineé par pirmo un abiem pédéjiem, tad

S

Cicl(F,G)) 5 (k= 1)s + .

Divu vai vairak ieejas simbolu gadijuma (k > 2) dominéjosais saskaitamais ir
(k—1)s:
S
Cpc(4) S (k-1 — < (k-1
BC( )N( )S+logSN( )S?
bet viena burta alfabétam (k£ = 1)

Coc(A) < (k —1)s + — 5

log s - logs’

No }.7. teorémas tie3a veida izriet BC-sareZgitibas novértéjums regularam va-
lodam:
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4.8. Teoréma Ja |X| = k, tad jebkurai regularai valodai L, kuras stavok]u sareZgi-
tiba ir s
[log s] <Cgc(L)

g(kil)sv jak22a
[logs] <Cpc(L) <

S

jak = 1.
logs’ e
Pieradijums Jebkuram GDA, kas pazist L, ir vismaz s stavokli, tapéc ta BC-sarezgitiba
ir lielaka par [log s]. Ja més apliikojam minimalo GDA M (L), kas pazist L, tad ta
stavok]u skaits ir s, tapéc

(k—1)s, jak>2

1025’ jak=1.

~

CpcL < Cpe(M(L)) S {

Talak apliikosim divas regularas valodas, kuru BC-sarezgitiba ir tuva k.8 teoremas
attiecigi apaksé€jai un augséjai robezai.

Ka pirmo aplikosim valodu L,, binara alfabéta ¥ = {0, 1},tadu,kaw € L,, <~
Wjy|—nt1 = 1 (n-tais simbols no varda beigam ir “1”). Stavoklu sarezgitiba 3ai va-
lodai ir sc(L,) = 2", jebkuram GDA, kas to pazist, jaatceras visi pedéjie n ieejas
simboli (un ar to pietiek). Bet tas BC-sarezgitiba ir n.

Minimalajam GDA Ay, kas pazist L,,, ir 2" stavoklu, katrs stavoklis atbilst citai
pédeéjo n nolasito (binaro) simbolu virknei. Kodésim katru stavokli ar $o virkni, ta-
da gadijuma ¢-ais stavokla bits atbildis ¢-ajam (no beigam) nolasitajam ieejas sim-
bolam. Pasus ieejas simbolus (0 un 1) dabiga veida kodésim ar vienu ieejas bitu.

Logiskas shémas (F, GG), kas reprezenté A,, $aja stavoklu kodéjuma attélotas

. ZIm&juma, tam nav neviena logiska elementa lidz ar to A,, BC-sarezgitibu no-
saka tikai stavokla bitu skaits b, kas ir tie$i n. Tatad Cgc(L,,) = log sc(L,, ), un Sis
piemérs parada, ka 4.8, teorémas apak$éja robeza ir sasniedzama.

L

4.5. att. Parejas shéma F' (pa kreisi) un akceptéSanas shema G (pa labi), kas rep-
rezente GDA A,,.

Turpinasim ar aug$éjo robezu. Atcerésimies, ka ar Sh,, apzimé Senona funkciju
no n bitiem, leksikografiski pirmo Biila funkciju ar n ieejas bitiem (un vienu izejas
bitu) ar maksimalo logiskas shémas sareZgitibu. Aplikosim valodu L3", kas sa-
stav no tiem vardiem wyws . . . wy, binara alfabéta, uz kuru pédejiem n simboliem
Senona funkcija atgrie% vieninieku:

Sh
w e Ln g Sh,n(wk_n+1,wk_n+2, . ,wk.) =1.
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Dabisks veids, ka to pazit, ir atceréties GDA stavokli pedéjos n ieejas simbolus
un, kad pienak varda beigas, tad akceptét vai noraidit So vardu, atkariba no Sh,,
vértibas uz $1stavokla. Tam biitu vajadzigi 2" stavokli, ko var kodét n bitu virkném
ieejas simbolam), tada gadijuma ta logiskas shémas reprezentacija izskatisies ap-
méram ka .6, zim. Sis attéls ir shematisks un daudzajiem logiskajiem elementiem
akceptésanas shéma nav matematiska pamata, biitiski ir tas, ka $aja gadijuma pa-
rejas shémai nav neviena logiska elementa (tas sarezgitiba ir 0), bet akcepté$anas
shémas sarezgitiba ir vismaz 2" /n (. teoréma). Tatad $is logiskas shémas rep-
rezentacijas BC-sarezgitiba ir vismaz 2" /n.

il

4.6. att. Logiskas shémas reprezentacija GDA, kas pazist valodu L>": parejas shéma
(pa kreisi) un akceptésanas shéma (pa labi).

Tacu nav teikts, ka 31 logiskas shémas reprezentacija ir optimala, varétu tacu
gadities, ka pie cita stavoklu kodéjuma vai izvéloties kadu citu (ekvivalentu) GDA,
akceptésanas shémas sarezgitiba samazinas. Nakama teoréma pierada, ka butiski
$o logiskas shémas reprezentaciju uzlabot nevar, jo $is valodas BC-sarezgitiba ir
vismaz 2" /n.

4.9. Teoréma Valodas L>" BC-sareZgitiba ir vismaz 2" /n?.

4.7. att. Logiskas shémas konstruésana Senona funkcijai Sh,, no GDA A,, logiskas
shémas reprezentacijas (F, G).

Pieradijums Pienemsim, ka logisko shému paris (F, G) reprezenté kadu GDA 4,,,
kas atpazist L>". Varam pienemt, ka F' ir viens ieejas bits, kura tiek padots ieejas
simbols un m ieejas biti, kuros tiek padots iekodeéts stavoklis. (m var atsSkirties da-
zadam logiskas shémas reprezentacijam). Savienojot n logiskas shémas F ar vienu
shemu G ka tas paradits . ziméjuma (stavokla izeja no j-tas shémas F' tiek pa-
dota j + 1-ajai shémai F' ka ieeja), ieglist logisko shému, kura modelé A,, darbibu
uz varda garuma n, tatad $i logiska shéma rékina Senona funkciju Sh,.

34



Tas sarezgitiba ir nC(F) + C(G), bet no .3 teorémas izriet, ka §is logiskas
shémas sarezgitiba ir vismaz 2" /n. Tatad nC(F') + C(G) > 2"/n, no kurienes
més ieglistam, ka

Cpc(F,G) = C(F)+C(G) +m > nC(F) + C(G)

>2m /2 |
Stavoklu sarezgitiba valodai L3" nav lielaka par 2", pietiek atceréties pedéjos
n ieejas simbolus. Apziméjot sc(L5") = s un zinot, ka s < 2", iegiistam, ka

n

2
L3hy > — .
Coc(Ly) = n? ~ (logs)?

S

Var ievéerot, ka L" BC-sarezgitiba atrodas diezgan tuvu @ teorémas augséjai ro-
bezai, lai ari to nesasniedz (jebkurai valodai L binara alfabéta, kuras stavoklu sa-
rezgitibair s, Cpc(L) < s). Bltu interesanti uzkonstruét kadu valodu, kas $o aug-
$€jo robezu sasniedz, bet tas nav tik vienkarsi.

Viens veids, ka to varétu méginat izdarit, biitu nemt par pamatu kadu sarezgitu
(n — n) bitu funkciju, kuras logiskas shémas sarezgitiba ir ar kartu 2", un likt
to par GDA parejas funkciju. Bet tad nav skaidrs, ka pamatot, ka pie cita stavoklu
kodéjuma $1 parejas funkcija neklast vienkarsaka.

Tapéc, lai pamatotu, ka @ teorémas augséja robeza ir sasniedzama, izmanto-
sim nekonstruktivas metodes (kaut gan ari Senona funkcijas izmanto$anu iepriek-
$6ja pieméra nevar uzskatit par ipai konstruktivu). Patiesiba izradas, ka 4.8 teo-
rémas augséjo robezu sasniedz gandriz visas regularas valodas.

Atcerésimies, ka ar £¥ apzimé regularo valodu kopu k-simbolu alfabéta, kuru
stavoklu sarezgitiba neparsniedz s.

4.10. Teoréma Gandriz visam valodam L € £F
Cgc(L) Z(k‘ — 1)3, ja k > 2,
CBC(L) >

jak =1.
log s’ Ja

Pieradijums Ja més £* pielietojam @ teorému ar a = 0, tad mums atliek piera-
dit, ka

log |£F| .
— > (k-1 k>2

log|€;| _ s
loglog|Ll| ~ logs’

jak=1.

No R.1|. teorémas izriet, ka || > s*~1s ja k > 2,un |€l| > 2°. Tapéc, ja
k > 2, tad

log |£¥| - (k —1)slogs

Z (k-1
loglog|£%| — logs + loglogs +log (k — 1) ™~ ( )3
bet,jak =1, tad
1 s
log |£:] > log2® s 1
loglog|£l| ~ loglog2® logs
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4.5. Senona efekts BC-sarezgitibai

Aplikojot vienlaicigi (.8. un .10, teorémas, viegli ieverot, ka aug$éjie nover-
téjumi pirmaja sakrit ar apakséjiem novertéjumiem otraja no tam. Tas nozimé, ka
regularu valodu BC-sarezgitibai ir spéka Senona efekts: gandriz visam regularam
valodam to BC-sareZgitiba ir tuvu savai maksimalajai iesp&jamajai vértibai (attie-
ciba pret stavoklu sarezgitibu).

4.11.Sekas Gandriz visam valodam L € £

(k—1)s < Cpe(L) S(k —1)s, jak > 2,
s s
_ L) < jak = 1.
log s < Ol )Nlogs’ jak
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5. nodala

BC-sarezgitiba un
nedetermineéta stavoklu
sarezgitiba

Saja nodala salidzinasim regularu valodu BC-sareZgitibu ar to nedeterminéto
stavoklu sarezgitibu. Pats vienkarsakais ka to varétu izdarit ir caur (determiné-
to) stavoklu sarezgitibu. Ir visparzinams, ka jebkurai regularai valodai L, kurai
nsc(L) = s (nedeterminéta stavoklu sareZgitiba ir s)

s < sc(L) <2°.

Saliekot %0 kopa ar .8, teorému, kura pamatots, ka pie |X| = k > 2 jebkurai regu-
larai valodai L
[log (sc(L))] < Cre(L) S (k —1)sc(L),

varam iegiit pirmo novértéjumu valodas L BC-sarezgitibai attieciba pret tas nede-
terminéto stavok]u sareZgitibu s:

[logs] < Cac(L) < (k — 1)2°. (5.1)

Apakséjo robeZu §im novértéjumam ipasi uzlabot nemaz nevar. Lai to pamani-
tu, pietiek atceréties, ka ir valodas, kuru nedeterminéta stavokla sarezgitiba sakrit
ar stavoklu sareZgitibu. Ka vienu $adu pieméru apliikosim valodu L, kas akcepté
visus vardus, kuru garums dalas ar s (neatkarigi no ieejas simboliem). Sai valodai
nsc(L) = sc(L) = s,tas minimalais GDA sakrit ar GNA un ir attélots b.1. zimé&juma.

5.1. att. Minimalais GDA (un GNA), kas pazist valodu L, katra pareja atbilst jebku-
ram ieejas simbolam

Novértésim $is valodas BC-sarezgitibu un vienkarsibas péc apliikosim gadiju-
mu, kad s ir divnieka pakape. Kodésim tas stavoklus dabiga veida ar bitu virkném
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no 011dz s — 1, ieglistot minimalu stavoklu kodéjumu ar by = log s stavoklu bitiem,
ieejas alfabétu ¥ varam kodét patvaligi, tas BC-sarezgitibu neietekmeés, jo $1 GDA
parejas funkcija nav atkariga no ieejas simbola. Logiskas shémas reprezentacija
$ai valodai ir paradita @ zZImé&juma. Parejas shéma stavoklu registram katra soli
pieskaita vieninieku, akceptéSanas shéma akcepte ieeju, ja stavoklis ir 0.

Lo« | o |

e

5.2. att. Logiskas shémas reprezentacija minimalajam GDA, kas pazist L, parejas
shéma F’ (pa kreisi) un akceptésanas shéma G (pa labi).

Logiskas shémas [ sareZgitiba ir 6b¢ (ta sastav tikai no saskaitiSanas), akcep-
téSanas shémas sarezgitiba ir bg (bg — 1 disjunkcija un viena negacija), lidz ar to

Cie(Ls) < C(F) + C(G) + bg < 6bg + b + bg = 8bg = 8log s.

Redzams, ka $is novértéjums at$kiras no b.1. novéertéjuma apakséjas robezas tikai
konstantu skaitu (8) reizu.

Turpreti augé&jo novértéjumu 5.1). formula var uzlabot eksponenciali. Misu no-
vértéjuma zemak biis redzams, ka determinizacijas procesa iegiita GDA BC-sarezgitiba
ir ne vairak ka kvadratiski lielaka par sakotnéja GNA stavok]u skaitu. No ta var se-
cinat, ka tajos gadijumos, kad stavoklu skaits determinizacijas procesa tieSam pie-
aug eksponenciali, iegiitajam automatam ir vienkarsa struktiira un ta BC-sarezgitiba
ir relativi neliela.

Més saksim ar pavisam vienkarSu BC-sareZgitibas novértéjumu GDA, kas ie-
gits, determinizéjot GNA, un turpinasim ar aizvien precizakiem novértéjumiem,
méginot pietuvoties Senona efektam ari nedeterminétas stavok]u sarezgitibas ga-
dijuma.

5.1. Teoréma Ja regularu valodu L k-simbolu alfabéta ¥ var pazit ar s-stavok]u
GNA, kuram ir t parejas, tad Cpc(L) <t + (k + 1)s.

Pieradijums Pienemsim, ka valodu L pazist GNA N, kura stavoklu kopa ir Qn =
{q1,92,--.,qs}- Aplikosim GDA A, kurs$ ir iegiits, determinizé&jot GNA N, un kons-
truésim tam atbilsto$u logiskas shémas reprezentaciju (un kodéjumu), kura BC-
sareZgitiba neparsniegs t + (k + 1)s. GDA A stavok]u kopa ir 297 (Q y visu apaks-
kopu kopa), taja ir 2° stavoklu (no kuriem dazi var nebiit sasniedzami), kurus var
iekodét s stavokla bitos. Patvaligu apakSkopu S C ) més varam kodét ar bitu
virkni fo(S) = 21,. .., s, tady, ka

zi=1 < ¢, €85.
Katrs stavokla bits z; $aja kodéjuma atbildis vienam GNA N stavoklim (g¢;). leejas

alfabétu X = {aq, ..., ax} kodésim ar k bitiem fx(a,,) = z1, ..., 2, ta, ka katram
., atbildis bitu virkne, kam visur ir nulles, iznemot m-to poziciju, kur ir vieninieks.
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Talak mums jakonstrué parejas shéma un akceptésanas shéma. Parejas sheé-
ma F' sanems ieeja nokodétu ieejas simbolu un stavokli x; ... zgz ... zs un izeja
atgriezis nokodétu stavokli 2] . .. z.. AkceptéSanas shéma sanems ieeja nokodétu
stavokli z; ... z; un atgriezis vienu bitu: vieninieku, tad ja $is stavoklis ir akcepte-
joSs, un nullj, ja nav.

GDA A parejas shému F konstruésim no GNA N parejas funkcijasé : X xQn —
2@~ Pienemsim, ka GNA atrodas sava stavoklu apakskopa S, bet péc simbola = €
¥ nolasi$anas, tas atrodas sava stavoklu apak$kopa S’. Apzimésim ar Q, C Q
to GNA N stavoklu apakskopu, no kuras, nolasot simbolu a,, € 3, var pariet uz
stavokli ¢;:

qE€ Q:n — q; € 5(q7am)

[zmantojot $o apzimé&jumu, varam uzrakstit nosacijumu, kada gadijuma ¢; € S”:
eSS = (SNQL)#0.
Tas nozimé, ka Bila funkcija, kas jarékina i-aja izejas bita, ir:

k

2= \/ Tm& \/ zi |- (5.2)

m=1 q; €QL,

Lai par to parliecinatos, var ieverot, ka ieejas bita x,,, vértiba ir 1 tad un tikai tad, ja
tiek ielasits simbols a,,. Tatad tikai viens no m disjunkcijas locekliem var atgriezt
vieninieku, un tas to dara tad, kad ieks$éja bloka vértiba Vq,» cQi % ir vieninieks —
tas ir tad un tikai tad, ja S N Q¢ # 0.

Logiska shéma, kas katra izejas bita z; rékina (6.2) formulu, ari bis parejas
shéma F' Saja reprezentacija. Aprékinasim tas izméru. Katra no iekséjiem blokiem
Tm&\  eqi 7 irtiesi |Q¢,| — 1 disjunkcija un viena konjunkcija, kopa tiesi |Q?,,|
logiskie elementi (gadijuma, ja Q!, = (), nav vajadziga ari konjunkcija, tas nozime,
ka ari $aja situacija logisko elementu skaits ir tiesi |Q?,| = 0). Tatad kopéjais 3o
ieks€jo bloku izmers ir

s k
DD @l =t
=1 m=1
Katram izejas simbolam z, ir viena aréja disjunkcija \/fn:1 (kas sastavno k — 1
disjunkcijas), kopa tie ir s(k — 1) logiskie elementi. Tatad parejas shémas F logisko
elementu skaits ir ¢ + (k — 1)s.

AkcepteéSanas shéma G ir Joti vienkarsa — ta ir disjunkcija no visiem akcepte-
joSajiem stavokliem atbilstoSajiem bitiem z;. Tatad tas izmérs neparsniedz s.

Saliekot to visu kopa, ieglistam, ka Sis logiskas shémas reprezentacijas BC-sarezgitiba
ir

Coc(F,G)=C(F)+C(G)+bg <t+(k—1l)s+s+s=t+(k+1)s. |

Ta ka GNA pareju skaits neparsniedz ks?, tad

5.2.Sekas Visam valodam L € N~:

Cpc(L) < ks® + (k+ 1)s.
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Novértéjums @ ir labs, ja GNA pareju skaits nav liels (ka pieméram gadijuma,
ja GNA ir "pretéja virziena pagriezts” GDA), bet visparigaja gadijuma, kad pareju
skaits tuvojas ta vidéjai vértibai kn?/2, to var uzlabot. Uzlabojuma galvena ideja ir
atkartoti izmantot jau eso$as disjunkcijas bloku \/ 4, €Qi % buvesana.

Sekojosa teoréma ir analogs k.9. teorémai nedeterminétas stavoklu sarezgiti-
bas gadijuma, tas aug$éja robeza uzlabo @ teorémas noveértéjumu par kartu log s.

5.3. Teoréma Visam valodam L € Nk:

ks?
< < .
[logs| < Cpc(L) S ogs

Pieradijums Apakséjarobezasekonota, kaCgcL < [log (sc(L)] < [log (nsc(L)]).

Augséjai robezai izmantosim to pasu konstrukciju, ko 5.1|. teoréma, tikai opti-
malak tiks veikta bloku \/ gcqi 4d konstrukcija parejas shéma F'. Optimizacija tiks
balstita uz to, ka viena bloka ieklautas disjunkcijas dal€ji var tikt izmantotas citos
blokos.

Kopa mums nepiecieSams izveidot ks $adas disjunkcijas atbilstoSi ks kopam

¢, katra disjunkcija ir ieklauta dala no stavokla bitiem z;. Sadalisim visus sta-
vokla bitus grupas pa c¢ (konstanti ¢ izvélésimies vélak), kopuma mums bis E]
Sadas grupas.

Katras grupas ietvaros izveidosim visas 2¢ — 1 iesp&jamas mainigo disjunkcijas,
tam nepiecieSami tieSi 2¢ — ¢ — 1 logiskie elementi. Mums jau ir visas disjunkcijas,
kas sastav no viena elementa (ieejas biti), no tiem var viegli izveidot visas disjun-
kcijas, kas satur tiesi divus ieejas bitus, utt., katra soli, no disjunkcijam, kas sastav
no 7 mainigajiem un pasiem ieejas mainigajiem var izveidot visas disjunkcijas, kas
sastav tieSi no ¢ + 1 mainiga, katras $adas disjunkcijas izveidei nepiecieSams tiesi
viens V elements. Tatad kopa mums nepiecieSami tiesi tik logisko elementu, cik
mums ir izejas mainigo minus tik, cik mums jau ir dots. Ta kA mums nepiecieSama
2¢ — 1 vertiba un ¢ jau mums ir dotas, tad kopa mums nepiecieSami 2¢ — ¢ — 1
logiskie elementi. Visam grupam kopa tie biis [ £] (2¢ — ¢ — 1) logiskie elementi.

Katru no ks izejam veidosim, nemot disjunkciju no atbilstosajam jau izrékina-
tajam grupu vértibam. Ta ka ir [ £] grupas un vienai izejai nepiecieSama [£] — 1

disjunkcija, tad visam ks izejam nepiecieSamas ks( [ﬂ — 1) disjunkcijas. Tatad ko-

(&
péjas elementu skaits, kas vajadzigs visu bloku \/qui q izveidei ir

(2] )+ [ e

Tiesi tapat ka b.1| teoréma, vajadzigas vél ir (k — 1)s aréjas disjunkcijas Vi1
japierekina vél ar1 ks konjunkcijas, kuras iepriekseja teoréma tika pieskaititas klat
pie disjunkcijam. Tas biitu viss parejas shémai F'. BC-sareZgitibai vél nak klat ak-
ceptéSanas shémas G sarezgitiba (ne lielaka par s) un stavokla bitu skaits s. Tatad
BC-sarezgitibu $ai reprezentacijai més varam novértét ka

Coc(4) ks ([2] = 1) + 2] @ —c= D)+ b= D)s+ ks + 5+
c c
un, savelkot lidzigos loceklus un novértéjot [ﬂ (—c¢—1)+ s <0, més ieglistam

Cae(A) < E] (ks +2°) + ks.
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Atliek noteikt konstantes c vértibu. Matematiskas analizes metodes Seit isti ne-
dereés, bet ta ka miisu novértéjumi ir asimptotiski, tad derés ari empiriski piemek-

letavertibac = [logs — loglogs].Tad [£] < goeog—1 2° < glog s—loglog s+1 _

2s
log s un
s 2s ks? 252
Cgc(A) < k ks < —F +k
be(4) < (logsloglogs 1) ( st 10gs> TESS log s + (log s)2 + 6,
un ieverojot, ka loceklis 173225 dominé par paréjiem, secinam, ka
ks?
Cgc(A) < .
Bc(4) < log s

Ar to arl pieradijumu varétu beigt, bet prasas vél neliels neformals pamato-
jums, kapéc sada c vértiba ir optimala un vai ar kadu citu ¢ vértibu nevar iegit la-
baku novértéjumu. Vienkarsibas péc atmetisim visas noapaloSanas un apliikosim
izteiksmi

s ks  s2°¢
Ce(A) < H (ks +2°) + ks~ o 4 52
c c c
Jamésnemtu c > log ks, tad jau viens pats otrais saskaitamais % > m 2

ks

sasniegtu asimptotisko novéertéjumu, bet, ja ¢ < logks, tad to savukart sa-

log s
. . . . 2 2 - . . .
sniedz viens pats pirmais: ’“% pe 1’;28. Tatad, ne uz vienu, ne uz otru pusi mainot c,

més $aja konstrukcija neko asimptotiski labaku iegit nevaram. |

Ka jau tas tika atziméts nodalas sakuma, B teorémas apakseja robeza ir tuvu
sasniedzama. Lai paraditu, ka ar1 §1aug$éja robeZa ir tuvu sasniedzama, rikosimies
tapat ka stavoklu sareZgitibas gadijuma un novértésim BC-sareZgitibu gandriz vi-
sam valodam.

5.4. Teoréma Gandriz visam valodam L € N*

(k —1)s?
—_— >
Ce(L) > 2log s Jak =2,
S
Cge(L) > ——,jak =1.
be(L) logs’]a

Pieradijums Gadijum3, kad £ > 2, no k.3, teorémas prasitais biitu spéka, ja izdo-
tos pieradit, ka kadai konstantei a
log |05 _ (k—1)s?
loglog |9%| —a — 2logs

No R.1l. teorémas zinams, ka [91%| > 2(k=1)s* tapac

log|ny| _  log 2(k=1)s* (k—1)s2 (k- 1)s?
loglog |Mt*| —a ~ loglog2(*—1s* —q  2logs+log(k—1)—a  2logs
lai ieglitu pédéjo vienadibu, izvélésimies a = log (k — 1).
Savukart, lai pieraditu teorémas apgalvojumu, gadijumam, kad k£ = 1, izman-
tosim @ teorému ar konstanti a = 0. Sada gadijuma mums atliek pieradit, ka
log| | s
loglog|91l| ~ logs’
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Taka [9t}| > 29, (2.1. teoréma), tad

log |91} o _log2® s
loglog [91!| ~ loglog2s  logs’

Saliekot kopa augséjos un apaks€jos novertéjumus (@. un @ teorémas), mes
ieglistam sekojoSu ainu:

5.5.Sekas Gandriz visam valodam L € Nk

kE—1)s2 ks? .
( 2log)5 < Coe(L) 5 logs’ jak =2,
2
s s ,
1Og$<CBC(L)510gS7 ]ak:l

Pirmais, kas uzreiz ir redzams, ka augs€jas un apakséjas robezas nesakrit. Ga-
dijuma, ja k > 2, tas atSkiras konstantu skaitu reizu (Cetras reizes, ja k = 2, vai
mazak, ja k > 2), bet, gadijuma, ja ¥ = 1, atSkiriba nav pat konstanta. Gribétos
ticét, ka, lidzigi ka stavoklu sareZgitibas gadijuma, ari $eit ir spéka Senona efekts.
Bet tad jaatbild uz jautajumu, kurus no Siem novértéjumiem iespéjams uzlabot?

Gadijuma, kad k£ > 2, atSkiriba ir divas vietas: reizinatajos £ — 1 un k, ka ari
dalitaja 2 apakseja robeZa. Pirma atskiriba domajams nak no -1 novertéjuma, tur
ariredzams, ka augséjarobeza ir reizinatajs k, bet apak$éja — reizinatajs k—1. Lidz
ar to, lai uzlabotu So reizinataju, jauzlabo apakséjais novertéjums neekvivalentu
GNA skaitam ar ne vairak ka s stavokliem.

Savukart dalitajs 2 domajams nak no parejas shémas konstrukcijas. Saja logis-
kaja shema kritiska vieta ir daudzas disjunkcijas, kas atbilst vairakam izejam un ka
tas vienlaicigi efektivi konstruét. Ka $1jautajuma esenci var aplikot logisko shemu
konstrukcijas uzdevumu funkciju klasei f : {0,1}™ — {0, 1}", kur katram ¢

Yi = Tiy V Tiy V Ty,

Seitx; uny; ir attiecigi ieejas un izejas mainigie, katrs izejas mainigais ir daZu ieejas
mainigo disjunkcija (piemeéru skat. 6.3, zim.). Apzimeésim So funkciju klasi ar £,

e

A

5.3. att. Logiskas shémas piemérs funkcijai no klases F™.

Sai Biila funkcijai tas sarezgitibas labakas zinamas aug$éjas un apaks$éjas robe-
Zas atskiras 2 reizes.
5.6. Teoréma Gandriz visam Biila funkcijam f € F™:
2 2

SO S

~ logn’
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Pieradijums Pieradijums augséjai robezai ir tiesi tads pats, ka B.3. teorémai, ta-
péc to tikai isi ieskicésim: Sadala visus ieejas mainigos grupas pa ¢, katrano? gru-
pam izrekina visas 2¢ disjunkcijas, kam kopa nepieciesami aptuveni "—fc logiskie
elementi (disjunkcijas). Katru izejas mainigo tagad var izteikt ka disjunkciju no =
apaksformulam (katru no savas grupas). Tatad katram no tiem vajag = disjunkci-
jas, kas kopa sastada "—j disjunkcijas. Tatad kopéjais logisko elementu (kas visi ir
disjunkcijas) skaits $aja logiskaja shéma bus "—fc + "72

Jaizvelas c = logn — loglogn, tad summa 2°% + "—5 dominé otrais loceklis un

TL2
logn*

2 2 2
‘s v e o n| _on® ma1s _n? < _n®
Apakséjai robezai ievérosim, ka | F*| = 2" . Taka Tlogn > Tlogn — b tad mums

pietiks novértét to funkciju dalu €, klasé F'™, kuru logiskas shémas sarezgitiba ne-
2

parsniedz #gn — n un pieradit, ka e,, — 0,jan — oo. Ta vieta pieradisim, ka

loge,, = —o0.

tasir

_n?

Funkciju skaits klasé F'"*, kuru sarezgitiba neparsniedz Tlogn
parsniedz visu funkciju skaitu ar $adu pat sarezgitibu, tapéc

— n, noteikti ne-

. < N(n,n, —2&%” —n)

— 2712 ’

Seit tapat ka @ teoréma N (n, m, c) ir dazado Bula funkciju skaits ar n ieejas mai-
nigajiem un m izejas mainigajiem, kuru sarezgitiba neparsniedz c.
No . teorémas izriet, ka

2

( 2 )(mg) 9(2r;§n)

loge, <log 2logn o2 =
n2
= <2logn> (2logn +log9 — 1 —loglogn) — n? =

2
= <212gn> (log9 — 1 —loglogn) — —oco. |}

Vai kadu no Siem novértéjumiem var uzlabot ir sarezgits jautajums, lai ar1 pats
uzdevums neliekas parak griits. Bet to, ka tas nav trivials, var ilustrét ar faktu, ka
dazam funkcijam no F™ optimalas logiskas shémas satur ar1 konjunkcijas (lai arl
pietiktu tikai ar disjunkcijam)[37].

Unaro valodu gadijuma var parliecinaties, ka pat @ teorémas augsejas robe-
7as ievietoana .4, teorémas aprékinos palielinas tas apakséjo robezu tikai lidz
s. Tas pielauj iespéju, ka optimalu logisko shému konstrukcijas unariem GNA vel
nav izsmeltas. Tapéc tas, vai @ teorémas konstrukciju unariem GNA ir iespéjams
uzlabot, paliek ka jautajums turpmakai izpétei.
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6. nodala

Valodu operacijas

Saja nodala apliikosim ka mainas BC-sareZgitiba pie dazadam valodu operaci-
jam: apvienojuma, Skéluma, konkatenacijas, Klini sléeguma un apvérsanas, ka ari
salidzinasim to ar attiecigo stavokla sarezgitibu.

Stavoklu sareZgitibas pie valodu operacijam sistematiska izpéte tika sakta sa-
lidzinosi vélu, tikai 90-os gados, kad tika iegiti sakritosi augsSéjie un apakséjie no-
vertéjumi svarigakajam valodu operacijam[4€]. Turpat ari tika pamatots, ka sa-
rezgitiba valodu operacijam ir atkariga no t3, vai més apliikojam tas viena simbola
alfabéta vai vairaku, izradas ari, ka galigam valodam ta ir cita (mazaka) neka vis-
parigaja gadijumal1Q].

Si joma turpina attistities, miisdienas tiek apliikotas gan kompleksas operaci-
jas (Klini slégums no valodu apvienojuma u.c.)[34], gan ta tiek novértéta dazadam
specifiskim valodu klasém[[16] vai nedeterminétiem automatiem[[18]. Isu parska-
tu var atrast, pieméram, raksta [45].

Vispirms aplikosim klasiskus rezultatus, ka valodu operacijas ietekmé stavok-
lu sarezgitibu, un péc tam pariesim pie BC-sarezgitibas.

Pienemsim, ka mums ir dotas divas valodas L; un L, ar stavok]u sarezgitibu,
attiecigi, m un n. GDA A;(Q1,%, 61, q3, Q1) ir minimalais GDA, kas pazist valodu
Ly (|Q1] = m) un GDA A3(Q2, %, 82, g2, Q) ir minimalais GDA, kas pazist valodu
Lz (1Q2| = n).

6.1. Teoréma [33]
L4 ]a L3 = L1 @] L2 vai Lg = Ll n L2 tad SC(Lg) § mn.
L ]a L3 = L{%, tad SC(Lg) < 2m,
e Ja L3 = L1Lo, tad SC(Lg) < m2" — on—l
e JaLs= (L)% tad sc(L3) < 2m~1 4 2m=2,
Pieradijums Ta ka Sie rezultati ir labi zinami, tad to pieradijumu tikai ieskicésim.
Visos Sajos gadijumos var uzkonstruét GDA, kas pazist L3 un kura stavoklu tel-
pa ir atkariga no izejas GDA stavoklu telpam (telpas). Apvienojuma un Skéluma
gadijuma $1 telpa biis ()1 x 2, apvérstas valodas un Klini sléguma gadijuma —

2@Q2 bet konkatenacijas gadijuma: Q; x 292. Apvienojuma un $kéluma gadijuma
GDA A; un A, darbojas neatkarigi, apveérstas valodas gadijuma meés varam visas
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parejas paverst pretéja virziena, iegiistot GNA, ko péc tam vajag determinizet. Kli-
ni sléguma gadijuma no visiem beigu stavokliem japievieno ¢ parejas uz sakuma
stavokli, kas doto GDA parvérs par GNA, ko péc tam var determinizét. Konkatena-
cijas gadijuma paraléli darbojas A; ka GDA un A; ka GNA, pie tam vienmeér, kad
A; atrodas kada beigu stavokli A, vél papildus tiek uzstadits sakuma stavokli.

Teorémas stavok]u skaita novéertéjumi sakrit (vismaz ar kartu) ar augstakmi-
nétajiem stavoklu telpas izmériem, bet konkatenacijas un Klini sléeguma gadijuma
papildus var identificét ar1 dazus nesasniedzamus stavoklus, lidz ar ko $im opera-
cijam aug8éjo novertéjumu var nedaudz uzlabot. |

Visi Sie novertéjums stavoklu sarezgitibai ir optimali, visam $im operacijam
var piemeklét valodas (maksimums 3 simbolu alfabéta), kuru stavoklu sarezgitiba
sasniedz So aug$éjo robezu.

Aplikosim tagad, ka BC-sarezgitiba mainas lidz ar visam $Im valodu operaci-
jam. Visam operacijam pienemsim, ka mums dotas divas valodas L; un Lo, kuram
m = SC(Ll), n = SC(LQ), a = CBC(LI); b = CBC(LQ), k = ‘Z| Saksim ar valodu
apvienojumu un skélumu.

6.2. Teorema ja L3 = Ly U Lyvai Ly = Ly N Lo tad Cpe(L3) < a+b+ 1.

Pieradijums Pienemsim, ka logiskas shémas (F, G1) reprezenté GDA, kas atpa-
zist L; ar minimalo BC-sarezgitibu, un logiskas shémas (F5, Go) reprezenté GDA,
kas pazist Lo (arl ar minimalo BC-sarezgitibu), stavok]u bitu skaits tam ir, attie-
cigi, b un b . Parejas shema GDA, kas pazist Ls, sastavés no logiskajam shémam
Fyun Fg, kuras stradas paraléli (@ zim. pa kreisi). AkceptéSanas shéma sastaves
no logiskajam shémam G; un G5, kas katra darbosies uz sev atbilstosajiem ieejas
mainigajiem (stavok]u bitiem) un kuru rezultati tiks savienoti ar disjunkciju (ap-
vienojumam) vai konjunkciju (Skélumam), skat. @ zim. pa labi.

X% = @ *

6.1. att. Parejas shema (pa kreisi) un akceptéSanas shéma (pa labi) valodu skelu-
mam

Sadas logiskas shémas reprezentacijas sarezgitiba ir
Cic(L3) < C(Fy) + C(Fy) + C(G1) + C(G2) + 1+ by + by =a+b+1. |}

Vards x5 . . . z,, pieder apveérstajai valodai L{% tad un tikai tad, ja x,, . . . T2z
pieder valodai L;. GNA N, kas atpazist L{z, var iegit no GDA A, kas atpazist L1,
uzstadot par N sakuma stavokliem visus A beigu stavoklus, uzstadot qq, par N
vienigo beigu stavokli un apgriezot visas parejas pretéja virziena. GDA, kas atpazist
L{%, var iegit determinizéjot So GNA N.

6.3. Teoréma Cpc (L) < (2k +4)m
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Pieradijums Siteoréma izriet tie$a veida no B.1|. teorémas un ti, ka GNA N ir tiegi
tikpat pareju, cik bija GDA A; — tatad km. Vél papildus ne vairak ka 3m logisko
elementu jaierékina iespéjamajai sikuma stavokla uzstadis$anai uz nullem. |

Valoda L1 L», kas ir valodu L; un L, konkatenacija, sastav no visiem vardiem
uw, tadiem,kauw € Ly unw € Ls.

6.4. Teorema Cpc(L1Ls) <a—+ (2k+1)n

Pieradijums Pienemsim, ka GDA A; pazist L; ar minimalo BC-sareZgitibu, bet
GDA A, pazist Lo ar minimalo stavoklu sarezgitibu. Konstrukcija biis tada pati ka
stavokl]u sarezgitibas gadijuma. Paraléli darbosies A; ka GDA un A, ka GNA, un
vienmer, kad A; bus kada no saviem beigu stavokliem, A5 papildus saviem teko-
Sajiem stavokliem nonaks ari sakuma stavokli.

6.2. att. Parejas shema F' GDA, kas pazist valodu konkatenaciju L Lo

Parejas shému GDA, kas pazist L, L, konstrué sekojosi (@. zlm.): tas stavok-
lu biti sastavés no A; kodéjuma stavok]u bitiem un A, stavokliem. Parejas shéma
F, sastavés no A; parejas shémas un A, ki GNA parejas shémas (ka b.1. teore-
ma),kuras darbosies paraléli, o pédéjo apzimésim ar N (Az). Katra soli 4; akcep-
téSanas shéma G'ynoskaidros, vai gadijuma A; neatrodas beigu stavokli, un, ja ta,
tad papildus uzstadis N (A5) ari tas sakuma stavoKkli go.

No .1l teorémas izriet, ka C'(N(Ay)) < t + (k + 1)n un, ta ka A ir GDA, tad,
t = kn.

Akceptésanas shéma parbaudis to, ka A; atrodas akceptéjosa stavokli, tam ne-
piecieSama ne vairak ka n — 1 disjunkcija. Stavokla bitu skaits $ai logiskas shémas
reprezentacijai ir le + n, kur bb ir stavokla bitu skaits A; reprezentacija (. 71-
méjuma by, = 4unn = 6).

Tatad kopéja BC-sareZgitiba GDA, kas pazist L, Lo neparsniedz

Coc(L1L2) < C(Fy) + C(G1) + C(N(A2)) +1+n — 1+ bg +n <
<a+kn+(k+1)n+2n=a+ 2k+3)n. |
6.5. Teorema Cpc(L7) < (3k + 1)m.

Pieradijums GNA, kas pazist L}, var iegiit no GDA, kas pazist L1, pievienojot pa-
pildus katrai parejai, kas pariet uz kadu no beigu stavokliem, ari pareju uz saku-
ma stavokli. Pareju skaits $im GNA neparsniegs 2km. Konstruéjot logiskas shémas
reprezentaciju Sim GNA, ka @ teoréma, iegust prasito. |
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Operacija | Stavoklu sarezgitiba | BC-sareZgitiba
Ly ULy mn a+b+1
LiNLs mn a+b+1

LT m 2k + Hm
LyLs m2m —2n-1 a+ (2k +3)n
Lt 2m—1 4 om=2 (3k+1)m

6.1. tabula. Stavoklu sarezgitiba un BC-sarezgitiba valodu operacijam

Tabula 6.1 ir salidzinata stavoklu sarezgitiba un BC-sarezgitiba dazadam valodu
operacijam.

leglitajos rezultatos var ievérot, ka visam operacijam iegiitas valodas BC-sarezgitiba
ir daudz mazaka par tas maksimalo iespéjamo vértibu, ipasi izteikti tas ir redzams
tam operacijam, pie kuram stavoklu skaits var pieaugt eksponenciali. Pieméram,
konkatenacijas gadijuma, gandriz visam valodam, kuru stavok]u sareZgitiba ir m2" —
271, to BC-sareZgitiba ir apméram (k — 1)(m2" — 2"~ ') (k.11 teoréma), kas
ir daudz lielaka neka maksimala BC-sarezgitiba tam valodam, kas iegiitas valodu
konkatenacijas rezultata (a + (2k + 3)n).
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7.nodala

BC-sarezgitiba un GDA
minimizacija

Ja més atgrieZamies pie klasiska stavok]u kodéSanas uzdevuma, tad tas ir cie-
$i saistits ar GDA stavoklu minimizaciju. Lai ar1 pirmaja bridi varétu Skist, ka $is
lietas ir neatkarigas: doto GDA més varam minimizét un tad méginat atrast tam
optimalu stavok]u kodéjumu, ta nebiit nav, ne vienmér minimalo GDA vareés prak-
tiski realizet tikpat efektivi ka sakotnéjo.

Jau 1962. gada Hartmanis un Stérns[[17] apliikoja 8 stavoklu GDA, kura realiza-
cijai pietiek ar 19 diodém, bet, ja to minimize l1dz 7 stavokliem, tad tam vajadzigas
jau 22 diodes (ta nav apakséja robeZa, bet labaka autoriem zinama realizacija). Ari
citi autori uzsver, ka stavoklu minimizaciju nevajag aplikot atseviski no stavok]u
kodésanas uzdevuma, bet Sie jautajumi jarisina sinhroni[8].

Saja nodala més aplikosim $o jautdjumu no teorétiska — BC-sarezgitibas vie-
dokla un pamatosim, ka minimala GDA BC-sarezgitiba var atskirties no sakotnéja
GDA BC-sareZgitibas ne tikai "par 3 diodém”, bet ari krietni vien vairak.

Izradas, ka minimala GDA BC-sareZgitiba nav polinomiali ierobeZota ar sakot-
néja (neminimizeta) GDA BC-sarezgitibu. Tas nozimé, ka stavoklu skaita minimi-
zacija var stipri palielinat GDA iekséjas struktiiras sarezgitibu. No otras puses —
tas nozime to, ka daZos gadijumos, ekvivalentu stavok]u izmantoSana automata,
var samazinat to strukturalo sarezgitibu.

Atcerésimies, ka ar M (A) (M (L)) apzimé minimalo GDA, kas ir ekvivalents A
(kas pazist L).

7.1. Teoréma Ja eksisté tads polinoms p(x), ka visam regularam valodam L binara
alfabéta izpildas Cpc(M (L)) < p(Cgc(L)), tad PSPACEC P/poly.

Pieradijums Pieradijuma galvena ideja ir sekojosSa: dotai valodai V' € PSPACE
konstruésim GDA AY, kas strada binara alfabéta un akcepté vardu w, ja ta pirmie
n simboli pieder valodai V, bet dara to péc eksponenciali ilga laika (par€jos ieejas
simbolus lidz tam automats ignoré). Sadu automatu var konstruét ar polinomialu
BC-sarezgitibu attieciba pret n, modelgjot ta stavok]u telpa Tjiringa masinas, kas
pazist V, darbu.

Bet atbilsto$ais minimalais GDA M (AY) "zinas”, vai vards jaakcepté jau péc pir-
mo n simbolu nolasiSanas — tas atradisies viena no diviem iespéjamajiem stavok-
liem, atkariba no ta vaiwiws . .. w,, € V.JaCpc(M(AY)) ir polinomiali atkariga no
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Cgc(AY), tad arl ta ir polinomiala attieciba pret n, bet no M (AY') logiskas shémas
reprezentacijas tad savukart var kKonstruét polinomiala izméra (attieciba pret n)
logisko shému, kas nosaka vai vards pieder V. Tas nozimé, ka V' € PSPACE = V €
P/poly, kas ar1 bija vajadzigs.

Un tagad vélreiz tas pats mazliet sikak un precizak. Pienemsim, ka eksiste tads
polinoms p, ka jebkurai regularai valodai L binara alfabéta ¥ = {0, 1} izpildas
Cic(M (L)) < p(Cpe(L)). Nemsim patvaligu valodu V' € PSPACE (binara alfabéta).
Mums japierada, ka eksisté tads polinoms 7(n), ka jebkuram n var uzkonstruét
logisko shemu ar ne vairak ka r(n) logiskajiem elementiem, kas vardiem garuma
n nosaka, vai tie pieder V.

No @ teorémas izriet, ka eksiste tada Tjiringa masina 7'My, kas pazist V,
lietojot ne vairak ka g(n) lentes riitinas ne vairak ka 2¢(") solos, kur ¢(n) ir kads
polinoms. Apzimésim m = ¢(n) un apliikosim regularu valodu L binara alfabéta,
kurai pieder tie vardi garuma n + 2™, kuru pirmo n simbolu veidotais vards pieder
V:

WiW3 . . . Wy ELZ <~ t=n+2"unwy,...,w, €V.

Vispirms konstruésim GDA AY, kur$ pazist L) un kura BC-sarezgitiba ir poli-
nomiali atkariga no n. Automata A" stavokla registra vajadzés modelét Tjiringa
masinu 7'My ka arl iek]aut skaititaju, kas prot skaitit lidz n + 2.

Automata AY darbibas plans ir $ads: vispirms ielasit pirmos n simbolus sta-
voklu registra un tad sakt simulét 7'My, darbu, paraléli tam visam skaitot lidzi solu
(ielasito simbolu) skaitu. Péc 2™ 4+ n simbolu nolasiSanas 7'My biis veikusi 2™ so-
lus un tatad noteikti biis apstajusies un ierakstijusi atbildi (1, ja z1,...,z, € V, 0,
ja né) savas lentes pirmaja rutina. Lai noskaidrotu, vai vards pieder LY, japarbau-
da nolasito simbolu skaits (péc skaititaja) un, ja tas sakrit ar 2™ + n, tad jaskatas,
kas rakstits lentes pirmaja ritina.

Lo [ ] oa [ Ji [ g | k|
[ [ 0] o |- Tl ol x |
L —
/
\ Y v
[ o [ 6] Lo [ ] e |

7.1. att. Parejas shéma F' automatam A"

GDA AY parejas shéma F redzama @ ziméjuma. Augs$éja rindina z ir ieejas
bits (ar dabigu kodéjumu), bet pare€jie ir stavokla biti: i1q1, . . . , i@ it T My len-
tes un stavokla bloki, kuros tiek simuléta tas darbiba (ka @ teoréma), bloks k ir
m + 1 bita skaititajs. Peléki iekrasotas rutinas satur starprezultatus, kas izdaliti
atseviski, lai labak paskaidrotu logiskas shémas darbibu.
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Izvélésimies tadu Tjiringa masinas lentes kodéjumu, ka tuksais simbols X tiek
kodéts ar 00, nulle tiek kodéta ar 01, vieninieks tiek kodéts ar 11. Stavokla kodéju-
mam svarigi, lai tuksais stavoklis ¢ tiktu kodéts ar visam nullém, paréjie stavokli
var tikt kodéti patvaligi. Sads kod&jums nodro$inas to, ka sakuma uz lentes ir visas
nulles, ka jabit GDA logiskas shémas reprezentacija, ka arfi to, ka, lai noskaidrotu,
kads simbols (0 vai 1) atrodas T'My, lentes pirmaja rutina <1, pietiks paskatities uz
AY stavokla registra pirmo bitu. Ari skaititaja sakuma vértiba ir nulle.

Parejas shéma sastav no 3 veidu komponentém. "T'My” komponente simulé
Tjuringa maSinas 7'My darbibu, "+1*” komponente pieskaita vieninieku skaiti-
tajam, 11dz tas ir sasniedzis savu maksimalo vértibu om+l _ 1 péc ka ta vertiba
paliek konstanta (lidz ar to ta nav klasiska vieninieka pieskaitiSana R.5. teorémas
izpratné, bet atSkiras tikai vienai vértibai — visiem vieniniekiem). Atgadinasim,
ka izvéles elementi "k = j”, kurus apzimé ar rombiniem, atgriez savu kreiso ieeju,
ja nosacijums neizpildas, un labo, ja izpildas, dati, kas nepiecieSami pasa nosaci-
juma izrekinasanai, tiek padoti rombina vidu. Visi izveles elementi, kuri sanem k
veértibu nosacijumam no skaititaja, sanem to péc vieninieka pieskaitiS$anas — lidz
ar to nosacijums k = j izpildas tiesi j-aja soli (kad tiek nolasits j-tais simbols no
lentes).

Pirmajos n solos registri iy, . .. ,i, viens péc otra tiek aizpilditi ar ieejas sim-
bolu z1,...,z, iekodétam vértibam. Tas tiek darits ar izvéles elementu "k = j”
palidzibu, kuri ieraksta doto ieejas bitu i; registra tad un tikai tad, ja k = j. Kopa
tatad ir n Sadi izveles elementi.

Péc n simbolu nolasi$anas izvéles elements k = n uzstada q; registru uz 7'My,
sakuma stavokli g, tas nozimé, ka TM galvina tagad atrodas pirmaja riitina un pa-
ti TM atrodas sakuma stavokll. Lidz tam visi stavoklu bloki ¢; bija uzstaditi uz ¢
lidz ar to TM nekadas darbibas neizveica. Bet tagad T'My, simuléSana sakas (un
turpinas visu laiku).

7.2. att. Akcepté$anas shéma automatam AY

Pec 2™ soliem T'My, ir apstajusies — tas nozime, ka tas rezultats (vai x1, . . .,z
pieder V') ir ierakstits registra ;. AkceptéSanas shéma G (@. zim.) akcepté ieejas
vardu tad un tikai tad, ja & = 2™ + n un i; registrs satur iekodétu vieninieku (ta
pirmais bits ir 1).

Noveértésim tagad A" BC-sarezgitibu. TM simulacijai nepiecie$amim(2+[log (|Q| + 1)])
stavok]a biti: divi biti katram nokodétam datu bitam ¢; un [log (|Q| + 1)] biti kat-
ram nokodétam 7'My, stavoklim g;, skaititajam nepiecieSams m + 1 bits, lidz ar to
kopéjais stavokla bitu skaits biis bg = (1 +m) +m(2+ [log (|Q| + 1)]), kur |Q] ir
T My stavoklu skaits.

No @ teorémas izriet, ka 7'My, komponentes sareZgitiba ir cm, kur ¢ ir kon-
stante, kas atkariga no 7'My, bet nav atkariga no n (tatad arl no m). Katras par-

50



baudes k = j sareZgitiba ir lineara attieciba pret n, tatad to kopéja sarezgitiba ir
kvadratiska attieciba pret n. Skaititaja bloka sarezgitiba ir lineara attieciba pret m.
Ari akceptéSanas shémas sareZgitiba acimredzami ir lineara attieciba pret m.

Ta ka m ir polinomiali atkarigs no n, tad GDA AY BC-sarezgitiba ir polinomiala
attieciba pret n: Cpc(AY ) < h(n), kur h(n) ir kads polinoms.

O @O 2 @2 (@) ol

7.3. att. Automata A!Y stavoklu pareju diagramma

v

n

Apliikosim tagad savadak konstruétu GDA A’Y, kurs ari pazist valodu L
stavok]u parejas diagramma shematiski attélota [7.3. zimé&juma.

Pirmajos n solos ieejas simboli tiek ielasiti un saglabati "stavoklu atmina”, kat-
rakolonnal < i <n—1ir?2t stavok]u visam ieejas virkném garuma ¢. Kad tiek
nolasits n-tais ieejas simbols, GDA pariet vai nu uz stavokli Sy ( vai Sy atkariba
noti,vaizy ...z, € Vvaizy...x, ¢ V. Sis solis stavoklu diagramma ir paradits
tikai shematiski, tas ir atkarigs no valodas V. Stavoklis Sy ir visu noraidoss, bet
no stavokla sy g automats péc 2™ stavokliem nonak vienigaja akceptéjosaja sta-
vokll syom (neatkarigi no ieejas simboliem), no kura tas talak pariet uz stavokli
snNv, kKura tas paliek uz visiem laikiem.

Var redzét, ka péc n simbolu nolasi$anas GDA A!Y jau satur viegli parbaudamu
informaciju par to, vai x1,...,x, € V — tas atrodas tiesi viena no diviem sta-
vokliem sy vai sy atkariba no t3, vai x1, ..., x, € V vaine. To var izmantot, lai
uzkonstruétu logisko shému valodas V vardiem garuma n, lidzigi, ka tas tika darits
@. teorémas pieradijuma.

, ta

7.4. att. Logiska shéma, kas pazist valodas V' vardus garuma n

Lai ari A/ iespéjams nav minimalais automats (var gadities, ka ta "kreiso pu-
si” var minimizet), ta minimizacija var novest tikai pie dazu stavoklu "salipSanas”
kreisaja pusé un ari minimalajam GDA M (A’Y) = M(LY') atradisies divi stavokli
Syo un syv, Kuros tas atradisies péc n simbolu nolasiSanas un péc kuriem varés
noteiktvai z,...,z, € V.
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No teorémas pienémuma Cpc(M(AY)) < p(Cpc(An)) < p(h(n)) lidz ar to
eksisté automata M (A!Y") logiskas shémas reprezentacija (F,,,G,,) ar b,, stavoklu
bitiem, kuras BC-sareZgitiba ir polinomiala attieciba pret n.

Izmantojot to, konstruésim logisko elementu shému, kas pazist valodas V' var-
dus garuma n. Savienosim n parejas shémas F;, kopa (. zim.), lai iegitu logisko
shému, kas modelé automata M (A!") pirmos n solus. Gala pievienosim izvéles
elementu "s = sy” (ta sareZzgitiba neparsniedz 2b,) un atgriezisim 1 vai 0 atka-
riba no ta vertibas. Ta ka péc n simbolu nolasiSanas M (A,,) atrodas stavokli sy¢
tad un tikai tad, ja 1 ...z, € V, tad $1logisko elementu shéma pazist valodas V'
vardus garuma n. Tas sarezgitiba (jan > 2) ir

r(n) =n-C(F,)+C(s = svo) <n-C(F,)+2b, < n-Crc((Fn,Grn)) < np(h(n)),

kas ir polinomiala attieciba pret n.
Ta ka katrai valodai V' € PSPACE §adi var uzkonstruét polinomiala izméra lo-
gisko elementu shému jebkuram ieejas datu garumam n, tad V' € PSPACE= V' €

P/poly. |}

Karpa-Liptona teoréma apgalvo, ka, ja NPCP/Poly, tad polinomiala hierarhija
kolapsé lidz tas otrajam limenim Y%, (skat. @ nodalu). Ir visparzinams fakts, ka, ja
PSPACE C P/poly, tad PSPACEC ¥4 NIIL’. Tapéc, lai ari nav pieradits, ka PSPACEZ
P/poly, ir visparpienemts uzskatit, ka Sis apgalvojums ir patiess. No ka izriet, ka re-
gularas valodas minimala GDA BC-sareZgitiba nav polinomiali ierobeZota attieciba
pret tas BC-sarezgitibu.
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8. nodala

BC-sarezgitiba galigiem
automatiem ar izeju

Ka viena no motivacijam $im darbam ir galigu automatu izmanto$ana prakse
un ar to saistita stavoklu kodésanas probléma. Praksé So jautajumu visbiezak apli-
ko tiesi galigiem automatiem ar izeju, un ari autora pirmaja raksta par So temu[40]
BC-sarezgitiba tika apliikota tie$i automatiem ar izeju. Tiem nodefinét logiskas
shémas sarezgitibu ir kaut kada zina pat vienkarsak, nav jadoma, ko iesakt ar ak-
ceptéjoso stavoklu kopu. Lai ar1 turpmakajos rakstos[39][41][42] un lidz Sim Saja
darba tika aplikoti tikai galigi automati bez izejas (galvenokart tas tika darits, lai
varétu runat par BC sarezgitibu regularam valodam), ir vérts vismaz isi aplukot ar1
automatus ar izeju.

Gandriz visi rezultati, kas ir speka galigiem automatiem bez izejas, ir spéka arl
galigiem automatiem ar izeju (Senona efekts, ...) un pieradijumi ari ir tadi pasi, ta-
péc Saja nodala tikai isi tos uzskaitiSu un ari pieradijumos noradisu tikai atskiribas
no attiecigas teorémas pieradijuma galigiem automatiem bez izejas.

Galigi automati ar izeju ir galigo automatu variacija, kas katru vardu ta vieta, lai
to akceptétu vai noraiditu, parveido par citu tikpat garu vardu. Katra soli $ads au-
tomats lasa vienu simbolu no ieejas lentes un atkariba no ta un no tekosa stavokla
raksta simbolu izejas lent€, un pariet uz nakamo stavokli. Formali to var aprakstit
sadi:

Definicija Galigs determinéts automats ar izeju ir kortezs (Q, X, Y, J, 0, qo), kur

[EEN

. @ ir stavokl]u telpa (galiga kopa)

N

. X ir ieejas alfabéts (galiga kopa)
3. Y ir izejas alfabets (galiga kopa)
4. §: X x @ — Q ir stavoklu parejas funkcija

vt

o : X X Q — Y ir izejas funkcija

)

. qo € @ ir sakuma stavoklis

Galigs automats ar izeju sak darbu stavokli ¢y un katra soli nolasa no ieejas len-
tes vienu simbolu, raksta izejas simbolu uz izejas lentes un nomaina savu stavokli.
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Jatas atrodas stavokli ¢ € Q un nolasaieejas simbolu x € ¥, tad tas uz izejas lentes
raksta o(z, ¢) un pariet uz jaunu stavokli J(z, g).

Sadi galigs automats ar izeju parveido vardus garuma n no ieejas alfabéta X
par vardiem garuma n izejas alfabéta Y. Ekvivalenci un minimizaciju galigiem au-
tomatiem ar izeju definé tapat ka akceptoriem. Gadijums, kad |Y'| = 1, ir trivials,
visi automati ar Sadu izejas alfabétu, darbojas vienadi, tapéc turpmak visur pie-
nemsim, ka |Y| > 2.

Novertét galigu automatu ar izeju skaitu ir sarezgitak, jo literatiira $ads nover-
téjums neatradas, bet novertéjums akceptoriem[[14]] izradijas viegli adaptéjams
misu vajadzibam, 1pasSi nemot véra to, ka @ nodalas asimptotiskajiem novértéju-
miem pietiek ar salidzino$i rupju novertéjumu.

8.1. Teoréma ([14]) Neekvivalentu minimalu galigu automatu ar izeju skaits k-
simbolu ieejas alfabéta X ar ne vairak ka s stavokliem un izejas alfabétuY (1Y | > 2)
nav mazaks par [Y'|*sF=1s,

Pieradijums Konstruésim neekvivalentu automatu ar izeju apakskopu, kuras iz-
mérs nav mazaks par |Y'|*s(*~1s, Izvélésimies patvaligu ieejas simbolu a € ¥, un
tam stavok]u parejas definésim "pa apli” (B.1. zim.). Katrai parejai izejas simbo-
lu varam izvéléties |Y| veidos, lidz ar to mums ir |Y'|* $adu viena ieejas simbola
automatu, nekadi divi no kuriem nav ekvivalenti (lai ari ne visi ir minimali).

8.1. att. Dazadu minimalo automatu ar izeju konstruesana gadijuma, kad k = 1, uz
bultinam rakstits izejas simbols.

Visiem paréjiem k — 1 ieejas simboliem stavoklu parejas un izejas simbolus de-
finésim patvaligi, to var izdarit (|Y|-s)(*~ 1 veidos. Tatad kopéjais $adu automatu
skaits ir [Y[5(|Y] - s)(F= 1 > |y |ss(k=Ds,

Nekadi divi no Siem automatiem nav ekvivalenti. Ja més katram no tiem apli-
kojam minimalo automatu, tad més ieglisim minimalu automatu kopu, katram no
kuriem ir s vai mazak stavok]u, un kuru skaits ir vismaz |V [*s(*=1s, |

Galigiem automatiem ar izeju atkrit probléma ar atsevis$ku logisko elementu
shému beigu stavokla parbaudei. Ta ka gan izejas simbols, gan nakamais stavoklis
ir atkarigi no vieniem un tiem paSiem argumentiem (no ieejas simbola un stavok-
la), tad to aprékinasanu var veikt viena logiskaja shéma. Saja gadijuma $i shéma
sanems ieeja nokodétu stavokli un ieejas simbolu un atgriezis iekodétu (nakamo)
stavokli un izejas simbolu.

Definicija Par galigaautomataarizeju A kodéjumu E(A) sauckortezu (fx, fy, fo),
kas sastav no ieejas alfabéta kodéjuma fx, izejas alfabéta kodéjuma fy- un stavoklu
telpas kodéjuma f¢ pie tam fg(qo) = 0°.

Definicija Par dota galiga automata ar izeju A(Q,X,Y,d,0,qo) logiskas shémas

reprezentaciju pie kodéjuma E(A) = (fx, fv, fq) sauc logisko elementu shému
F,ja
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e Firbx + bg ieejas mainigie un by + bg izejas mainigie,

e visiemz € Xung € Q,jaq = d6(z,q) uny = o(z,q), tad fy(y)fo(d) =
F(fx(x),fq(0)),

Galigam automata ar izeju kodéjums ir minimals, ja visi tris: stavokla, ieejas un
izejas kodéjumi ir minimali.

Definicija Galiga automata arizejulogiskas shémas reprezentacijas F' BC-sarezgitiba
ir logiskas shémas F' sareZgitiba, kurai pieskaitits stavokl]a bitu skaits:

Coe(F) =C(F) +bg

Definicija Galiga automata ar izeju BC-sarezgitiba pie kodéjuma E(A) ir minima-
1a sarezgitiba, kada ir kadai ta logiskas shemas reprezentacijai pie §1 kodéjuma:

Cpc(A, E(A)) = min{C(F) : F ir Alogiskas shémas reprezentacija pie kodéjuma E(A)}.

Definicija Galiga automata ar izeju A BC-sareZgitiba C¢(A) ir minimala sarezgi-
tiba, kada tam ir pie kada kodéjuma:

Cpc(A) = min{Cpc(A4, E(A)) : E(A) ir GDA A kodé&jums}.
Nakama teoréma ir .7 teorémas analogs GDA ar izeju. Rezultati ari ir Joti lidzi-
gi, neliela at8kiriba ir tikai gadijuma, kad | X| = 1un [Y| > 2.

8.2. Teoréema Jja | X| = k > 2 tad jebkuram galigam automatam ar izeju A ar s
stavokliem,
[logs] < Cpe(A) S (k—1)s.

Ja |X| = 1 tad jebkuram galigam automatam ar izeju A ar s stavokliem,

s
logs’

[logs| < Cpc(A) S log Y|

[y ] q \

8.2. att. Parejas shémas optimala konstruéSana automatam ar izeju

Pieradijums Noveértéjumu no apaksas pierada tiesi tapat ka akceptoriem. Noveér-
téjumu no augsas pierada loti lidzigi.

Konstruésim automata logiskas shémas reprezentaciju, kur ta parejas funkci-
ja F' sastaves no divam atseviSkam shémam: nakamajam stavoklim F un izejas
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simbolam Fy (@. zim.). Sada gadijuma funkcija Fy spélés to pasu lomu, ko akcep-
téSanas shéma G GDA bez izejas. Tas sarezgitibu var novértét, izmantojot 2.4 teo-
remu:
C(F) < log|Y]-s 510g|Y|~s'
loglog |Y'| + log s log s

(8is novertéjums gan formali ir speka tikai tad, ja |Y] ir divnieka pakape, bet, iz-
mantojot @ teorémas visparinajumu no [28], kur $1 teoréma apliikota ar1 gadiju-
ma3, kad daZas no izejas vértibam netiek pienemtas nevienai argumenta vertibai,
to var pieradit ari patvaligiem |Y'|.)

Jak > 2, tad dominé&joSais svars BC-sarezgitiba ir logiskajai shémai Fi,, kuras
sarezgitibu var novertéet tiesi tapat, ka to dara GDA bez izejas, iegustot, ka Cpc(A) <
C(Fg) S (k—1)s.

Bet,jak = 1, tad dominéjosa sarezgitiba ir logiskajai shemai Fy, tapéc Cpc(A) <
C(Fy) < log|Y\~s. I

~ logs

Abus piemeérus, kas seko @ teorémai (@. nodala), un parada, ka Sis robezas ir
vairak vai mazak sasniedzamas, art ir viegli pielagot galigiem automatiem ar izeju.
Apliikotajiem automatiem, kas pazist valodas L,, un L5" var konstruét atbilsto$us
automatus ar izeju, kuru stavoklu parejas funkcijas sakrit, bet izejas funkcija sakrit
ar harakterisko funkciju akceptora beigu stavoklu kopai. Tas noved pie t3, ka ari
galigiem automatiem ar izeju ir sasniedzama teorémas apakséja robeza BC-
sarezgitibai [log s], un var atrast pieméru valodai, ar ne vairak ka s stavokliem,
bet BC-sareZgitibu lielaku par s/(log s).

Galigiem automatiem ar izeju ir speka analogiski BC-sarezgitibas apakséjie no-
vertéjumi gandriz visiem automatiem. Tie ir gandriz identiski vairaku simbolu ie-
ejas alfabéta gadijuma, bet nedaudz atskiras viena burta ieejas alfabéta gadijuma.

8.3. Teoréma Fiksesim ieejas alfabéetu X un izejas alfabétu'Y un ar B apzimésim
visu minimalo automatu kopu ar ne vairak ka s stavokliem ar sadiem ieejas un izejas
alfabétiem. Tad gandriz visien B € ‘B

Cre(B) Z(k —1)s, ja|X| =k >2,

S .
Cgc(B) ZlOg|Y|logs’ ja|X|=1.

Pieradijums Gadijuma, kad k¥ > 2, daZadu minimalo automatu skaitu (no @ teo-
rémas) var novertét analogi ka ieprieks un ar talakais pieradijums ir tieSi tads pats
ka . teoréma.

Jak = 1,tad noB.1. teorémas izriet, ka |B,| > |Y|*. Tad

log B, S log|Y|® slog|Y|

- > log [V]—
loglogB, ~ loglog|Y|*  logs+loglog|Y| ™ & logs’

Tadéjadi Senona efekts ir spéka arl automatiem ar izeju:

8.4. Sekas Fiksesim ieejas alfabétu X un izejas alfabétu’Y un ar B¢ apzimeésim visu
minimadlo automdtu kopu ar ne vairdk ka s stavokliem ar $adiem ieejas un izejas
alfabétiem. Tad gandriz visien B € ‘B,

(k—1)s < Cge(B) S(k—1)s, ja|X|=k>2,
log|Y] - log|Y| -
log|V]-s < Cye(B) gM’ ja|X| = 1.
log s log s
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Ka pédéjo $aja nodala par galigiem automatiem ar izeju apliikosim to BC-sarezgitibas
saistibu ar stavoklu minimizaciju. Ari automatiem ar izeju var pieradit 7.1 teoré-
mai analogu teorému: minimizéjot automatu, ta BC-sarezgitiba var pieaugt vairak
neka polinomiali.

8.5. Teoréma Ja eksisté tads polinoms p(x), ka visiem galigiem automatiem ar izeju
B bindra alfabéta izpildas Cyc(M(B)) < p(Cac(B)), tad PSPACEC P/poly.

Pieradijums GDA A vieta pemsim galigu automatu B) ar binaru ieeju un izeju,
kura stavoklu parejas funkcija (un parejas shéma) sakrit ar AY parejas funkciju,
bet izejas funkcijas (shéma) sakritar B akcepté$anas shému. Automats B) dru-
kas uz lentes vieninieku tikai 2™ + n pozicija un tikai tad, ja wiws ... w, € V.
Pareéjais pieradijums ir tiesi tads pats ka 7.1 teoréma. |
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9. nodala

Algoritmiska sareZgitiba GDA
logiskas shemas
reprezentacija

Lidz $im més apliikojam tikai GDA “apraksto$o” sarezgitibu, cik sareZgiti ir do-
to GDA aprakstit ka logisko elementu shému. Bet iesim talak un paméginasim no-
skaidrot, cik sareZgiti ir veikt dazadas operacijas ar GDA to logiskas shémas repre-
zentacija.

GDA standarta reprezentacijai $adi jautajumi nav parak interesanti, jo So ope-
raciju sarezgitiba ir neliela. Ja aplikojam tadus jautajumus ka stavoklu sasniedza-
miba, stavoklu ekvivalence, GDA ekvivalence vai to minimizacija, tad tie visi ir izre-
kinami polinomiala laika, daZi no tiem (stavoklu sasniedzamiba) pieder pat klasei
NL un ir NL pilni attieciba pret rudimentaru redukciju[20]. Sis vienkarsibas dé] tie
netiek parak daudz aplikoti literatiira, iznemot GDA minimizaciju, kurs ir praktis-
ki nozimigs algoritms un ne tik vienkarss ka pareéjie.

Bet situacija kardinali mainas, ja més Sos jautajumus apliikojam GDA, kas doti
to logiskas shémas reprezentacija. [zradas, ka tada gadijuma visi Sie iepriekSminé-
tie jautajumi ir PSPACE-pilnigi.

Mes saksim ar to, ka paradisim, ka stavoklu sasniedzamibas uzdevums GDA,
kas doti logiskas shémas reprezentacija, ir PSPACE-pilnigs . Lai to izdaritu, més
lietosim teoriju par algoritmisku instancu isajam reprezentacijam (succinct rep-
resentations of algorithmic instances), kas tika attistita pagajusa gadsimta 80. un
90. gados[27][4][7]. Katrs nakamais raksts $aja sérija visparina ieprieks€jo, bet
mazliet maina ari definicijas, tapéc més izmantosim pédéjo no tiem|[[7].

Aplikosim logisko elementu shému ¢(x1,...,x,) ar n ieejas mainigajiem un
vienu izejas mainigo, ta dabiska veida apraksta vardu w(c) binara alfabéta garuma
2™: ta i-tais simbols ir ¢ vértiba i-tajai ieejas mainigo vértibai, kur tas ir sakarto-
tas leksikografiski. Citiem vardiem sakot, w(c) ir izejas kolonna logiskas shémas ¢
patiesumvértibu tabulai.

Sada veida jebkuru vardu, kura garums ir divnieka pakape, var aprakstit (bez-
galigi daudzos veidos) ar logisko shému. Bet, lai ta varétu aprakstit ari visus par-
€jos vardus, ieviesisim vél vienu apziméjumu.

Ar w(c,m) apzimésim vardu, ko veido varda w(c) pirmie m simboli (paréjie
tiek atmesti). [evérosim, ka tas nozimé, ka w(c) = w(e, 2™), kur n ir c ieejas maini-
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go skaits. Seit més pienemsim, ka logiska shéma c ir kaut ki iekodéta binara forma.
Ja  nav nevienas logiskas shémas kodéjums, tad pienemsim, ka w(z, m) apzimé
tukso vardu. Més teiksim, ka paris (¢, m) ir varda w(c, m) isa reprezentacija. Valo-
dai L ar S(L) apzimeésim visu L vardu visu iso reprezentaciju kopu:

S(L) = {(c,m) : w(e,m) € L}.

Kapéctad (¢, m) sauc par varda w(c, m) Iso reprezentaciju? Lielakajai dalai var-
du 1sa reprezentacija nemaz nebis isaka par pasu vardu, tacu, ja vardam ir kada
vienkarsa struktiira, tad iespéjams, ka to var aprakstit pat ar eksponenciali isaku
logisko shému neka varda garums. Pieméram, varda, kas sastav no 2" — 1 nulles
un viena vieninieka, 1sa reprezentacija var bit (cg, 2"), kur cg ir logiska shéma ar
n ieejas mainigajiem, kas atgrieZ visu savu ieejas mainigo konjunkciju.

Seit un turpmak par Isas reprezenticijas izméru sauksim tas garumu bitos un
apzimeésim ar |(c,m)| = |¢| + |m|, kur |m| = [logm] ir skaitla m garums bitos,
bet |c| ir logiskas shémas ¢ binara kodéjuma garums bitos, kas nav tas pats, kas tas
logisko elementu skaits, bet ir ar to cie$i (polinomiali) saistits. Logisko shému ar
n ieejam un [ logiskajiem elementiem var iekodét (2 [log (I + n)] + 2) bitos: visas
ieejas un logiskos elementus var iekodét [log (I + n)] bitos un katram logiskajam
elementam janorada ta tips (&, V, #, pietiek ar 2 bitiem) un divi ieejas argumenti
(2 [log (I 4+ n)] biti).

Parasti, lai pamatotu, ka jautajums ir pilnigs kadai algoritmiskas sarezgitibas
klasei, pietiek ar polinomiala laika redukciju, vai sliktakaja gadijuma logaritmiskas
lentes sarezgitibas redukciju (to lieto, lai sikak pétitu polinomiala laika izrekina-
mas funkcijas, pieméram, klasi NL). Mums bis vajadzigs vél smalkaks redukcijas
riks — polilogaritmiska laika redukcija <777

Tjuringa masina, kas strada polilogaritmiska laika, ir stipri ierobeZota, ta nevar
pat nolasit visu savu ieejas lenti. Lai to parvaretu, tiks lietota jau zinama Tjuaringa
masinas modifikacija — brivpiekluves (random access) Tjliringa masina, kas viena
soli var nolasit jebkuru vienu bitu no savas ieejas lentes.

Papildus ieejas lentei un darba lentei, tai bus veél divas specialas lentes: lente,
uz kuras uzrakstit indeksu (kartas numuru) kadam ieejas bitam, un lente viena
bita garuma, uz kuras $is ieejas bits tiks uzrakstits. Sai Tjiiringa masinai biis ari
ipass "lasit” stavoklis, uz kuru parejot, ta viena soli nolasa attiecigo ieejas bitu (ku-
ra indekss uzrakstits uz pirmas papildu lentes), kas tad paradas uz otras papildu
lentes.

Otra probléma ar polilogaritmiska laika Tjuringa masinam ir, ka tas rekinatas
funkcijas vertibas garums var biit maksimums polilogaritmisks attieciba pret ie-
ejas garumu. Lai tiktu gala ar So problému, prasisim, nevis lai viss rezultats ir izre-
kinams polilogaritmiska laika, bet jebkurs rezultata izejas bits ir izrékinams poli-
logaritmiska laika.

Definicija Valoda L ir polilogaritmiska laika reducéjama uz valodu L’ (L <PLT

L"), ja var atrast divas funkcijas R : ¥* x N — {0,1} un! : ¥* — N, kas ir izre-
kinamas polilogaritmiska laika ar brivpiekluves Tjiringa masinu un kam izpildas
ipasiba

z € L+ R(z,0)R(z,1)...R(z,l(z) —1) e L.

Klasiskaja polinomiala laika redukcija tiek prasits, lai biitu tada polinomiala
laika izrekinama funkcija f, kuraiz € L + f(x) € L'. Misu gadijuma $adas fun-
kcijas f nav, bet ir divas citas funkcijas: [(x), kas izrékina f(z) garumu un R(z, ),
kas izrékina f(x) i-to bitu.
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Polilogaritmiska laika redukcija ir refleksiva un tranzitiva un no tas izriet poli-
nomiala laika redukcija.

Teiksim, ka valoda L’ ir <PLT griita kadai valodu klasei £, ja jebkura valoda
L € Lirpolilogaritmiska laika reducéjamauz L'. Ar DTIME(f(n)) (DSPACE(f(n)))
apzimésim valodu klasi, ko ar determinétu Tjiringa masinu var izrékinat laika (ar
lentes sarezgitibu) f(n), attiecigi ar NTIME(f(n)) (NSPACE(f(n))) apzimésim va-
lodu Klasi, ko var izrékinat laika (ar lentes sareZgitibu) f(n) ar nedeterminétu Tji-
ringa masinu.

Galvenais rezultats no [7], ko més izmantosim, ir sekojoss:

9.1. Teoréma [7] Ja kadai nedilstosai funkcijai f(n) valoda L ir <PLT grita valo-
du klasei DTIME(f (n)), NTIME(f(n)), DSPACE(f(n)) vai NSPACE(f(n)), tad S(L) ir
<PLT grita attiecigi valodu klasei DTIME(f(2")), NTIME(f(2")), DSPACE(f(2"))
vai NSPACE(f(2")).

No $is teorémas més gan izmantosim tikai to da]u, kas attiecas uz sarezZgitibas
klasém DSPACE(f(n)) un NSPACE(f(n)), bet paréjas klases taja ir atstatas pilni-
guma péc un, lai saglabatu atbilstibu originalam.

Tagad atgriezisimies pie galigiem automatiem un paskatisimies, ka tie ir saistiti
ar visu $o teoriju. GDA logiskas shémas reprezentacija (F, G) un ta 1sa reprezen-
tacija (¢, m) ir sava zina saistitas lietas, abas ar logiskajam shemam apraksta GDA
struktiiru. Ari izmeéra zina viena no otras neatskiras vairak ka polinomiali un ari
viena no otras ir iegistama polinomiala laika.

Intuitivi tam var viegli noticet, bet, lai to precizi pamatotu, vispirms noskaid-
rosim, ka tiesi izskatas GDA 1sa reprezentacija, un tam savukart mums vajadzes
noskaidrot, ka izskatas GDA, kas ir kodéts par binaru virkni. Nemsim kadu mini-
malu stavok]u kodéjumu fg un minimalu ieejas kodéjumu f5 un aprakstisim GDA
ar binaru virkni garuma 3| - |Q)| - bg + |Q|. Pirmie |X| - |Q| - bg tas biti aprakstis
stavok]u parejas tabuly, tajos visam |X| - || iespéjamajam ieejas vértibam (ieejas
simbols + stavoklis) péc kartas biis uzrakstits nakama stavokla kodéjums (garuma
bp). Pédéjie @ biti noteiks, kuri stavokli ir akceptéjosi, katram stavoklim atbildis
viens bits, atkariba no kura vértibas (1 vai 0) stavoklis biis attiecigi akceptéjoss vai
noraidoss. Sakuma stavoklis tiek kodéts ar visam nullem.

Tadéjadi GDA ar |Q| stavokliem alfabéta ¥ isa reprezentacija bus (¢, m), kur
m = |3|-|Q| - [log@Q] + |Q)|, bet ¢ ir logiska shéma ar [logm] ieejam un vienu
izeju, kas uz savam pirmajam m ieejam atgrieZ attiecigos GDA binara kodéjuma
bitus.

AtgrieZoties pie sakotnéja jautdjuma par GDA logiskas shémas reprezentacijas
un 1sas reprezentacijas saistibu, tagad varam redzét, ka pirma ar divam logiskajam
shémam apraksta attiecigi GDA parejas funkciju un akceptéjoso stavoklu kopu, bet
otra ar vienu logisko shému bitu pa bitam aprasta vispirms vienu un péc tam otru.

Pirms Kerties pie $is saistibas formala apraksta, vel japiezimé, ka $1 saistiba
starp GDA logiskas shémas reprezentaciju un iso reprezentaciju ir kaut kada zina
neviennozimiga. Dota logiskas shémas reprezentacija (F, G) pat pie fikséta ieejas
alfabéta kodéjuma var atbilst vairakiem GDA (kas atSkiras ar nesasniedzamiem
stavokliem), par So skat. B nodaJu. Saja gadijuma més par "isto” uzskatisim GDA ar
maksimalo stavoklu skaitu 2°<2. Tiesa, nesasniedzamo stavoklu izme$ana péc tam
var bt sarezgits uzdevums.

9.2. Teoréma Fiksésim ieejas alfabétu 3> un ta kodéjumu fx. Ja dota GDA logiskas
shémas reprezentdcija (F, G), tad no tas polinomiala laika iespéjams iegtit iso rep-
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rezentdaciju (c, m) kddam GDA, kas no dotad, iespéjams, atskiras tikai ar kadiem ne-
sasniedzamiem stavokliem, pie tam |(c, m)| < poly(Cgc((F, G))).

Ja dota GDA 1sa reprezentacija (c,m), tad no tas polinomiala laika iespéjams ie-
gutsipasa GDA logiskas shémas reprezentdciju (F, G), pietam Cpc(F, G) < poly(|(c, m)|).

Pieradijums Pienemsim, ka mums ir dota GDA logiskas shémas reprezentacija
(F, G) pie kodé&juma ( fs;, fo), attiecigi, garuma by, un by, pie tam ieejas kodé&jums
fs ir minimals, un mums nepiecie$ams uzkonstruét ta iso reprezentaciju (¢, m).
Sireprezenticija var atbilst vairakiem GDA (gadijuma, ja kadi stavokli ir nesasnie-
dzami), més konstruésim maksimalo iespé&jamo GDA ar 2%« stavokliem.

GDA binara kodéjuma garums biis m = || - 2°@ - bg + 2°<. Logiskajai shémai
¢, sanemot ieeja indeksu 4, jaatgriez stavokla bits kadam nakamajam stavoklim, ja
0<i< M =3 2b. b, vai (i — M)-a stavokl]a "akceptéSanas bits”, ja i > M.
Shematiski tas, ka no logiskajam shémam F' un G iegiit logisko shému ¢, attélots
@ zImé&juma.

9.1. att. Isas reprezentacijas logiskas shémas c konstrukcija no GDA logiskas shé-
mas reprezentacijas (F, G).

Vispirms no dota indeksa i jaizrékina atbilstosais ieejas simbols z, ieejas sta-
voklis g un izejas stavokla bits j, gadijuma, ja 7 norada uz kadu bitu stavoklu pa-
rejas tabul3, ka ari stavoklis ¢/, gadijuma, ja ¢ norada uz kadu bitu akceptésanas
tabula. Sie aprékini, lai nesarezgitu logisko shému, taja nav paraditi, bet ir diezgan
vienkarsi, ar (z, ¢) apziméta $o abu argumentu binaro vértibu konkatenacija.

j =1 mod bg,
i
(I7Q)_ bQ ’
qd =i—M.

Talak ar parejas shéemu F' jaizrékina nakamais stavoklis, no kura jaizveélas atbil-
stoSais bits, ja ¢ < M, vai arl jaatgrieZ akceptéSanas shémas izrekinatais bits, ja
1> M.

Redzams, ka logiskas shémas c logisko elementu skaits ir polinomials attieciba
pret bg, C(F) un C(G) (jo ¢ garums ir polinomials attieciba pret bg), tatad tas ir
ar1 polinomials attieciba pret Cgc((F, G)). Tatad ari |(c, m)| garums bitos ir poli-
nomiali ierobeZots ar Cpc((F, G)).

Aplikosim tagad $o parveidojumu pretéja virziena. Pienemsim, ka mums ir do-
ta kada GDA 1sa reprezentacija (¢, m) un mums nepiecieSams konstruét ta logiskas
shémas reprezentaciju (F, G). Logisko shému F iespéjams konstruét, apvienojot
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9.2. att. GDA logiskas shémas reprezentacijas konstrukcija no ta 1sas reprezentaci-
jas

paraléli bg logiskas shémas ¢, katru vienam izejas bitam. Savukart, logiskajai she-
mai G pietiek ar vienu logisko shému c un pareizi tai padotu parametru (. zim.).
Redzams, ka Cg¢((F, G)), $aja gadijuma ir polinomiali atkariga C(c), bg un by, ta-
tad ta ir ne vairak ka polinomiali atkariga no (¢, m) garuma bitos.  |J

Nakama teoréma ir diezgan lidziga klasiskajai teorémai par to, ka orientéta gra-
fa virsotnu sasniedzamiba ir NL-pilnigs uzdevums. Bet ta ka mums nepiecieSams,
lai $1 NL-pilniba biitu attieciba pret <7, redukciju, tad pieradisim $o teorému
pilniba. Atgadinasim, ka ar L un N L apzimé valodu klases, kas ir izrékinamas, lie-
tojot tikai logaritmisku lentes garumu, ar attiecigi determinétu vai nedeterminetu
Tjiringa masinu.

Ar REACH apzimésim valodu, kas sastav no visiem pariem (s, A), kur s ir kads
GDA A sasniedzams stavoklis. Seit A ir dots ta standarta (binaraja) reprezentacija.

9.3. Teorema Fiksétam ieejas alfabétam |X| > 2, REACH ir N L-pilniga attieciba
pret <PLT redukciju.

Undram ieejas alfabétam REACH ir L-pilniga attieciba pret <P'LT

redukciju.
Pieradijums Saksim ar gadijumu, kad |X| > 2, un vispirms paradisim, ka REACH
€ NL. Dotam GDA A més varam nedeterminéti pa vienam simbolam uzminét to
ieejas virkni, ar kuru no sakuma stavokla var nok]ut dotaja stavokli s. Lai to izda-
ritu, uz darba lentes mums jaglaba tikai tekoSais stavoklis un nakamais stavoklis,
kas kopa aiznem ne vairak ka logaritmiski daudz lentes attieciba pret ieejas lentes
garumu.

Talak pieradisim, ka jebkura valoda B € NL ir <*7' reducéjama uz REACH.
Nemsim nedeterminétu Tjiringa masinu M binara alfabéta, ar atsevisku darba
lenti, kas pazist B un tam netéré vairak par clogn darba lentes ritinam. Katrai tas
ieejai  konstruésim GDA A, un ta stavoKkli s,, kurs biis sasniedzams tad un tikai
tad, ja M akcepte z.

Aplukosim M konfiguraciju grafu V,;, kas veidojas, tai darbojoties uz ieejas ver-
tibas z. Ta ka ta ir nedeterminéta Tjlringa masina, tad no katras V,, virsotnes iziet
divas (nedeterminéta pareja), viena (determinéta pareja) vai 0 (beigu stavoklis)
Skautnes. GDA A, stavokli biis V,, virsotnes (M konfiguracijas), ta parejas biis V,
Skautnes. Ta ka alfabéta ¥ ir vismaz divi simboli, tad més varam katra stavokla
izejoSajam Skautném piekartot dazadus simbolus un, lai A bitu pilniba definéts,
varam uzskatit, ka visas paréjas Skautnes (ar neizmantotajiem simboliem) paliek
taja pasa stavokli.

GDA A, sakuma stavoklim atbilst konfiguracija, kurai uz ieejas lentes ir rakstits
x, darba lente ir tuksa, galvinas atrodas abu lensu kreisaja mala un M stavoklis ir
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tas sakuma stavoklis. Stavoklim s_, kura sasniedzamiba mis intereség, atbilst kon-
figuracijai, kura M atrodas tas beigu stavokli, galvinas atrodas lensu kreisaja mala
un uz tas darba lentes rakstits ”1” (ta akcepté vardu x). Redzams, ka Sis stavoklis
bis sasniedzams tad un tikai tad, ja M akcepté z.

Atliek pamatot, ka A, izmérs ir polinomials attieciba pret |z| un $1 redukcija ir
<PLT redukcija. Ja M izmanto ne vairak, ka clogn no tas darba lentes, tad darba
lentei ir iesp&jami maksimums 3¢'°¢ 12| stavoklu (katrs simbols uz darba lentes ir
0, 1 vai \), ieejas lentes galvinai ir |x| iespéjami stavokli, darba lentes galvinai —
clog |x| stavokli un vél pasai M iespéjami Qs stavokli. Tatad kopéjais iespéjamo
konfiguraciju skaits ir:

Ky = 3closlel . || - clog |x| - Qar,

kas ir polinomials attieciba pret |z|.

Lai pamatotu, ka So redukciju var izveikt ar brivpieejas Tjuringa masinu poli-
logaritmiska laika, vispirms ievérosim, ka polilogaritmiska laika iespéjams apre-
kinat ieejas datu garumu |z|. To var izdarit, piemekléjot |z| ar binaras meklésanas
metodi. Sakot ar vertibu 1, katra sol1 var palielinat indeksa vértibu divas reizes,
lidz beidzot tas ir garaks par doto vardu, un tad ar intervala daliSanas metodi at-
rast precizo |z| vértibu.

Otrkart, jamums ir dota |z| vértiba (kuras garums ir log |x|), tad visus algebris-
kos aprekinus, kas ar to javeic: (saskaitiSanu, reizinasanu, kapinasanu, logaritme-
$anu), kuru rezultata garums ir polinomials attieciba pret log |z|, var izdarit poli-
nomiala laika attieciba pret log | x|, kas ir polilogaritmiska laika attieciba pret |x|.
Tas nozimé, ka K, vértibu (kas ir polinomiala attieciba pret |z|) var izrékinat po-
lilogaritmiska laika attieciba pret ||.

Polilogaritmiskajai redukcijai mums vispirms jaspéj izrékinat iegtita GDA A,
garums bitos [(z). Tam ir K, stavoklu, no katra iziet |X| parejas, tatad ta stavoklu
parejas tabulas izmérs ir K/ - |X]| - [log K], bet akceptésanas tabulas izmérs ir
K ). Tatad kopéjais A, izmérs bitos ir

l(:Z?) =Ky - ‘E| . [lOgK]\/j-‘ + Ky,

ko var izrekinat polinomiala laika attieciba pret K »; izmeéru, tatad polilogaritmiska
laika attieciba pret |z|.

Otrkart mums ir jaspéj izrékinat jebkurs$ bits no A, pieraksta R(x,i).Jai <
Kr-|X|- [log K], tad tas ir bits no stavokla pareju tabulas un to més varam iegiit
no M stavokla pareju tabulas un atbilstosas sakuma konfiguracijas, (ko var iegit
no 7). Sis konfiguracijas izmérs ir logaritmisks attieciba pret ||, tipéc ari tai seko-
joso konfiguraciju (kura ir pamainijos ieejas lente un iespéjams pabidijusas galvi-
nas) vai izrékinat polilogaritmiska laika attieciba pret |z|.Jai > K;-|X|-[log K],
tad tas ir bits no akceptéjoSo stavok]u tabulas un tas biis vieninieks tad un tikai tad,
ja atbilsto$a konfiguracija atbilst M beigu stavoklim, kur$ akcepté vardu z. Saja
beigu stavokli uz darba lentes ir rakstits ”"1”, galvinas atrodas sakuma stavokli, bet
M — beigu stavoKklj, lai to parbauditu, pietiek ar polilogaritmisku (attieciba pret
||) laiku.

Unaram alfabétam pieradijums ir tads pats, atliek tikai ieverot, ka, ta ka Saja
gadijuma mums Tjiringa masina biis determinéta, tad no katras tas konfiguraciju
grafa virsotnes biis maksimums viena izejo$a pareja, kurai tad ar1 var piekartot
vienigo alfabéta simbolu. |
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Apzimésim ar REACH s valodu, kas sastav no visiem pariem (s, (F, G)), kur
(F,G) ir kada GDA logiskas shémas reprezentacija, bet s ir kada $1 GDA sasniedza-
ma stavok]a kodéjums (LSR ir saisinajums no Logiskas Shémas Reprezentacijas).

9.4. Teoréma Fiksétam ieejas alfabétam REACH s ir PSPACE-pilniga valoda.

Pieradijums Vispirms paradisim, ka REACH sy atrodas klasé PSPACE t.i. to var
atrisinat, izmantojot polinomialu darba lentes garumu. Lidzigi ka ar REACH meés
varam nedeterminéti simbolu péc simbola uzminét ieeju, kura noved $o GDA va-
jadzigaja stavokli un to parbaudit Tam mums nav vajadzigs vairak ka polinomials
lentes daudzums, tapec REACH s € NPSPACE. Bet ta ka NPSPACE = PSPACE (Sa-
vi€a teoréma), tad REACH s € PSPACE.

No p.3 un P.1 teorémam tie$a veida izriet, ka S(REACH) ir PSPACE-griita va-
loda. Bet S(REACH) var polinomiala laika reducét uz REACH s (@ teoréma), ta-
pécari REACH s ir PSPACE-griuta.  |]

Izmantojot So ka bazi, més varam pieradit, ka vél ari citi klasiski jautajumi par
GDA 1Ipasibam ir PSPACE-pilnigi, ja GDA mums ir uzdots logiskas shémas reprezen-
tacija.

9.5. Teoréma Sekojosi jautajumi ir PSPACE-pilnigi:

1. Ja dota GDA logiskds shémas reprezentdcija un divu td stavoklu kodéjums, no-
skaidrot, vai sie stavokli ir ekvivalenti.

2. Ja dota GDA logiskds shémas reprezentdcija, noskaidrot, vai valoda, ko tas ak-
cepte, ir tuksa.

3. Ja dotas divu GDA logiskas shémas reprezentdcijas, noskaidrot, vai tie ir ekvi-
valenti.

4. Ja dota GDA logiskas shémas reprezentacija un skaitlis k, noskaidrot, vai eks-
isté tam ekvivalents GDA, kura BC-sareZgitiba neparsniedz k.

Pieradijums Katram no Siem jautajumiem vispirms paradisim, ka tie pieder kla-
sei PSPACE, un péc tam — Kka tie ir PSPACE-gruti.

1. Pienemsim, ka divi dotie stavokli nav ekvivalenti. Tas nozimeé, ka eksisté ka-
daieejas simbolu virkni, kuru, sakot lasit pirmaja stavokli, GDA nonaks kada
akceptejosa stavokli, bet, sakot lasit otraja stavokli — kada noraidosa (vai
otradi). Més varam nedeterminéti (simbolu péc simbola) uzminét So ieeju
un tad parbaudit, ka ta tieSam noved divus dotos stavoklus pie diviem sta-
vokliem, no kuriem viens ir akceptéjoss, bet otrs noraidoss. No ta varam se-
cinat, ka stavok]u neekvivalences parbaude pieder klasei NPSPACE, tatad ari
PSPACE. Bet tad ari stavoklu ekvivalences parbaude pieder klasei PSPACE.

Tagad paradisim ka REACH g gpvar reducét uz stavok]u ekvivalences parbau-
di. Pienemsim, ka mums ir dota GDA logiskas shémas reprezentacija (F, G)
un kada stavok]a kodéjums s, kura sasniedzamibu més gribam parbaudit.
Parveidosim doto logiskas shémas reprezentaciju, atstajot s par vienigo ak-
ceptéjoso stavokli un pieliekot klat vienu nesasniedzamu stavokli s, no ku-
ra visas parejas pariet uz vinu pasu. Redzams, ka parveidotaja GDA sakuma
stavoklis un s’ bus ekvivalenti tad un tikai tad, ja sakotnéja GDA stavoklis s
nebija sasniedzams.
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2. Lai noskaidrotu, vai dota GDA atpazita valoda nav tuksa, més varam, lidzigi
ka pirmajam jautajumam, nedeterminéti, simbolu péc simbola, uzminét ie-
eju, kas novedis to kada akceptéjosa stavokli, tas nozimeé, ka $is jautajums
pieder klasei NPSPACE = PSPACE. Lai paraditu, ka $is jautajums ir PSPACE-
pilnigs, atkal pienemsim, ka mums ir dota logiskas shémas reprezentacija
(F, G) un stavokla kodéjums s, kura sasniedzamibu més gribam parbaudit.
Parveidosim akceptésanas shemu G t3, lai s biitu vienigais akceptéjosais sta-
voklis. Acimredzami, ka $1 jauna GDA atpazita valoda bus tuksa tad un tikai
tad, ja s nav sasniedzams.

3. Lai paraditu, ka tresais jautajums pieder klasei PSPACE, més tapat ka pirma-
jam jautajumam varam nedeterminéti parbaudit abu So GDA sakuma stavok-
lu neekvivalenci. Lai paraditu, ka $is jautajums ir PSPACE-pilnigs, més varam
ievérot, ka pat parbaudit vai dota GDA logiskas shémas reprezentacija ir ek-
vivalenta neko neakceptéjosa GDA (kas pazist tuk$o valodu) logiskas shémas
reprezentacijai, ir PSPACE-griits uzdevums (otrais jautajums).

4. Més varam nedeterminéti uzminét dotajam GDA ekvivalenta GDA logiskas
shémas reprezentaciju ar £ vai mazak stavokliem un tad parbaudit to So abu
GDA ekvivalenci. Tatad $is jautajums pieder klasei NPSPACE = PSPACE. Lai
paraditu, ka tas ir PSPACE-pilnigs, reducésim uz to jautajumu par to, vai GDA
atpazita valoda ir tuksa (2. jautajums). levérosim, ka vienigas divas GDA lo-
giskas shémas reprezentacijas, kuru sarezgitiba ir 0, ir visu akceptéjosa un
visu noraidosa GDA logiskas shémas reprezentacijas, tiem vienigajiem nav
neviena stavokla bita. Pienemsim, ka mums dota GDA logiskas shémas rep-
rezentacija un mums janoskaidro, vai ta atpazita valoda ir tuks$a. Vispirms
nemsim patvaligu vardu (pieméram tukSo vardu) un parbaudisim, vai dota
logiskas shémas reprezentacija to akcepté. Ja ja, tad skaidrs, ka ta atpazita va-
loda nav tuksa. Ja né, tad skaidrs, ka ir vardi, ko tas neakcepte. Tada gadijuma
parbaudisim, vai tam eksisté ekvivalenta GDA logiskas shémas reprezenta-
cija, kuras BC-sarezgitiba ir 0. Ta eksisté tad un tikai tad, ja dota GDA pazita
valoda ir tuksa valoda.

Pédéjais (ceturtais) aplukotais jautajums @ teoréma patiesiba ir GDA optimalas
logiskas shémas atrasanas uzdevums, kas noformuléts ka atrisinamibas problema
(decision problem), lai to varétu pieskaitit kadai algoritmu sareZgitibas klasei. Tas
parada, ka, lai ar1 standarta reprezentacija minimala GDA atrasana ir viegli (poli-
nomiala laika) atrisinams uzdevums, optimalas logiskas shémas reprezentacijas
atrasana ir PSPACE-pilniga.

Bet Sis jautajuma formuléjums nav pats dabiskakais. Ja més atgriezamies pie
stavok]u kodésanas uzdevuma, tad parasti tas tiek saprasts $adi: dotam GDA stan-
darta (stavoklu pareju tabulas) reprezentacija atrast ta optimalu (minimalu) lo-
giskas shémas reprezentaciju.

Daudz kur literatira par So uzdevumu ir teikts, ka tas ir NP-gruts[44][[L] vai
pat NP pilnigs[3][2], kaut gan neviena no tiem nav atrodams pat kaut kas lidzigs
81 apgalvojuma precizam formuléjumam, nemaz nerunajot par pieradijumu. Vis-
drizak autori ar to ir domajusi neformalu spriedumu, ka $1 uzdevuma atrisinasana
nevar iztikt bez pilnas parlases, tapéc tas ir grits. Bet més apliikosim $o jautaju-
mu formali, parveidosim to par atrisinamibas uzdevumu (eksistenciala forma) un
pirmkart jau ievérosim, ka, to var noformulét divos dazados veidos:
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1. Standarta reprezentacija (ar stavoklu pareju tabulu) uzdotam GDA noskaid-
rot, vai ta BC-sarezgitiba ir mazaka par dotu skaitli .

2. Standarta reprezentacija (ar stavoklu pareju tabulu) uzdotam GDA noskaid-
rot, vai ta pazitas valodas BC-sareZgitiba ir mazaka par dotu skaitli .

Pirmaja variantd mums nepiecieSams atrast minimalo logiskas shémas repre-
zentaciju tiesi dotajam GDA, bet otraja derés ari jebkurs ekvivalents GDA. Sie abi
jautajumi noteikti pieder klasei PSPACE. Dotam GDA més vispirms varam nedeter-
minéti atrast kadu logiskas shémas reprezentaciju ar sarezgitibu ne lielaku par k,
un tad parbaudit, ka ta tieSam reprezenté doto GDA, ka @ teorémas 4. gadijuma
pieradijuma. Bet vismaz pirmajam uzdevumam to var izdarit efektivak:

9.6. Teoréma Uzdevums standarta reprezentacija (ar stavoklu pareju tabulu) uz-
dotam GDA bez nesasniedzamiem stavokliem noskaidrot, vai ta BC-sareZgitiba ne-
parsniedz dotu skaitli k, pieder sareZgitibas klasei N P.

Pieradijums Pienemsim, ka mums ir dots GDA ar s stavokliem. Vispirms varam
nedeterminéti uzminét stavoklu kodéjumu un logiskas shémas reprezentaciju (ar
BC-sarezgitibu, kas neparsniedz k), un tad parliecinaties, ka ta tieS$am reprezenté
doto GDA. Lai par to parliecinatos, mums pietiek parbaudit visu dota GDA stavoklu
parejas tabulu, ko var izdarit polinomiala laika attieciba pret $is paSas stavoklu
parejas tabulas izméru (kas ir ari ieejas garums). ||

Pirmaja bridiliekas, ka Sis pats pieradijums derétu ari 2. uzdevumam, kur mums
irjaatrod BC-sarezgitiba dotai valodai. Més varam nedeterminéti uzminét dotajam
GDA ekvivalentu GDA, ta kodéjumu un logiskas shémas reprezentaciju, un tad poli-
nomiala laika parbaudit, ka Sie GDA ir ekvivalenti, un ka uzminéta logiskas shemas
reprezentacija tieSam reprezenté So GDA. Bet problema rodas no t3, ka nav zinams,
cik liels var biit Sis ekvivalentais GDA. Labi biitu, ja tas butu ierobeZots ar kadu po-
linomu no dota GDA izmeéra, bet to més garantét nevaram.

Pieméram, [7.1. teorémas pieradijuma konstruétajam GDA A/, eksisté ekviva-
lents GDA A,,, kura BC-sarezgitiba ir krietni mazaka, bet ta stavoklu skaits ir poli-
nomiali lielaks par A/, stavok]u skaitu. Pie tam $is polinoms ir atkarigs no apliko-
tas Tjuringa masSinas stavoklu skaita, tatad tas nav fiksets.

Tadéjadi jautajums, cik griits tad isti ir stavoklu kodéSanas uzdevums, izradas
stipri netrivials. Pirmaja formuléjuma (kad jaatrod optimala logiskas shémas rep-
rezentacija dotam GDA), zinams, ka tas pieder klasei NP, bet nav neka, kas nora-
ditu, ka tas ir NP-pilnigs, drizak otradi. Varam uzskatit, ka Sis uzdevums sastav no
divam dal]am: atrast dotajam GDA optimalu stavoklu kodéjumu un tad pie $i kode-
juma atrast optimalu logiskas shémas reprezentaciju. Ja meés apliikojam tikai otro
dalu, tad zinams[21]], ka tas pieder klasi NP, bet zinams ar1, ka gan tas, ja tas izra-
ditos piederigs klasei P, gan arf tas, ja tas izraditos NP-pilnigs, novestu pie diezgan
parsteidzoSiem secindjumiem.

Otraja formuléjuma Sis uzdevums Skiet vél griitaks, jo nav pat zinams, vai tas
pieder klasei NP.

Nobeiguma atzimeésim, ka, ja mums ir dots nevis GDA, bet GNA, tad Sis jauta-
jums ir PSPACE-pilnigs. PatieSam, ir labi zinams, ka noskaidrot, vai dotais GNA ir
ekvivalents ar visu-akceptéjoSu GNA, ir PSPACE-pilnigs uzdevums][15]. Tatad Sis
uzdevums GNA gadijuma ir PSPACE-pilnigs pat £ = 0 gadijuma.
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10. nodala
Lidzigi jedzieni

Run3jot ar cilvékiem un stastot par GDA logiskas shémas sarezgitibu, pa reizei
nakas dzirdét jautajumus: “Bet vai tas nav tas pats kas ... ?” vai “ar ko tas atSkiras no
..?” un Sie jautajumi médz atkartoties. Tapéc Saja nodala apliikosim tris jédzienus,
kas pirmaja bridi liekas lidzigi GDA logiskas shémas sarezgitibai un var izraisit $a-
dus jautajumus. Ta ka $ai nodalai ir vairak paskaidrojoss raksturs, tad teorija Seit
ir aprakstita virspuséji, bet galvenais uzsvars ir likts uz atskiribu paradiSanu starp
attiecigo jédzienu un GDA logiskas shémas reprezentaciju vai BC-sareZgitibu.

10.1. Galigi alternéjosi automati

Alternacija ka nedeterminisma visparinajums paradijas teorétiskaja datorzi-
natné 70-gadu beigas un jau pasos tas izpétes pirmsakumos tika apliikoti ari gali-
gi alternéjosi automati[l12][[11]. Tam paraleli Leiss[25][26] savos rakstos apliikoja
Bila automatus, kas péc savas biitibas ir tie pasi alternéjosie galigie automati, tikai
tiem ir pielaujami vairaki sakuma stavokli.

Galigi alternéjosi automati (GAA) ir logisks GNA visparinajums. Ja no kada GNA
iziet vairakas parejas, tad to rezultatiem tiek pielietota logiska disjunkcija. Piemeé-
ram, ja GNA no stavokla ¢, nolasot ieejas simbolu a, var noklit stavoklos ¢- un g3,
tad Sis GNA stavokli g; akcepté vardu aw, ja tas akcepté vardu w stavokli ¢, VAI
stavokli ¢3. GAA $is disjunkcijas vieta var but patvaliga Bila funkcija, t.i. GAA ar n
stavokliem (|@Q| = n) alfabéta ¥ parejas funkcija ir

§:Q %% — ({0,1}" — {0,1}).

Tadéjadi katram GAA stavoklim un katram ieejas simbolam atbilst Biila funkcija
{0,1}" — {0, 1}. Tas pirmaja bridi liekas lidzigi GDA logiskas shémas reprezen-
tacijas stavoklu bitiem: katram (izejas) bitam, katram ieejas simbolam ar1 atbilst
Bila funkcija no visiem stavoklu bitiem. Bet, aplikojot abas situacijas sikak, izra-
das, ka lidziba Seit ir tikai vizuala. GDA logiskas shémas gadijuma $is Bila funkcijas
atbilst izejas bitiem (un ieejas simboliem): katru izejas bitu var izrékinat ar Biila
funkciju. Bet GAA gadijuma $is funkcijas atbilst "ieejas bitiem” t.i. stavoklim, kura
automats dotaja bridi atrodas, un tas apraksta stavokli, uz kuru tas pariet.

Ar1 pats stavokla jédziens GDA logiskas shémas reprezentacijai un GAA ir ba-
tiski atskirigs: Ja GDA logiskas shémas reprezentacija GDA stavoklim atbilst ta ko-
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déjums, t.i. stavokla bitu konkréta vértiba, tad GAA gadijuma automata stavoklim
dotaja bridi atbilst patvaliga Biila funkcija no ta stavokliem.

Lidzigi ka GNA, ar1 GAA var izrékinat tikai regularas valodas, bet daziem GAA
ar n stavokliem atbilsto$ajam minimalajam GDA ir 22" stavoklu. Turpreti, jebkurai
GDA logiskas shémas reprezentacijai ar n stavoklu bitiem atbilstosajam GDA ir ne
vairak par 2" stavokliem.

Bet kaut kada lidziba starp Siem jédzieniem tomér pastav un biitu interesanti
izpétit GAA no logiskas shémas sarezgitibas viedokla. Sis lidzibas ilustracijai aplii-
kosim teorému no[25]:

10.1. Teorema Valodu L var akceptét ar GDA ar 2" stavokliem tad un tikai tad, ja
L% var akceptét ar GAA ar n + 1 stavokli.

Redzams, ka, ja LE vieta biitu L, tad geit batu lidziba ar GDA logiskas shémas
reprezentaciju, kur par tas sarezgitibu biitu nemts stavokla bitu skaits: katram ko-
déjumam ar n stavok]u bitiem atbilst GDA ar 2" stavokliem un otradi.

10.2. Regularu valodu logiskas shémas sareZgitiba

S1 darba galvenais jédziens — BC-sarezgitiba ta saucas tapéc, ka daudz logis-
kaks nosaukums "logiskas shémas sarezgitiba” jau ir aiznemts. Saka, ka logisko
shemu saime {¢;} pazist valodu L, ja visiem vardiem x garuma n

€L cp(z) =1,

un valodas L logiskas shémas sareZgitiba neparsniedz f(n), ja to pazist logisko
shému saime {¢;}, un C(c,) < f(n) visiemn € N.

Valodu logiskas shémas sarezgitiba jau tika pieminéta R.6. nodala, runijot par
sareZgitibas klasi P/poly un Karpa-Liptona teorému. SareZgitibas klase P/poly sa-
tur visas valodas, kuru logiskas shémas sareZgitiba ir ierobeZota ar kadu polinomu.
Siklase ir liela, acimredzami, ka P€P/poly, jo jebkuru Tjiringa masinu, kas darbo-
jas polinomiala laika, var aprakstit ar polinomiala izméra logisko elementu shému
(2.8. teoréma). Bet tai pieder pat daudzas nerekursivas valodas. Jebkurai binarai
valodai L més varam nodefinét valodu

Long(L) ={z : || =nunn e L},

kas katram garumam n saturés vai nu visus vardus vai ar1 nevienu, atkariba no ta,
vai n pieder valodai L vai ne. Acimredzami, ka Long(L) nav rekursiva, ja L nav re-
kursiva, bet Long(L) logiskas shémas sarezgitiba ir konstanta, jo to pazist logisko
shému saime {¢; }, kur katra ¢; atgriez vai nu konstantu 0 vai konstantu 1.

Visas regularas valodas acimredzami ar1 pieder klasei P/poly (jo tas atpazis-
toSo GDA var uztvert ka TM, kas darbojas lineara laika), bet to var pétit ar1 si-
kak. Regularu valodu logiskas shémas sarezgitiba tiek apliikota daudzos rakstos
un gramatas[36], kur, izmantojot regularas valodas sintaktisko monoidu, tiek pa-
matots, ka visas regularas valodas pieder klasei NC! (valodas, ko var vienmerigi
pazit ar logaritmiska dziluma logiskajam shémam), pie tam tas, kuru sintaktiskais
monolds nav atrisinams, ir $aja klase pilnigas.
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10.3. Saistiba ar Kolmogorova sarezgitibu

K3 alternativu BC-sarezgitibai $aja nodala aplikosim galigu automatu Kolmo-
gorova sareZgitibu. Tam abam ir kaut kas kopigs — tas mégina aprakstit automatu
péc iespéjas kompaktak. Galvena atskiriba ir ta, ka Kolmogorova sarezgitiba riupé-
jas tikai par automata aprakstu, bet BC-sarezgitiba — ari par to, lai So automatu no
$ada apraksta vareétu izpildit, t.i. 1ai katrai ieejai un stavoklim efektivi varétu atrast
nakamo stavokli. Kolmogorova sareZgitiba turpreti mégina saspiest automatu péc
iespéjas mazaku un neriipéjas par to, cik ilga laika to var iegit atpaka] un cik ilga
laika ar to varés apstradat (pazit vai noraidit) kadu vardu.

Definicija Par galiga automata A Kolmogorova sarezZgitibu sauksim minimalo skait-
lin = K(A), tadu, ka eksisté Tjiringa masina M, kuras izmérs ir n un kura, sane-
mot ieeja tuksu lenti, izeja izdod automata A binaro pierakstu.

Acimredzami, ka Kolmogorova sarezgitiba, salidzinot ar BC-sarezgitibu (un ar1
stavoklu sarezgitibu), var biit neierobeZoti mazaka.

10.2. Teoréma Patvaligaivisur definétai augosai daléji rekursivai funkcijai, var at-
rast tadu galigu automatu virkni Af, ka Cpc(Af) > f(K(AL)) pietiekami lieliem
n.

Pieradijums Uzrakstisim programmu 2%(f,n), kas sanem ieeja patvaligu daléji
rekursivu funkciju f : N — N un skaitli n» un kas izdruka stavoklu parejas tabulu
GDA A/ viena simbola alfabéta, kuram ir 2/ (27) stavok]u, kura parejas funkcija ir
"rinkis”, kas iet caur visiem stavokliem un kurs akcepte vardus tikai sakumstavokli
(tatad tas akcepté visus vardus garuma 2/(2™)).

Acimredzami, ka izdrukatais automats A£ ir minimals, ta stavoklu sarezgitiba
ir s = 2/(27) yn ta BC-sarezgitiba péc .7, teorémas apak$éjas robeZas nav mazika
par [logs] = f(2n).

Bet ta Kolmogorova sareZgitibu, izmantojot S-m-n teorému, var novertét ka

KA <K(f)+K(n)+c<n+d,

kur ¢, ¢ ir konstantes (kas var but atkarigas no f). Lidz ar to pietiekami lieliem n
(kad n > ¢):

Cre(Af) = f(2n) > f(n+¢) > f(K(A). 1

Pretstata BC-sarezgitibai, kurai var gadities, ka minimalajam automatam ta ir
vairak neka polinomiali lielaka neka kadam citam ekvivalentam automatam, Kolmo-
gorova sarezgitiba $aja zina ir lineari ierobeZota.

10.3. Teoréma Eksisté konstante c, tada, ka jebkuram automatam A

K(M(A) <K(A)+c
Pieradijums Nemsim Tjiringa masinu NV ar K (A) stavokliem, kas izeja izdod au-
tomata A binaro pierakstu. V&l nemsim Tjiringa masinu M, kas izpilda minimi-

zacijas algoritmu galigiem automatiem (ieeja ta sanem patvaligu galiga automata
binaro pierakstu un izeja izdod atbilsto$a minimala automata binaro pierakstu).
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Tad Tjiringa masina M (NV), ko iegiist, izpildot M uz N izdoto izeju, parveido tuk-
$u lenti par minimalo automatu M(A). Ja TM X stavok]u skaitu apzimeé ar S(X),
tad tas stavoklu skaits ir S(M)+S(N), tatad

K(M(A)) < S(N(M)) = S(N)+S(M) = K(A) +¢

kurc=S(M). |}
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11. nodala
Secinajumi

Saja disertacija no dazadiem skatu punktiem apliikota GDA BC-sarezgitiba, ko
var uztvert ka formalismu GDA stavoklu kodéSanas uzdevumam. Lai ari tas defi-
nicija ir vienkar$a un dabiska un to butu varéts pétit jau 60. gados, kad radas un
attistijas automatu teorija, tomér lidz $im no $ada (sareZgitibas) skatupunkta tas
netika aplikots.

BC-sarezgitiba péc biutibas ir GDA parejas funkcijas izteiktas ka logisko elemen-
tu shémas sarezgitiba. Saja darba ta ir analizéta gan no apraksto$as gan algoritmis-
kas sarezgitibas viedokla.

BC-sareZgitiba sava veida novérté GDA strukturalo sarezgitibu: gadijumos, ja
GDA nav ieks$gjas struktiiras, ta ir tuva stavoklu sarezgitibai, bet, ja ir, tad ta var
biit pat eksponenciili mazaka (#.7. teoréma).

@. nodala tika apliikotas regularu valodu BC-sarezgitibas augs$éjas un apak$éjas
robeZas attieciba pret to stavoklu sareZgitibu. Tika pieradits ta sauktais "Senona
efekts” BC-sarezgitibai: gandriz visam valodam BC-sareZgitiba ir tuva savai mak-
simalajai vértibai (k — 1)s (#.11]. teorema), kur k ir simbolu skaits alfabéta, bet s
— automata stavoklu skaits (ja k = 1, tad maksimala vertiba ir 102 <)

Talak . nodala Sis pats jautajums tika apliikots nedeterminétas stavoklu sa-
rezgitibas gadijuma. Saja gadijuma aug$éjas un apakséjas robezas BC-sareZgitibai
attieciba pret nedeterminéto stavoklu sarezgitibu lai arl ir diezgan tuvas (k > 2
gadijuma atskiras ne vairak ka 4 reizes), tomér nesakrit. Tapéc pagaidam jauta-
jums, vai Senona efekts ir spéka BC-sareZgitibai valodam ar dotu nedeterminéto
stavokla sarezgitibu, paliek atklats.

Tapat var ievéerot, ka gan stavokla sarezgitibas, gan nedeterminétas stavokla
sareZgitibas gadijuma BC-sareZgitibas aug$éjas un apakséjas robezas ir diezgan Ii-
dzigas: apakséjas robeZzas sakrit, bet augséejas atSkiras kvadratiski. Lidz ar to kaut
kada zina automata realizacijai ar logisko shemu nav parak bitiski, vai sakotnéjais
automats ir determinéts vai nedeterminéts, ta logiskas shémas sarezgitiba atradi-
sies lidzigas robezas.

Aplikoti ari BC-sarezgitibas novértéjumi klasiskakajam valodu operacijam. Va-
lodu operacijam rezultati ir doti tikai vairaku simbolu alfabéta gadijuma, viena
simbola alfabéta gadijuma tie var at$kirties. STm teorémam (@. — @.) trukst ari
atbilstoSo apakséjo novertéjumu, lai gan tas neskiet vienkarss uzdevums, jo tas
sava zina ietver apak$éjos novéertéjumus logisko shému sarezgitibai.

Viens no, manuprat, pasiem interesantakajiem $i darba rezultatiem atrodams
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@. nodala. Taja stingra forma pamatots visparzinamais fakts, ka GDA minimizacija
var novest pie tas struktiiras “sarezgiSanas”. Lidz Sim $is fakts tika pamatots ar
nelieliem piemeériem, bet @ teoréma apgalvo, ka regularas valodas minimala GDA
BC-sarezgitiba nav polinomiali ierobeZota ar pasas valodas BC-sareZgitibu.

Tacu cits jautajums, kas ir kaut kada zina lidzigs iepriekséjam, ir palicis neatri-
sinats: vai BC-sareZgitiba var samazinaties, ja izmanto kodé&jumu, kas nav minima-
lais? Zinams, ka n stavoklu GDA stavokli var iekodét [logn] stavokla bitos. Vai var
gadities, ka $1 GDA minimalajai logiskas shémas reprezentacijai (reprezentacijai ar
minimalo BC-sarezgitibu) ir vairak par [logn] stavokla bitiem?

Daudzi uzdevumi, kas GDA standarta reprezentacijas gadijuma ir tik viegli, ka
tos reti kad apluko (stavoklu sasniedzamiba, ekvivalence), izradas daudz grita-
ki gadijum3, ja GDA ir uzdots ar logisko elementu shemu. E nodala pamatots, ka
vairaki $adi jautajumi, tai skaita BC-sarezgitibas minimizacija, ir PSPACE-pilnigi.

Tacu, iespéjams, vispraktiskakais jautajums no algoritmiskas sarezgitibas vie-
dokla: cik sarezgiti ir dotam GDA (standarta reprezentacija) atrast optimalu logis-
kas shémas reprezentaciju, pagaidam paliek neatrisinats.
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