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PRIEKSVARDI. .

Algebriskas analizes maciSana un maciSanas vidéjas mack
bas skolas ir vispar viens no gritakajiem uzdevumiem, tapec
ka analizes viela ir Joti plaSa sava apjoma un dzla sava satura.
Musu apstakjos So uzdevumu vel apgriitina miisu jaunajai skolai
piemeérotu macibas gramatu trokums Sai priekSmeta. So grato
uzdevumu grib atvieglot §1 gramata, kura saturs saskan ar jaunam
programmam algebriska analizé un kura viela sakartota ta, ka
programmas paredzets.

Esmu aplokojis I. nodaja lielumu, skaitju un matématiskas
‘izteiksmes jedzienus no algebriskas analizes viedokla. Tas ir
tieSs ievads funkciju maciba, spilgti pastripo analizes raksturu
un atvieglo turpmako nodaju apsiradaSsanu un izpratni. Funk-
ciju maciba iepazistamies ar lielumu funkcionalam sakaribam,
liekam dinamisko elementu statiska elementa vieta, kas domine-
ja elementara matematika un macamies funkcionalo sakaribu
peétiSanas metodes. So jeédzienu izpratne un metozu zinaSana ir
viens mo svarigakajiem uzdevumiem matématika un vispariga
izglitiba, jo tas ir lidzeklis lietu un paradibu kvantitativo ipa-
§ibu petiSana un izpraSana, kas eksiste areja pasaule. Tapec
nodalai par funkcijam ir veltima moOsu uzmaniba. Bet SI no-
dala dibinas uz nobeZlielumiem un uz bezgaligi maziem lielu-
miem, tapéc riipigi esmu piegajis arl II. nodalai, kura Sie jau-
tajumi apskatiti. Sie jautajumi apstradati trijas nodalas, kas iz-
veido gramatas I. daJu — amalizes ievadu. Pargja viela vel
iedalita divi dajas: II. daJa — diferencialrekini un III. dajJa —
integralrekini.

Gramata sakopoti ari Joti daudz uzdevumu pieauguso grati-
bu kartiba, ta ka nav vajadziba péc ipasa uzdevumu krajuma.
Uzdevumi sakti no visvienkarSakiem un aiziet lidz vissarezgi-
takajiem. Tapec katrs var tos izlietot tik, cik to prasa un at-
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lauj apstakli. Ta ka uzdevumi ievietoti pec attiecigajiem paragra-
fiem un dotas arT uzdevumu atbildes, tad gramatu var lietot ari
paSmacibai un ka paliglidzekli 3a priekSmeta zinaSanu atsvai-
dzinasanai, So uzdevumu atvieglo vel tas apstaklis, ka teksta
ievietoti ari raksturigi pieméri un to atrisinajumi. Lai uzde-
vumu saturs botu interesantaks un lietiSkigaks, tad tas skar
ari techniskos un realas dzives jautajumus. Tik daudz par vie-
las saturu un apjomu. Vel paris vardus par tas apstradajumu.

Pieradijumi doti isi, noteikti, iekSeji logiski un pamatoti.
Formulejumos un defingjumos centos but precizs.

Terminologija ieveroti 1035. g. matematisko zinatyu darbi-
nieku kongresa lemumi.

J.Esers
Valmiera, 1937. gada.
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I. nods]a.

Lielumi un skaitli.

Apskatisim algebriska analizeé vairak nepiecieSamakas skaitlu
ipasibas, lielumus un skaitju nozimi lielumu péetiSana.

1. 8. Lielumi un to nozimes.

Objekti viens no otra atSkiras ar savam ipasibam jeb pazi-
mem. Pieméram, viens galds var bat apals, liels, smags, ozola
koka un atrasties istaba; otrs — ovals, mazs, viegls, berza ko-
ka un atrasties ara. Dazas $as objektu ipasibas, ka tilpums,
smagums ir tadas, ka tas var but lielakas vai mazakas, salidzinot

ar tadas pasas dabas pazimém un salidzinaSanas rezultata iegnt
skaitli,

Objektu pazimes, kas var bat lielakas, vai
mazakas, salidzinot ar tadas paSas dabas pa-
zimém un kuras var izteikt skaitliski, sauc par
lielumiem.

Piemeéram, tilpums, laukums, garums, svars, temperatira,
speks, atrums u. t, t. ir lielumi. Lielumi var bnt dazadi. Kat-
rai zinatpu nozarei, kas nodarbojas ar dabas petiSanu, var bat
savi raksturigi lielumi. Piemeram, fizikai fizikali lielumi — tem.
peratira, blivums, ipatngjais svars u. c.; méchanikai — atrums,
padtrinajums u.t.t. Lai cik daZadi lielumi arT nebiitu, tiem vi-
siem ir viena kopiga ipaSiba: tos var izteikt skaitliski ar

1. skaitiSanu, 2. meériSanu, 3. aprékinasanu.

Ta dabuto skaitli sauc par lieluma skaitlisko nozimi jeb lie-
luma nozimi. Pieméram, kada pagasta iedzivotaju skaitu atro-
dam skaitliski ar skaitiSanu; upes dzijumu ar mériSanu, Saules
attalumu no Zemes ar aprekinasanu,

Lai lielumus meritu, jaizvelas vieniba jeb mérs. Mainot lie-
luma meéru, mainas ari lieluma nozime, Pieméram, ja kada ker-
'mena svars ir P, vienlidzigs 3 kilogramiem vai 3000 gramiem,
tad 3 ir svara skaitliska nozime, ja par meru jeb vienibu ir pie-
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nemis kilograms; bet 3000 ir svara skaitliska nozime, ja par
meéra vienibu ir piegemfs grams.

Lieluma mozime zinatné un dzive ir loti svarigs jedziens,
jo tikai tapec, ka katru lielumu iespejams saistit ar vienu skait-
li — lieluma nozimi, ir iespejams izteikt matématiskas formulas
tas dazadas sakaribas, kas pastav lielumu starpa. Visas for-
mulas lielumu vieta ir to nozimes. Pieméram, Pita-
gora teoréma: taisnlenka trijstira hipotenfizas kvadrats ir viea-
lidzigs katetu kvadratu summai. Formula to izsakam

c2—ng2 _J_ b2,

Sai formula burti neapzimeé hipotentizu un katetes, bet to
skaitliskas nozimes. Parasti lielumu un ta skaitlisko nozimi ap-
zimé ar vienu un to pasSu burtu un ja §is simbols ir kada
mateématiska izteiksme, tad Sis simbols uzskatams ki lieluma
nozimes simbols, bet nevis ka pasSa lieluma simbols. Tapeéc
ar lieluma nozimeém izpildamas darbibas sauc par darbibam,
izpildamas ar paSiem lielumiem.

levérosim, ka katrs dabas likums, kas runa par he}umu
sakaribam, runa tie$i par lielumiem, bet ne par to skaitliskam
nozimém, tikai $a likuma matematiska formuléjuma ir ne pasi
lielumi, bet to skaitliskas nozimes.

2. §. Pastavigic un mainigie lielumi.

Jau vienkarSa dabas noveroSana liek iedalit lielumus divi
klasés: pastavigos un mainigos. Domasim par ritoSu ri.
teni. Kameér tas rit pa gludu ceju, tikmér ta centra attalums
no zemes nemainas. Centra attalums no zemes ir pastavigs
lielums. Tiklidz ritoSais ritenis atsitas pret kadu nelidzenumu,
tas lekadams traucas talak un lidz ar to ta centra attalums no
zemes mainas, tas ir mainigs lielums. Pirmaja gadijuma atta-
luma nozime ir viena un ta pati, otra — dazadas.

Lielumu, kam ir tikai viena nozime, sauc par
pastavigu lielumu.

Lielumu, kam var baot daZzadas nozimes, sauc
par mainigu lielumu.

Gandriz visi daba noverojamie lielumi ir mainigi lielumi, kas
paradas viena vai otra procesia, bet matematiskas formulas tie
ir mainigi skait]i, tie ir simboli, kuri var apzi-
meét kaut kuru skaitlii. Mainiga lieluma nozime ir mai-
nigs skaitlis. Pastaviga lieluma nozimeé ir pastavigs skait-
lis, tas ir simbols, kas apzimé& vienu un to pasu
skaitli.
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Lielumi var but pastavigi péc savas dabas, pieméram, trij-
stiya iekSejo lepku summa, daudzstura arejo lepku summa, vaiari
pastavigi péc uzdevuma jeb jautajuma nosacijumiem, piemé&ram,
ritepa centra attalums no zemes pirmaja gadijumi, hordas ga-
rums noteikta vieta vilktai hordai u. t. t. Pirma veida pastavigus
lielumus sauc par absolnti pastavigiem lielumiem; ot-
ra veida par relativiem pastavigiem lielumiem. Relativie pa-
stavigie lielumi viena jautajuma ir pastavigi, bet cita jautajuma
tie var bunt mainigi. Absolitie pastavigie lielumi daba sasto-
pami ‘maz,

3. §. Intervalls un lielumu maigas raksturs.

Mainigais lielums sava mainiSanas procesa vispar var pie-
nemt skaitliskas nozimes, kas atrodas divi skaitju a un b starpa.
I Nozimju kopu, kas atrodas starp a un b, sauc

par intervallu (a, b).

Skaitljus a un b sauc par intervalla robezam. Ja a
un b pieskaita intervallam, tad tas ir slegts intervalls.
To, ka x mainas slegta intervalla, apzime nevienlidziba:

a<x<b

Ja vienu, vai abas robeZas nepieskaita intervallam, tad tas ir

atklats intervalls, ko apzime 3adi:

a<lx<b; a<lx<<b vai a<lx<h.
No geometriska viedokla par intervallu sauc punktu kopu starp
a un b. - '

Lielumi var mainities kada intervalla pec dazadakiem liku-
miem, atkariba no ta, kadas ir to nozimes un nozimju se-
ciba. :

Ja lielums mainas ta, ka katra ta nozime ir lielaka par
iepriekS€éjo un mazaka par nako$o, tad lielumu sauc par au-
gosu; ja lielums mainas ta, ka katra ta nozime ir mazaka
par iepriek$ejo un lielaka par nakoSo, tad lielumu sauc par
dilstosu. ,

Ja lielums sava mainiSanas procesa tikai aug, vai tikai dilst,
tad lielums mainas monotoni — preteja gadijuma — svarstigi.

4. §. Matematiska izteiksme un tas mozime.

Apskatisim dazus svarigakos jautajumus par matematisko iz-
teiksmi,
Par matematisku izteiksmi sauc skaitlu sa-
vienojumu ar matematiskajam zimem.
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16
Plemeram, P

das darbibas ir ]alzpllda- ar skaitliem 1, 5, 16, 9 un 2.
Matematiskas izteiksmes darbibu skaits var but lielaks vai
mazaks., Atseviska gadijuma ari vienu skaitli var uzskatit ka
matématisku izteiksmi, kura darbibu skaits ir 0. Pieméram, sa-
ka, ka vienlidziba 6 — 2x — x, izteic prasibu, lai divas izteiksmes
buitu vienlidzigas, kaut gan labaja pusé ir tikai viens skaitlis x.
Matematiska izteiksme ne tikai norada, kadas darbibas ir
jaizpilda ar tai ietilpstoSiem skaitliem, bet apzime ari darbi-
bu rezultata skaitli. Tas seviski redzams visparigo skaitlu iz-
teiksmes, kur rezultatu nav nemaz iespgjams dabut ka vienu

orada, ka-

: i ARl a+b :
noteiktu skaitli. Piemeram, izteiksme a+b no vienas puses no-

rada, kadas darbibas jaizpilda, bet no otras puses, apzimé¢ ari
darbibu rezultatu.

Ar skaitliem varam izpildit dazadas darbibas. Sas darbibas
iedala divi klases: algebriskas un transcendentas.

Par algebriskam darbibam sauc saskaitiSanu, atpem-
S§anu, reizinasamu, daliSanu, kapinasanu un sak-
nes vilkSanu, ja kapinatajs un saknes raditajs ir
pastavigs racionals skaitlis. Visas paréjas darbibas ir
transcendentas.

Pieméram, kapinasana ar irracionalu kapinataju, saknes vilk-
3ana, ja saknpu raditajs ir irracionals skaitlis un Iogarltmésana
ir transcendentas darbibas,

Lidzigi sadala ari matématiskas izteiksmes.

I Matematisku izteiksmi, kura ir tikai algeb-
riskas darbibas, sauc par algebrisku izteiksmi;

I izteiksmi, kura ir kaut viena transcendenta dar-
biba, sauc par transcendentu izteiksmi.

—!— al?
b 1r

a+)3
Pieméram, Eeh

transcendentas izteiksmes.
Mainigos skait]lus, kas ir matematiskaja iz-
teiksme, sauc par §as izteiksmes argumentiem.

Pec argumentu skaita matematiskas izteiksmes iedala vienu,
divy, triju u. t. t. argumentu izteiksmes. Piemeéram, ja x, y un

z ir mainigi skail]i, tad izteiksme 2—;%,51 ir viena argumenta

2 3
izteiksme, 2y’ +4y°2
Vz +1gay

ir algebriska, bet 5+I1gya un —;

ir divi argumentu izteiksme.
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= =
Ja matematiskas izteiksmes :?x—{— e argumentiem x un y pie-

2x —y
Skirsim kadas patvaligas nozimes, pieméram, x—2 un y—1,
tad ari pati izteiksme dabiis kadu skaitlisku nozimi, 3ai gadi
juma ', Saka, ka %' ir $3s matématiskas izteiksmes skaitliska
nozime, ja x—=2 un y—1.

Nozimi ko iegust matematiska izteiksme, {a

tas a:;igumentiem % V2 U w v nozIimes a; b,

, Sauc par $§as izteiksmes nozimi, ja x=—a,
y=b,z=¢ . n=d un apzimée sadi:

N

kur iekavas raksta doto izteiksmi. &

N
i
2. oop

£
Il

Apskatamo pieméru varam uzrakstit nu $a:

[31+5yj $ S peget

SX=¥ |, BBl it
1

Lai vienkarSotu matématisku izteiksmi un lidz ar to jau-
tajumu, kas ap to saistas, tad bieZi vien, tas arguments jaap-
maina ar kadu jaunu argumentu, saistot veco argumentu ar jau-

no kada formula un ievietojot dotaja matematiskaja izteiksme
S a x
veca argumenta vietd So jauno. Piemeéram, izteiksmi 5 xE A

formulu x_—_V}T varam parveidot izteiksme& ar argumentu vy,
kas ir vienkarSaka neka ar X, jo nav kvadrata. TieSam, paturot
to pasu rakstibu, ka izteiksmes nozimes atraSanai, rakstam:
RER ety oy
}F"

IR TSty e
A Gl S

7 2—(fy)? 2~V
Ari algebra, pieméram, binomalo nolidzindjumu ax"+ b=—0
ar formulu x—z V_ parveido vienkarsaka veida: z"+1=0.

Prazdami afrisinat binoma nolidzinajuma mwenkarsako veidu,
protam atrisinat ari ta visparigo veidu. Ta sarezgitaku jauta-
jumu varam parveérst vienkarSaka.
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Uzdevumi.
Atrast izteiksmju nozimes:

1 [x—¥l=3 Atb. (2 2 x;g], Atb, (3)
y_l
2+ x?
[x+y x*3 ” (%) 4- 2x_|__1:|x=3 ” (l"'?'l)
5. [sin &+ y)]x=E T il—i(:—;_g e S )
y=0 =

Parveidot izteiksmes:
s 14 (x* 2y 14y
7. 2+ X ]x=y 7 Atb. (2+Yy) 8. Lm];=]/yt2tb. (l_ys)
o, [1HO2 ) o (1t
- | 1—y+2r e » |1—x* 14 x2 ¥y x 1+y
. [8+5ﬂ ?ﬁéz)
16+4Vz gy 2+4y

12. Atrast izteiksmei y2 -} 2 formulu, lai ta parveidotos iz-
teiksme x--2.

13. Atrast izteiksmei 1 - (y - 2)? formulu, lai ta parveldotos
izteiksme 1} x2, (Ath, y=Jx; y=x—2)

Atb. (

5. §. Matématiskas izteiksmes harakteristika.

Matematiska izteiksme norada noteiktu darbibu kopibu, kas
izpildama ar tas argumentiem. Vai §i darbibu kopiba ir zi-
nama, vai nav zinama, katru reizi ir iespéjams apzimét to ar

s . T Y. B .
kadu simbolu. Pjemeram, izteiksme uﬁ—_*:-; ir poradijums uz trim

darbibam: saskaitiSanu, atpem$anu un daliSanu. Apzimgjot So
darbibu kopibu ar kadu simbolu, piem&ram, ar burtu f, tas no-
rada, ka divi skait]i jasaskaita, jaatpem un summa jaizdala ar
starpibu. Lai vel noraditu ar kadiem skaﬂﬂ:em apzimetas darbi-
bas izpildamas, tad iekavas aiz f raksta Sos skaltlus, tal dabumjot
simbolu

f(u, v).

Sis simbols apzime to pasu, ko izteiksme

u-—+v
+ . Tapec varam
NN
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pemt vienu otra vieta, vai ari rakstit vienlidzibu

f(u, v)__t'_—:

Burtu f sauc par Sas izteiksmes harakteristiku.

Par matematiskas izteiksmes harakteristiku
sauc simbolu (parasti burtu), kas apzime to dar-
bibu kopibu, kas izpildama ar izteiksmes argu-
mentiem.

Parasti harakteristiku apzime ar F, f, vai grieku alfabeta bur-
tiem, piemeram, @, ¢, u. t. t. Pie burtiem liek ari indekus,
pieméram, F,, F,.

Matematisko izteiksmju simboliska apzimeSana un rakstiSa-
na atvieglo kada jautajuma uzrakstiSanu un lasiSanu.

Dazadam matematiskam izteiksmem jaizvelas dazadas harak-
teristikas, izpemot gadijumu, ja izteiksmes atSkiras tikai ar
argumentiem. Piemeram, izteiksmes

e SR S
xX+y u+t+v |
atSkiras tikai ar argumentiem, tad apzimejot ar f darbibu kopi-
bu, ko apzime S$as iztei-lcsmes, varam rakstit:
K ¥ u—V
Ity y)— “un f(u, V= ——
x y)= +y BV=—ry

Visparigi, ja reiz uzrakstita vienlidziba
X—y
f 3 = y
9=

tad lidz ar to ir noteikta ta darbibu kopiba, ko apzime burts
f. Ja pec tam x un y vieta liekam citus skaitjus, tad tas nozime,
ka ar Siem skaitliem, kas ievietoti, ir izpildimas tas paSas dar-

bibas, kas ar x un y. Tapéc, ja f(x, y)=— _:—}f tad lidz ar
-2
gy (3 2= 3+2

u. t. t. Ja Sie dotie skait]i ir pastavigi, tad dabnjam izteiksmes
nozimi pie attiecigam argumentu nozimém, ka, pieméram, ie-
prieksgja piemera (3, 2

to varam, pieméram, rakstit f(u, v)—————
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II. nodala.

Bezgaligi lielie un bezgaligi mazie lielumi.
RobezZlielumi.

Sai nodala apskatisim tadus lielumu mainiSanas procesus,
kur tie nebeidz nekad maintties, kur tie mainas
visu laiku, Katra piepemta nozime nav pedeja, aiz tas
seko vel citas, nepiegemtas. Sais procesos redzamu vie-
tu fjenpem bezgaliga augSama, bezgaliga dilSana un mainiga tu-
vioSanas savai robeZai.

6. §. Bezgaligi lielie lielumi.

Nemsim horizontalu taisni un izvelesimies kadu tas punktu
O, no kura skaitisim punktu attalumus pa labi par pozitiviem
un pa kreisi par negativiem. So taisni sauc par abscisu asi
jeb x asi, (.) O par sakuma punktu un attalumu nozimes
par punktu abscisam.

Izvelesimies kadu ass kusto$u
punktu M, ka abscisa ir x un
vilksim parallélu taisni asij. Abam

:\ taisnem ir kopigs perpendikuls
g I X AB (1. zmm.), ko krusto punkta
P nekustiga punkta S un kus-
1. zZim. tosa punkta M savienotaja
: taisne SM. Piepemsim, ka
AB—a; AP—y; PB—z, SP—uun SB — b. Domasim, ka
punkts M kustas pozitiva virziena un nekad nebeidz kusteties,
tad ta abscisa x visu laiku pieaug. Tai paSa laika ari y pie-
aug., Abi lielumi x un y ir augo$i lielumi. Neskatoties uz %o
kopigo pazimi, tie stipri dazadi. Lielums y pieaugdams biis visu
laiku mazaks par iepriek§ doto skaitli a, turpretim x, lai ar
nezin cik lielu pozitivu skaitli N iepriek§ neapzimetu, reiz klas
un paliks lielaks par to; y sauc par augosu ierobeZotu lielumu;
X — par bezgaligi augosu jeb bezgaligi lielu lie-
lumu.

leverosim, ka bezgaligi augoSs jeb bezgaligi liels lielums ir
tikai tads, kas netikai ka var k]nt bet art var palikt
lielaks par kaut kuu lielu pastavigu pozitivu skaitli. Pie-
‘meram, ja punkits M kustetos vienu vienibu pa labi un tad
atpaka] uz nullpunktu, divi vienibas pa labi un tad atkal atpa-
ka] uz nullpunktu u. t. t, u. t. t Agri vai velu ta abscisa
klos lielaka par kaut kugu lielu pastavigu pozitiva skaitli, bet
nebnis bezgaligi augo$s ieb bezgaligi liels lielums.

2 17



Lidz Sim abscisa bija pozitiva. Ja domasim punktu M kusta-
mies mnegativa virziena, tad ari ta abscisas absolntais lielums
neapnobezoti pieaugtu un bntu bezgaligi augoss jeb bezgaligi
liels lielums. Visparigi, ja | A ir bezgaligi liels lieJums, tad
ari — A ir bezgaligi liels lielums.

Atzimesim, ka bezgaligi lielam lielumam ir 3adas ipaSibas:

1) tas ir mainigs lielums, 2) tas var k]at lielaks
un 3) palikt lielaks par kaut kuru lielu pasta-
vigu pozitivu skaitli (pec absolitis nozimes). lepazi.
nusies ar bezgaligi augosa jeb bezgaligi liela lieluma ipaSibam,
piepemsim ta definiciju. Ll

Mainigu lielumu, ka absolnta nozime klost
un paliek lielaka par kaut kuju lielu pastavi-
gu pozitivu skaitli, sauc par bezgaligi lielu lie-
lum u.

(1

To, ka lielums A ir bezgaligi liels, matematiski izsaka ne-
vienlidziba
|A|>E,.

kur E ir patvaligi liels pastavigs pozitivs skaitlis. Bezgaligi
liela lieluma nozimi sauc par bezgaligi lielu skaitli. Bez-
galigi liels skaitlis ir mainigs skaitlis.

Redzam, ka bezgaligi liels lielums ir mainigs lielums un ka
neviens pastavigs lielums, lai tas batu cik liels bndams, nevar
bat bezgaligi liels lielums, jo tas nevar kjnt lielaks par kaut
kuru ipatvaligi lielu pastavigu pozitivu skaitli, pieméram, nevar
klat lielaks par sevi paSu vai savu daudzkartni.

Pieméri. Kuba tilpums ir bezgaligi liels lielums, ja ta Skautne ir
bezgaligi liela.” Rigka linijas garums un laukums ir bezgaligi lieli lie-
lumi ja radijs ir bezgaligi Liels. Ievilkta regulara daudzstira malu
skaits m un iekSgjo lepku summa 2d (n—2) ir bezgaligi lieli lielumi,
ja malu skaitu dubultojam, dalidami malu savilktos lokus neaprobeZo-
ti daudz reizes uz pusém. Naturalo skaitju rindas locek|u skaits ir
bezgaligi liels lielums. Bezgaligi dilstoSas &eometriskas progresijas lo-
ceklu skaits ir bezgaligi liels lielums. Skaitlu skaits ir bezgaligi liels
lielums. Pirmskaitju skaits ir bezgaligi liels lielhums.

7. §. Bezgaligi mazie lielumi.

Atgriezisimies vel pie 1. zim@&juma un apskatisim gabalu
f1 un z mainiSanos, ja (.) M kustas tapat ka iepriekSeja gadi-
juma. Ar (.) M neaprobeZotu kustéSanos taisne SM griezas
ap () S un Iidz ar to u un z dilst. Neskatoties uz 3o ko-
pigo pazimi, tie atkal ir stipri dazadi lielumi. Lielums u dil-
dams paliek visu laiku lielaks par iepriek§ dotu skaitli b, tur-
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pretim z, lai cik mazu pozitivu skaitli €¥) iepriek§ arT nedotu,
reiz kjis un paliks mazaks par to; z sauc par bezgaligi
dilsto3u jeb bezgaligi mazu lielumu. Atzimésim ari,
ka bezgaligi dilstoSs jeb bezgaligi mazs lielums ir tikai tads,
kas metikai ka var k|not, bet art var palikt mazaks par
kaut kuru mazu pastavigu pozitivu skaitli. Pieméram, ja (.)
M kustetos vienu vienibu pa labi un tad atpaka] uz nullpunktu,
divi vienibas pa labi un tad atkal atpaka] uz nullpunktu u. t. t.
u t t. Agri vai velu () M abscisa x kjus lielaka par kaut
kuru lielu pastavigu pozitivu skaitli, bet nepaliks lielaka par
to. Pie tadas () M kustibas () P tuvosies punktam B un
z klos agrak vai velak mazaks par kaut kuru mazu pastavigu
pozitivu skaitli, bet nepaliks maziks par fo, jo lidz ar ()
M jatgrieSanos nullpunkta (.) P virzisies uz () A un lielums
z ‘nebus bezgaligi dilstoSs jeb bezgaligi mazs lielums.

Ja () S pemtu uz leju mo abscisu ass un izdaritu attie-
cigias konstrukcijas un kustibas, tad z bntu negativs bezgaligi
mazs lielums. Visparigi, ja - a ir bezgaligi mazs lielums, tad
ari — a ir bezgaligi mazs lielums. leverosim, ka bezgaligi ma-
zam lielumam ir $adas 1pasibas: :

1) tas ir mainigs lielums, 2) tas var k|nt mazaks
un 3) palikt mazaks par kaut kuru mazu pastavigu
pozitivu skaitli (péc absoltitas nozimes).

lepazinuSies ar bezgaligi dilstosa jeb bezgaligi maza lie-
luma ipasibam, piepemsim ta definiciju.

Mainigu lielumu, k3 absolnota nozime klost
un paliek mazaka par kaut kuru mazu pastavigu
pozitivu skaitli, sauc par bezgaligi mazu lie-
lumu,

To, ka lielums o ir bezgaligi mazs, matématiski izteiksim
nevienlidziba
II o |[<e,

kur e ir patvaligi mazs pastavigs pozitivs skaitlis. o]

Bezgaligi maza lieluma nozimi sauc par bez-
galigi mazu skaitli. Bezgaligi mazs skaitlis ir
mainigs skaitlis. Bezgaligi mazs lielums ir mainigs lie-
lums un neviens pastavigs lielums, lai tas baotu, cik mazs bu-
dams, nevar bnt bezgaligi mazs lielums, jo tas nevar klot un
palikt mazaks par kaut kuru patvaligi mazu pastavigu pozitivu

1

*Y & — epsilons — grieku alfab&ta mazais burts, ar kuru parasti
apzimé patvaligi mazu pastivigu skaitli.
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skaitli, pieméram, mevar k|t mazaks par sevi paSu, vai savu
daju. Medz teikt, ka galigi lielumi ir tadi, kas nav ne bezgaligi
lieli, ne bezgaligi mazi. Z i

Piemeri. Bezgaligi dilstoSas Feometriskas progresijas loceklis ir bez-
galigi mazs lielums, ja t4 indeks’ neaprobeZoti aug. Sinus linijas ga-
fums ir bezgaligi mazs lielums, ja lepkis neaprobeZoti tuvgjas_ 0 vai
w. Tangentlinijas garums ir ari tada paSa gadijuma bezgaligi mazs
lielums. Kotanggntimijas gafums ir bezgaligi mazs lielums, ja legkis
tuvojas- vai 5. Ja ievilkta regulars daudzstora malu skaitu du-
buliosim mneaprobeZoti daudz reizu, tad daudzstifa mala un tis sa-
vilktais loks ir bezgaligi mazi lielumi.

No bezgaligi lielu un bezgaligi mazu lielumu definicijam se-
cinams, ka
bezgaligi liels lielums ir apgriezts lielums bez-
galigi mazam un otradi, bezgaligi mazs lielums
ir apgriezts lielums bezgaligi lielam.

Tie$3am, apzimesim bezgaligi lielu lielumu ar A un kadu péc
patikas lielu pastavigu pozitivu skaitli ar E, tad

' |A| >E,
no ki secinams, ka
1 e s i IR e
AT<E | [<E:
1
Ja E ir pec patikas liels pastavigs pozitivs skaitlis, tad T
ir pec patikas mazs pastavigs poztivs skaitlis un p&dgja ne-

vienlidziba norada, ka % ir bezgaligi mazs lielums. Analogi
pieradama ar1 atzinuma pargja dala.

8. § RobeZlielumi un to galvenas ipaSibas.

Atgriezisimies Vel pie 6. paragrafa ziméjuma un apskati-
sim y un u maini$anos, ja (.) M kustas tapat ka iepriekSeja ga-
dijuma uz bezgalibu, t. i, ja (.) M abscisa ir bezgaligi augoss
lielwms. y aug, palikdams mazaks par .a, nekad neklus tam
vienlidzigs un starpiba a—y klust bezgaligi maza; u
dilst, palikdams lielaks par ‘b, nekad neklns tam vienlidzigs un
starpibu u—b k]jast bezgaligi maza. Par lielumiem
a un b saka, ka tie ir mainigo lielumu y un u robezas.

1 Ja mainiga un pastaviga lieluma starpiba ir
bezgaligi maza, tad pastavigo lielumu sauc par
mainigd lieluma ro beZu.
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Ja a ir x robeza, tad to rakstam
X—a=—a,
kur o ir bezgaligi mazs lielums;
X—2a, ko lasa x tiecas uz a vai ari
limx—a, ko lasa limes no x ir a. ,
Ievérojot bezgaligi mazu lielumu definiciju, robeZlielumu va-
ram definet ar1 $a:
ja mainiga un pastaviga lieluma starpibas ab—
solnta nozime k]ust un paliek mazaka par kaut
kurumazupastavigu pozitivu skaitli, tad pasta-
vigo lielumu sauc par mainiga lieluma robezu.
To izsakam mnevienlidziba
[x——a] <£,
kur & ir pec patikas mazs pastavigs pozitivs Sk.althS
Nav jadomi, ka mainigam lielumam, tuvojoties robezai, ir
monotoni jaaug, vai monotoni jadilst, tas var ar1 svarstities.
Piemeram, ja a ir nekustiga (.) A abscisa (2. zim.) un x kus-
tiga (.) M abscisa, pie kam zinams, ka (.) M kustas no
(.) B lidz (.) C un tad nak

8 £ L fete 6 atpaka] lidz (.) B,, kas ir
: AB vidn; no (.) B; tas iet
2. Zim. atpaka] lidz - C,, kas ir AC

vidn; no ta- lidz B,, kas

ir AB, vidn u.t.t, u.t.t, tad abscisa x svarstas ap a ta, ka
a—x—ua, kur a ir bezgaligi maz un tapéc a ir x robeia.

Redzam, ka mainigais lielums, tuvodamies pastavigam lie.
lumam %ka savai robezai, var bot visu laiku maziaks par to,
lieladks par to un var ari svarstities ap to. Ne katram maini-
gam lielumam ir robeza. Piemeéram, sinX, ja x neaprobeZoti
augs, svarstisies starp -1 un —1 un netuvosies nekadai ro-
bezai. .

Bezgaligi maza lieluma robeZa ir nulle.
Tie$am, katru reizi ir pareiza vienlidziba
x—0=x v

Ja piepemam, ka X ir bezgaligi mazs lielums, tad ari starpiba
X —o0 ir bezgaligi mazs lielums un ta tad uz robeZas definicijas
pamata varam teikt, ka bezgaligi maza lieluma robeZa ir nulle.

Otradi, ja piepemtu, ka kada mainiga lieluma robeia ir
o, tad varetu rakstit x—o0—a, no ka secinams, ka x—a.
Ta tad,

ja mainiga lieluma robeza ir nulle, tad tas ir

bezgaligi mazs lielums.
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Uz morunas pamata ari pastavigu lielumu var uzskatit ka
mainigu lielumu, ka visas nozimes ir vienlidzigas, un nulli var
uzskatit tad ka bezgalgii mazu lielumu, jo tas ir un paliek
mazaks par kaut kuru patt\faligl mazu pastavigu pozitivu skaitli.
Tapec, pamatojoties uz So norunu, varam vienlidzibu a—a—o

ot, ka pastaviga lieluma robeZa ir pats pasta-
vigais lielums. :

Bezgaligi lielam lielumam robeZas nav.
Tie$am, lai kadu pastavigu skaitli b ari nepemtu, starpiba
X —Db ar x neaprobezotu augSamu, neaprobeZoti aug un tapec
nevar baot bezgaligi maza. Tomér formulu vienkarSibas de] sa-
ka, ka bezgaligi liela lieluma robeza ir bezgaliba un apzimé
X—> Q0.
Lai pasvitrotu, ka x, bndams aizvien pozitivs, tiecas uz bezga-
libu, tad raksta
X—>-}-00;
pretéja gadijuma
X—>—00;
leverosim, ka bezgalibas simbolam nav citas nozimes ka tikai
ta, ka x ir bezgaligi augoSs jeb bezgaligi liels lielums,
Vel atzimesim,- ka

l wenlidugnem lielumiem ir v1enlidzngas robe-
Zas.

Ja. x—=y un a ir x robeZa, tad vienlidzibas x—a—y—a
kreisa pusé ir bezgaligi mazs lielums, tapec ari y —a ir bezgailgl
mazs, kas nozime, ka limy —=a.
To, ka a ir x robeZa, izsaka vienlidziba
x—a—ua... (1).
No (1) vienlidzibas rakstam, ka
=g sa @)

No (1) daba (2) vienlidzibu un no (2) varam dabnt (1). Ta tad
mainigo lielumu var uzskatit ka ta robeZas un
bezgaligi maza lieluma summu, un ari, ja kadu
mainigu lielumu var uzskatit ka pastavlga un

bezgaligi maza lieluma summu, tad pastavi.
gais lielums ir mainiga robezZa.

Uzdevums. Nosaukt gadijumus, kur jau elementaraja ma-
teématika esam lietojusi robeZlielumus.
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9. §. Bezgaligi mazo un bezgaligi lielo Jiejumu galvenas
teoremas.
1. teor. Galiga skaita bezgaligi mazu lleiumu
summa ir bezgaligi mazs lielums.

Nemsim galiga skaita bezgaligi mazus lielumus: o, B, v,...9
un sastadisim So lielumu summu o—+B--y—4...-+5, par ko
iapierada, ka ta ir bezgaligi maza. Tas biis pieradits, ja pie-

radisim, ka
letB1+ ... +8|<s
kur & ir patvaligi ‘mazs pastavigs pozitivs skaitlis.

Ja @, B,Y,...0 ir bezgaligi mazi lielumi, tad varam rakstit
nevienlidzibas:

ia1<%
€

It] <{T (nevienlidzibu skaits n).

€
5 e
ol <<

Saskaitisim &is nevienlidzibas:
belHIBl -yt o8 <<e o o L (1).

Absoliito lielumu summa ir lielaka vai vienlidziga summas
absoliitai nozimei, tapgc varam rakstit, ka

le| Bl +IyI+ ... +|3[=|e+B+1+.. +5|
No (1) un (2) nevienlidzibas secinam, ka
la4+B4+1+... +8|<e k b j

Pirmas teorémas pirmo secinajumu apzimeésim ar 1. teor., ; otro
ar 1, teor.,,, u. t. t. Lidzigi apzimésim arl citu feoremu se-
cinajumus.

1. teor.,, ;. Divu bezgaligi mazu lielumu starpi-
ba ir bezgaligi maza.

Starpibu u—B varam uzskatit ka algebrisku summu o-f-
-+ (—B), kas ir bezgaligi mazs lielums.

1. teor, ,, Mainigam lielumam, kas atrodas ka-
da maigas procesa, var bnt tikai viena robeza.
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4 TieSam, ja kadam mainigam x batu divi robezas a un b,
ta :

X ——g =15
un

X —b—p (robez. defin) jeb
b—a—a—35,

bet « — B ir bezgaligi mazs (1. teor., ;) un tas var bat vienlidzigs
galigam lielumam tikai tad, ja tas ir vienlidzigs 0. Tapec

b—a—o, jeb b—=a, k. b. j.

1. tedr., ;. Bezgaligi maza lieluma reizinajums

ar veselu pozitivu galrgu skaitli ir bezgaligi
mazs.

L

TieSam, en—=a 4 o-}-a-}-...4a; laba puse ir bezgaligi ma-
#za (1. teor.).

Piezime. Ja bezgaligi mazu saskaitamo skaits ir bezgaligi liels,
tad summa var bnt bezgaligi maza, galiga un daZreiz pat bezgaligi
liela. To redzam no sekojodi: pemsim taisnes gabalu, ki garums
ir 1 un sadalisim to m vienlidzigas da]as, tad katras dajas garums

1
ir m un varam rakstit
1 : & 1 1
mEe T am o TmTH
Ja daliSanu iedomasimies izdaritu neaprobeZotd skaita, tad gabaliqu

skaits ir bezgaligi liels un to ga_rums% ir bezgaligi mazs. To sum-

ma ir galigs skaitlis 1. Ja iedomasimies, ka gabals saisinas un ta ga-
rums tiecas uz nulli, bet daliSana ir tada pati ka iepriek$gja gadijums,
tad gabalipu summa ir bezgaligi maza; ja iedomasimies taisni neap-
robezota garuma, sastavo$u no dalam, kuru garums aizvien saisinas un
tiecas uz mulli, tad daboijjam bezgaligi lielu summu.

2. teor. Bezgaligi mazalielumareizinajums ar
galigu, vai bezgaligi mazu lielumu ir bezgali-
gi mazs.

Ja o ir bezgaligi mazs lielums, tad to var izveleties mazaku
par
St
|m| *
kur & ir patvaligi mazs pastavigs pozitivs skaitlis un n kads
galigs skaitlis, Tapec rakstam nevienlidzibu
e
1“I<W jeb |2]-|n{<Tg,
bet |z|-|n|=|2n}|, tapéc |an|<e k. b. j.

24



Vel japierada teorémas otra daja: o.f ir bezgaligi mazs, ja

o un B ir bezgaligi mazi, Pec piepémuma varam rakstit, ka
lal<Je

X U1 (gemam [ e>0)

1Bl<Ve

|2|.|B]<Te jeb |z.B|<Te, k.b.j.

2, teor.,, ;. Galiga skaita bezgaligi mazu lielu-
mu reizinajums ir bezgaligi mazs.

Ja butu, pieméram, 2, .a,.a,, tad grupéjot, rakstam a, .a,.a2, =
=ua,(a,.2;)=a,.2" —=a,  Tapat wvaram parliecinaties, ka
Oy .0y, 03...03 =2, ja n ir galigs un a bezgaligi mazs.

2, teor.,, ., Bezgaligi maza lieluma vesela pozi-
tiva pakape ir bezgaligi mazs lielums.

a? =a.a.a...a, kas ir bezgaligi mazs (2. teor, ,).

2. tedr.,, ;. Veselas pozitivas pakipes sakne no

bezgaligi maza lieluma ir bezgaligi mazs lielums,
n

Tie$am, ja o® =B (2. teor., ,), tad [B=2, k. b. j.

Piezime. 2. un 3. secinajums ir speka ari pie

DD
n=—-— ja —>0.
Qg

2. teor, ;. Bezgaligi maza lieluma dalijums ar
galigu ir .bezgaligi mazs lielums.

TieSam, ja an—2, tad % ek by
2. teor., . Galigavai bezgalrgimazalielumada-

lijums ar bezgaligi lielu ir bezgaligi mazs lie-
lums. ;
a 1

_K:a.I_—_ﬁ, kb7
3. teor. Bezgaligi liela lieluma reizinajums ar

galigu vai bezgaligi lielu lielumu ir bezgaligi
liels.

Apzimesim bezgaligi lielu lielumu ar A un ar n vai nu ga-
ligu vai bezgaligi lielu lielumu un sastadisim reizinajumu An

L R !
un pieradisim, ka ta apgrieztais llelumsﬂ ir bezgaligi mazs.
: £ N e e
Tie§am,—$=1—.ﬁ ir bezgaligi mazs, jo XX bezgaligi mazs
un % ir vai nu galigs vai bezgaligi mazs, tapéc to reizinajums
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ir bezgaligi mazs (2. teor.). Ja ]\% ir bezgaligi mazs, tad An
ir bezgaligi liels, k. b. j.

3. teor.,, ;. Bezgaligi liela lieluma dalijums ar
galigu lielumu ir bezgaligi liels.

e § gt
Tie$am, %ZA'f ir bezgaligi liels (3. teor.).

3. teor.,, . Galiga lieluma dalijums ar bezgali-
gimazu ir bezgaligi liels.

Dots: a — galigs, o bezgaligi mazs un japierada, ka-gi- =A,
TieSam, %:a.% ir bezgaligi liels (3. teor.).

3. teor. ;. Bezgaligi liela lieluma dalijums ar
bezgaligi ‘mazu lielumu ir bezgaligi liels.

TieSam, %-——A.% ir bezgaligi liels (3. teor.).

4. teor. Bezgaligi liela lieluma un galiga vai
bezgaligi maza lieluma summa ir bezgaligi
liela,

Ja A ir bezgaligi liels lielums, tad ta absoluti. nozime var
klot un palikt lielaka par kaut kuru patvaligi lielu pastavigu po-
ativu skaitli E, bet tada gadijuma pieskaitot n, summa arl
agri vai vélu reiz kjns un paliks lielaka par kaut kuru patvaligi
lielu pastavigu pozitivu skaitli E, kas nozime, ka A-}-n ir
bezgaligi liels lielums, k. b. j.

5. teor. 1) Divu bezgaligi mazu lielumu attie-
ciba, 2) divu bezgaligi lielu lielumu attieciba,
3) bezgaligi maza lieluma reizinajums ar bez-
galigi lielu lielumu, 4) divi bezgaligi lielu lie-
lumu summa un 5) divi bezgaligi lielu lielumu
starpiba ir vai nu bezgaligi mazs, galigs, vai
bezgaligi liels lielums.

1) Nemsim bezgaligi mazu lielumu o, tad22a un a2 ari ir
bezgaligi mazi lielumi (1. teor.). Attieciba 5;— —a ir bezgali-
gi 'maza; %:2 ir galiga un ;;=;ir bezgaligi liela. Teo-
rémas pirma dala noskaidrota.
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2). Nemsim divi bezgaligi lielus lielumus A; un A, un sa-
“stadisim attiecibu

Ly by

ko parveidosim 3a:

1

|

?IHL?’I"’*'

Skaltitﬁjs un saucgjs ir bezgaligi mazi lielumi un par to
attiecibu jau noskaidrojam, ka ta ir bezgaligi maza, galiga, vai
bezgaligi liela. Tapec teorémas otra dala ari pieradita.

3) Piegemsim, ka « ir bezgaligi mazs lielums, bet A hez-
galigi liels, tad rakstot u..A:%, redzam, ka ari teorémas
A
tresa daja ir pareiza.

4) A, A, lai ir divi bezgaligi lielu I;elumu summa. Apzi-
mesim A1 apgriezto lielumu ar ¢, un A, ar o, tad

it i | ey | 1 _  a,+a,
Al_?l un Az_—m—2 un A, +A, —Z+?a_.—~——a1 i
Zinam, ka oy} o, ir bezgaligi maza (1. tedor.) un ao,.a,-ari ir
bezgaligi mazs (2. teor.), tapec ari teorémas ceturta daja ir
pieradita.

5. A—A,=A,+(—Ay,
par ko jau pieradijam teoremas ceturtaja dala. Ta tad teoréma
pieradita visiem gadijumiem.

Izteiksmes, kam var bnt bezgaligi mazas, galigas vai bezga-
ligi lielas nozimes, sauc par nenoteiktam izteiksmem.
Ka nenoteikto izteiksmju piemeri minami:
divu bezgaligi mazu, divu bezgaligi lielu lielumu
attieciba, bezgaligi maza lieluma reizinajums ar
bezgaligi lielu lielumu un divu bezgaligi lielu
lielumu summa un starpiba.

6. teor. Ja visa mainiS$anas procesa y >x un ja x

ir bezgaligi liels lielums, tad ar1y ir bezgaligi

liels lielums.

Ja y nebntu bezgaligi liels, tad bezgaligi liels lielums x buitu
mazaks par vienu galigu lielumu y, kas ir prefruna bezgaligi
liela lieluma definicijai. Tapec y jabat bezgaligi lielam, k. b. i.
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10. §. Robeilielumu tedoreémas.

7. teor. Galiga skaita mainigo lielumu summas

robeza ir vienlidziga §o lielumu robeZu sum-
mai,

Nemsim mainigos lielumus galiga skaita x,, X, Xg...-Xa,
ka robezas ir a;, a5, a3...a,. Uz robeZlielumu .definicijas
pamata rakstim Sadas V1enlldzibas un saskaitam:

Xx—a, =
X,—a,—a,
+X;— 8y =0y,

Xp —8p = aq, KUr a,,a,, ... 2, irbezgaligi mazi.
(X4 X4 X+ ...+ X ) — (8,4 8,4 8,4... 4 8a)=
=a,tata,+...+a ... .. .. ZHD

Vienlidzibas laba pus= ir bezgaligi mazs lielums (1. teor.).
Pinma iekava ir mairigs, otrd pastavigs lielums. Ta tad mai-
niga un pastavigi lieluma starpiba ir bezgaligi mazs lielums,
kas nozime, ka pastavigais lielums ir mainiga robeza (robezliel.
defin.). Tapgc rakstam:

im (x,+x,+ %X+ ... +Xa)=8,+8;,+8,4+ ...+ &,
bet a, =limx,, a,=limx,, a,=limx,, ... 8 =limX,
(péc piepémuma;. Ta tad

lim (x,- X2+xs+ X)) = hmx1+hmxz+
+limx, 4+ -|—11mxn,k b. j.

Teoremas pieradijumi mnav svarigi mainigo lielumu zimes,
tapéc Sai teoréma varam runat par algebrisku summu. Teore-
ma nav speka pie bezgaligi daudz saskaitimiem, jo tad (1)
vienlidzibas laba puse var ar? nebmit bezgaligi mazs lielums.

s teor. ;- Divulielumu starpibas robeza ir vien-
lidziga $o lielumu robheZu starpibai

Starpibu uzskatam ka algebrisku summu, kurai piemérojam
(7. teor.). Ta tad

lim(x;y)=1imx—limy

8. teor. Galiga skaita mamnlgo lielumu reizina-
juma robeZa ir vienlidziga So lielumu robeZu
reizinajumam.
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Vispirms pemsim divi mairigos lielumus x; un x,, ki ro-
bezas ir a, un a,. Tad varam rakstit: :
limx, —a, un limx,—a, jeb
X, =8a,+%
X X, =8+
X;. X,=a,8,18,%,18,%,1a,0,—a,8,1a,
kur o ir bezgaligi mazs.
Tas nozime, ka
lim(x,.x,)—28,8..
Ielieckot a, un a, vieta limx, un limx,, varam ra:ksﬂt, ka
lim(x,x,)=lmx, .limx;, k. b.j
Tagad pemsim fris lielumwus X;. X, un X5 ka roheiis ir
a4;, a; un a; un picradisim teorémas pareizibu Sai gadijumi.
lim (x, x, x,)=lim [(x, X,). x,] =1lim (x,x,) . limx, =
=limx,.limx,.lim x,.
Lidziga karta varam teorému visparinat kaut kuram galiga
skaita reizinataju reizinajumam.
9, teor. Divu lielumu dalijuma robeza ir vienli-
dziga $So lielumu robezu dalijumam, ja dalitaja
robeZa nav nulle.
Piegemsim, ka
limx—=—a, limy=b un limy+0.

Japierada, ka
lim X — limx
T limy’
Tas batu pieradits, ja izdotos pieradit, ka
e sty
yooboo

kur d ir bezgaligi mazs lielums.
No piepémuma varam secinat, ka
x=a+a un y=b-+§,
kur o un B ir bezgaligi maz lielumi.
Izdalisim $is vienlidzibas vienu ar otru un no dabntas vien-

W
lidzibas abam puseém a’u;emmm s

b
X ata a
T e
x a_abtba—ab—aj bz—af
S b (b+ §) b(b+8)
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Skaititajs ba—aP ir bezgaligi mazs (2. un 1. teor.); sau-
cgjs b (b4 B) ir galigs un nav nulle, jo b¥# 0 (pec piene-
muma) un tapéc ari b B #0, ja B — 0. Apzimgjot skaltltaju
ba —aB—+y un saucgju b (b B)=c, varam rakstit:

s =

§ E —]eb
X a

y b =

kur  ir bezgaligi mazs lielums (2. teor,,,.), k.b.j. .

10. teor. Mainiga lieluma racionilas pakapes ro-

bezZa ir vienlidziga mainiga lieluma robeZas pa-
kapei

Piepemsim, ka x ir mainigs lielums un n kaut kads ra-
cionals skaitlis. Japierada, ka

limx® = (lim x)" .
Vispirms apskatisim gadijumu, ka n ir naturals skaitlis.
limx® =lim (xxx .... x)=Ilimx limx.limx ... limx =
=(lim{x)*, k. b. j.
Tagad piegemsim, ka

n:%, kur p un q ir naturali skaiti.

P
Apzimesim x a ar y, tad varam rakstit, ka

L
yzxq jeb yq =xl’,
Vienlidzigiem lielumiem ir vienlidzigas robeZas, tapéc
limy?=1limxP?P,
bet péc nupat pieradita
limy?! =(limy)? un limxl’=(limx)l',
tipec ka p un q ir naturali skaitli Ta tad
P
(limy)? =(limx)? jeb limy=(limx)1
p
Ieliekot y vieta td nozimi xe¢ , rakstim, ka

B P
limx? =(limx), k. b.j.
Vel jaapskata gadijums, ka n ir mnegativs.
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Pienemot, ka m——n jeb n——m, varam rakstit, ka
1 lim1 o ) PR R
“limx® limx® (limx)®
_(limx)-'n:(hmx)",k.b. j-
Ta tad teorema pieradita kaut kurai racionalai pakapei.
10. teor.,,. Racionialas pakapes saknes robeza ir

vienlidziga saknei no zemsaknes lieluma robe-
Zas.

Imx*—lmx == llm

n L _1__ n
Tietam, lim J/x =limx® = (limx)* = Jlimx, k. b. j.

11. § Algebriskas izteiksmes robeZa.

Piegemsim, ka X, y, ....Z ir mainigi lielumi, kufu robezas
ir a, b, ...c un ka izpildot ar Siem lielumiem vienu algeb-
risku darbibu, dabnjam jaunu mainigu lielumu u, ka robeia
ir d. Tad, pamatojoties uz robeZlielumu teorémam, varam uzrakstit
tabulu:

ja u=x4y+..4ztadd=a+b+...+ec,

e weatl =g
_X =2
” u_'y! ” '—b'
Tl = AR &
m m
=i, - d=}a

No ¥is tabulas varam secinat:

ja mainigais lielums udabtjams no citiem mai-
nigajiem x, y,...z tikai ar vienu algebrisku dar-
bibu, tad ta robezu d dabn ar to pasSu drbibu no
doto mainigo robezam a, b, . c: :

Tabula uzrakstitas izteiksmes ir tikai viena darbiba. Tadas
izteiksmes sauc par elementarajam jeb vienkarSam iz-
teiksmem, preteja gadijuma par saliktam izteiksmem.

No tabulas redzam, kas ir elementaras izteiksmes robeia
un ka to atrast. Ari visparigi

par matématiskas izteiksmes robeZu sauksim

to lielumu, uz ko tiecas §1 izteiksme, ja tas ar-
guments tiecas uz savu robeZu.
Matematiskas izteiksmes f(x) robeiu, ja tas arguments
X—a, apzimé $a: 4
lim f (x).

X—>a
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Noskaidrosim, ka atrast saliktas algebriskas izteiksmes ro-
bezu. Tai nolnka domasim ta: ja ar algebriskas izteiksmes ar-
gumentiem un to robezam izpildisim pec kartas vienas un tas
pasas darbibas, tad pec katras darbibas dabnsim jaunu mainigo
un ta robezu. Beidzot dabnsim algebrisko izteiksmi un tas ro-
bezu.” Ta tad: . ;

lai atrastualgebriskas izteiksmes robeZu, ar tas
argumentu robezam jaizpilda tas pasSas darbi-
bas, kas ar argumenti em.

Piemers.

lim (x2 4 3x%) =224 3.2° =28.
x—>2

So likumu pamato ari 9. teoréma, kura nav speka, ja sau-
céja robeza ir nulle. Tapec tados gadijumos ari $is likums nav

speka. Noskaidrosim, ko var teikt par dajas % robezu, ja:

1) limx+0, imy=0 un
2) limx=0 un limy=0.

1) Jag >0 un x ar y tiecas uz robesu, tad dalijums %
neaprobezoti aug, tapec lim —;‘?: + co;
ja% <0, tad x un y tiecoties uz robezu, dalijuma absolnts

vertiba meaprobeZoti aug, tapec lim ; = — oo,

Robezatraanas likums tagad ir het01ams ari Sai gadijuma:
izteiksmes robeza ir co. 5 %

2) Ja limx=—0 un limy—0, tad Ilm}; IIE!; O,kas ir
nenoteikta izteiksme.

Tas pats sakams ari vispari par algebrisku daju, kuras skai-
titajs un saucejs ir nulle, ja argumentu apmaina ar robeZu. Pie-
i 2 8xi2 1—3+42 0

lim St L =
SR T | 1—1 0

31 izteiksme pie x—1 ir nenoteikta. Ar visparigo panémie-
nu tai nevar atrast robezu. Lai atrastu tas robeZu, parveidosim
lztelksml ta, lai nebntu reizeé skaititdja un saucgja nulle:

fim £33 +2_ 4, G=D &3 g1
x—>1 _1 x—>1 K== 1 x—»1

=—1
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Robezas atraSanai, saisinam daju ar x —1. To varam da-
m, jo x==1, bet x— 1 uwn tapéc x =1+ 0 un sa-
Isinasana iesp&jama. Sis piemérs rada ari to, ka nav katru
reizi viens un tas pats, vai pemam x=—1, vai x — 1. Atrasto
robeZu —1 piepem par izteiksmes isto vertibu, ja x—1. Ta-
pat ari visparigi,

ja matematiska izteiksme f(x) pie x=c ir neno-
teikta, tad par tas isto nozimi jeb isto vertibu
pienpem robeZu, uz ko tiecas §i izteiksme, {a tas

arguments tiecas uz c.

Apskatlsxm pieméru, ka var atrast algebriskai izteiksmei ro-
beZu, ja arguments x — oo.

4 e
i 2XH VX _ +VX“ T 2+V—”+ 3 158

= Hm =%
X—»00 &
i x 5+

Ja apskata- izteiksmes robezu jautajumu, tad pienem, ka ar-
guments visa mainiSanas procesa nav vienlidzigs savai robezai.
Tapec apskatita piemera ar x vargja dalit skaititaju un sau-
céju.

X—p-CO 5 + 2 X—

12. §. DaZu izteiksmju robeZas.

1. Afradisim
W X
x—»0 X

Sai nolnka pemsim pozitivu Saur.
p lenki 2L AOC un ap ta virsotni O
C ka centru vilksim ~— AC—x ar ra-
diju OA=1. No (.) C novilksim pret
OA perpendikulu BC un no (.) A
perpendikulu  AD. Tada gadijuma
BC —sinx un AD—tgx. Domasim
0 savienotus (.) A ar (.) C un salidz-
L. nasim sekojoSo fignru laukumus:
B A AAOC, AAOC un A AOD. Acim-

3. zim. redzot varam rakstit nevienlidzibu:

AAOC< AAOC< AAOD, jeb

OA‘.?BC<OA.2\,AC<OA.2AD

BC<<UAC<AD.

, saisinot ar %é, dabnjam



leliekot BC, ~— AC un AD vieta to nozimes, varam rakstit
sinx << x </ tgx.
Izdalisim nevienlidzibu ar sinx:

X 1
1 <Siax<cosx :
Nemot nevienlidziba apgrieztos lielumus, varam rakstit
1> sn%> COS X.

A 2 : sinx
lim cosx—=1, tapec 1-— ocos x ir bezgaligi mazs un ari 1—-—2—
x—»0 X
ir jabot bezgaligi mazam, jo nevienlidziba talak stavoSo locekju
starpiba ir lielaka neka tuvak stavoSo. Ja tas ta, tad tas nozi-
me, ka 1 ir S‘—ix- robeza, t. i,

., sinx
lim —=
x—»0 X

: 5

No pedejas nevienlidzibas redzam, ka
BINX 1 bet lim SEX_ o
X x—0 X
Visparigi runajot, tas nozime, ka, ja
i(x)=a,
ta.dtne_\rar vel secinat, ka limf (x) =a, tas var bnt ari vienlidzigs
Rk Vi B 2

limf(x)=a.
. sinax .. sinax . sinax ..
2) lim ———=1im -a=1im - lima=
x—>0 X x—0 a4Xx x—>0 ax x—>0
. 8inY
=alim —=a.l=a.
Y—0 Y
RobeZas atraSanai piepémam ax—Y.
3) limtgx _ limsinx 1 _ limsinx lim 1
x—0 x - x—>0 x COSX—x_w X . x—)-Ocosx

=g =1
4) Atradisim
; 1\n
lim (1 +E) :

n—»Co
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Ja n tiecas uz bezgalibu, tad nevar ta spriest, ka
n

1—)-0, 1+El—>1 un tapec (1—}—%)—»1
jo Se jaievero, ka n vienlaicigi tiecas uz bezgalibu ka iekavas,
ta kapinataja un nevar likt, lai papriek§ n— o iekavas un tad
kapinataja.

Vispirms apskatisim gadijumu, ka n ir naturals skaitlis. Uz-

n

rakstisim Naotona binoma attistijumu binomam (1—}-% :

n(n 1] i~ aih—-1)m-2) I
“n? + 3.2.1 n® 33

nn—1 )...(n—k-1—1) 1 n(n—1)..2.1 24
+e kT w— .. 321 0 TameD. 21w
Parveidosim loceklus, dalidarm katru locekli ar n athecigu pa-
kapi, kada tas ir sauceja: .

(t+g)=1+n7+

']."le:l.l—l1 I—;: 3
S-S S G

-----------------------

T 1 n(n-—-l)(n-—2) (n—k+1)
1= k. (k—1)(k—2)...8.2.1°

e (e

-------------------

T 1 n(n—l}(n—2) 321
B A —-Dm—2)_8.2.1"

:n(n—1)1...3.2.1( 2 — 2)(1‘§) ()

Dabtijam binoma attistijumu Sada forma:
(=11t li—) i 2 )—) +
+“‘+k(k_——1)1.-..3.2.1(1 )(l_ﬁ) (1 E;—I)+

+"'+n(n—1)1...3.2.1 (1 111)(1_“{{) (%)
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Labaja pusé katra iekava ir pozitiva, ta tad lielaka par nulli,
Ja katru iekavu apmainam ar nulli, tad laba puse pamazinas
un vienlidzibas vieta dabnjam newenhdzihu
1 n
(1+‘n—) e BRRE 1 W
kas speka pie katra pozitiva n.

No otras puses, katra iekava ir mazaka par vienu. Tapec
apmainot katru iekavu ar 1 un skaitlus 3, 4, 5, ..., kas atrodas
pirms iekavam saucgjos, ar 2, locekli palielinis un dabnijam ne-
vienlidzibu:

(1+i)“<1+1+i+—21—2+...+%+...+?,1_—.

Nevienlidzibas labo pusi parveidosim, grupgjot pirmos divi lo-
ceklus viena un pargjos otra grupa:

(1+1)+(?+?+...+§:+...+F)=
ol Said o e

Iekavas ir geometriska progresija, kurda a,—4%, q=+4+un lo-
cekju skaits (n—1). Loceklu summa ir

1
Figeie e
TR YRR

2

Péc parveidosanas dabnjﬁm ka

(1+L)<2+1- 5k

Atmetot nevienlidzibas labaja puse —2—nl_T, ta vel vairak pa-
lielinas un varam rakstit
1 n
ol 2
(1+n)<3. LS,

Si nevienlidziba ir speka katram veselam pozitivam n. No (1)
un (2) izteiksmes dabnijam

1 n
2 (1 5 -n—) o
Talak piepemsim, ka n neaprobezoti pieaug, tad attistijuma
2
katrs loceklis ari pieaug, jo katra iekava (1—-%), (1— —]-1-)
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pieaug, tuvodamas vienam. Visi locek]i ir pozitivi, tapec summa
- n n
(1—6—1—11) ari pieaug, neparsniegdama 3, kas norada, ka (1—}-%)
tuvojas robezai. S0 robezu apzime ar :

€
Ta tad varam rakstit, ka
n
lim (1+i) =@,
B—> 400 n
e ir transcendents skaitlis, kas izsakams ar tuvinajumu, pieme-
ram, ar 15 decimalzimém:
€ — 2,71828 1828 459045.
Skaitlim e ir Joti liela nozime teoretiskos jautajumos. Tas ana-
lize iepem tadu pasSu redzamu vietu ki Feometrija =; tapat ari
teoretiska fizika, mechanika u. c. Tas ir naturalo logaritmu
baze. Ja A ir skaitlis, ki naturalais logaritms ir a, tad to
raksta:
a—lInA.
Lidz Sim n bija vesels pozitivs skaitlis. lzradas, ari tad iz-
teiksme tuvojas robezai e, ja n ir negativs. Tas \rar1 bat ari

dajskaitlis. 5) Piepemot n —--, dabujam: li_I;lo (14+x)x =e.
X

13. §. Bezgaligi mazo liclumu kartas.

Lielumus salidzina 13, ka pem vienu tas paSas dabas lie-
lumu k3 pamata lielumu, k& méru un sastada pargjo lielumu at.
tiecibas pret $o lielumu. Tapat var salidzinat ari vairakus bez-
galigi mazos lielumus, pienemot vienu no tiem par pamata
bezgaligi mazo lielumu un sastadot paréjo lielumu attiecibas
pret So lielumu. Redzéjam, ka divi bezgaligi mazo lielumu attie-
ciba ir nenoteikta izteiksme. Tapec, lai varétu spriest par at-
tiecibu, ir janem Sis attiecibas robeza, ja tada eksiste. Sai sa-
kariba minesim S$adu definiciju:
ja divu bezgaligi mazu lielumu o un B attieci-
g
@
bezgaligi mazs lielums neka a; ja $o lielumu

B

attiecibas robeza Iim‘—mzm, tad B ir zemakas

bas robeZa lim-—:=0, tad B ir augstakas kartas

kiartas bezgaligi mazs lielums neka a; {a $o lie-
prat
:_
ligs lielums, kas nav vienlidzigs nulllei, tad 3
ir vienadas kartas bezgaligi mazs lielums ar o.
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Par bezgaligi mazo lielumu kartu nevar runat ka par kaut
ko, kas ir tikai pasa lieluma ipaSiba. Par to var runat tikai
attieciba pret kadu citu lielumu. Karta norada itka uz to,
ka augstakas kartas bezgaligi mazs lielums ir mazaks un ka
tas straujaki samazinas neka zemakas kartas.

Meginasim noskaidrot, ki noteikt, cik liela ir bezgaligi ma-
za lieluma karta. Sai noloka pemsim bezgaligi mazu lielumu
rindu:

& @, a% e
Sis rindas katrs nakoSais lielums ir augstakas kartas neka
visi iepriek3ejie, jo
n+
lim 2 —lim2f=0.
o
Ja tas ta, tad ir dabigi piepemt So rindu ka bezgaligi mazo
lielumu kartas meriSanas skalu, piegemot o par pirmas, o? par
otras, ...a" par n-tas kartas bezgaligi mazu lielumu.
Lai noteiktu B kartu, mekleé rinda «®, ka karta ir vienada
B kartai, t. i, lai
lim %:k, kur k == 0 un == co,

tad bezgaligi maza lieluma B karta ir n.
Pieméram, atradisim bezgaligi maza lieluma

f=4a®4-7a? — 5a®

kartu. Ta ka 7o2? ir zemakas kartas bezgaligi mazs lielums,

kas ir itka lielaks par pargjiem, tad var domat, ka ari B bus

tadas paSas kartas, tapec pgemsim

4“5+7§_5“B — lim (4o®+ 7 — 5a%) =

=lim4a® 4 lim 7 —lim 5a® =7.
Ta tad B ir otras kartas bezgaligi mazs lielums.

lim

Piemera pienemam, ka 7 o2 ir zemakas kartas bezgaligi mazs
lielums un proti — otras. Noskaidrosim, vai tas ta ir vispari,
ka bezgaligi maza lieluma reizinajumam ar pastavigu skaitli
ir tada pati karta ka reizinatajam. Nemsim o un reizinasim ar
a, kur o ir bezgaligi mazs, bet a gahgs helums, dabusim j.
Sastadisim attiecibas robezu: :

lim —?'—_—lim—aa— =W
o oL
kas morida uz vienadu kartu.
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11. teor. Bezgaligi maza un galiga lieluma rei-
zindjumam ir tada pati karta ka bezgaligi ma-
zam reizinatajam.

Nemsim divi bezgaligi mazu lielumu reizinajumu un noskaidro.
sim ta kartu:

f=uay,
tim £ = 1im & —limy=o.
a a :

Ta tad reizinajumam ir augstaka karta.

12, teor. Divu bezgaligi mazu lielumu reizi-
nijums ir augstakas kartas bezgaligi mazs lie-
lums neka katrs reizinataijs.

Bezgaligi ‘'mazu lielumu apskata iepazisimies ar ekvivalen-
tiem bezgaligi maziem lielumiem. Sai sakariba piepemsim to
definiciju:

ja divi bezgaligi mazu lielumu attlecibas ro-
beza ir vienlidziga vienam, tad Sos lielumus
sauc par ekvwalentlem bezgaligi maziem lie-
lumiem,

Ta tad, ja

lim %:1,

tad o un B ir ekvivalenti lielumi, ko raksta’

a~f
un lasa o ir ekvivalents B. Piemeéram, ja x ir bezgaligi
mazs, tad sinx~ox un tgx~~x, tapéc ka

Bim DX o Xy
x—3>0 X x—0 X

Nemsim divi vienadas kartas bezgaligi mazus lielumus o
un B un sastadisim to attiecibas robezu

lim -ﬁ—:k
a
un piegemsim, ka k<=0 un kK =0, Tad
%:k—kejebﬁ:ka—}-ea,

kur ko ir, vienadas kartas bezgaligi mazs lielums ar § (11.
teor.) un ea ir augstakas kartas (12. teor.). Tapec secinam: -
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13. teor. Ja B un o ir vienadas kartas bezgaligi
mazi lielumi, tad B var uzkatit ka divu saskai-
tamo summu: §—ka-}-ea, kur pirmais ir vienadas
kartas ar B, bet otrs augstakas.

Vienadas kartas saskaitamo ka sauc par g gal-
veno dalu.

Noskaidrosim, ko var teikt par bezgaligi mazo lielumu un
ta galveno daJu. Tai nolnka apskatisim to attiecibas nobezu:

1im£—1im'§fii"ﬂ=1im(1 i %) =14limS =140=1

ke ka
un tapec
f ~Kka.

l 14. teor. Bezgaligi mazs lielums ir ekvivalents
savai galvenai dalai.

Ja lim ; —k, kur k =0 un k= °°, tad ka® ir B galvena

‘a_n‘_
daja (13. teor. un galv. dala def.). Ta tad
B galvenas dalas atraSanai {datrod lim&p?:k, kur

k =0 un k #=coun {asastada reizinajums ka",kas
tad ir B galvena dala.

14. §. Uzdevumi.
Atrast jzteiksmju robezas:

. X'—2x-45 1 ; yi+4-1
: e =t L e R 4 e ok i i
il i o Atb. 5. 2 ylﬂl_zy—H Atb
2cosx—3tgx y 1 gy
3. x[im I—oxtxd—xt * AR xli[:m(2+*i—— Xx)- e et
3x?—1 D b
§. Al e g .S R S | e Tt R g N
S “ y_l_lf‘w 2y*
2x34-89x—2 28 4 3t®
; T e T A A L3 e s et IS e g o
o xlﬁl:m 3x 15 058 o 5 -]
9. M (JBF1=x) . i+ 0
X—»®
a—c
10. Hm (VFFaxFD=FXF X+ <= o i e wss ( 5 )
X—p®

Piezime. Irracionalas izteiksmes robeZas aprékinaSanai bieZi vien
ir izdevigi irracionalitati parnest no skaititaja sauc&ja un otradi
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Atrast izteiksmju istas vertibas:

- X8 —1 4(x—1)
11. 3= 1]: g i Atb. 3. 12, [——x =0 ]x S s Atb. 0.
F4x3+3x-—5x] 5 [x-(x—a) (2x+1}]
18 | — - cw— 14 o ,» 189.
: 6x At 6 x—3)(x—2) Pk
[x24-3x — 10
- m] st
| x =2
. G |
16. “iih)h—x] (o naturmlssk) ... oL . .. Atb. nx™1
L h=0
[J14x2—1 E VJx+h—¥x 1
17. _—x s ¥ SRS e End il
5
sin*x X
19. S L=0 ...... SR T | [Vl—cosx]x : SR
21. Pieradit, ka cosx un cigx pie x> ir vienadas kartas bez-
galigi mazi Lelumi. N 2

22. Bezgaligi mazie lielumi § un y attieciba pret @ ir 2. un 4

kartas bezgaligi mazie lielumi. Aprekinat 8 + v; By un % kartu. (2, 6, 2.).

23. « ir pirmas kartas bezgaligi mazs lielums. Aprel;inata——i—‘

3
un 1/ sina, kartu. Atb. (1%)

III. nodala.

Funkcijas.

Funkcija ir viens no centralajiem jedzieniem ap ko grupéjas
visi lidz sim apskatitie jedzieni, kalpodami ka lidzek]i funkci-
jas ipasSibu pétiSsana. Tas savos pamatos ir fundamentals 1i-
dzeklis dabas un dzives izzinaSanai un izpratnei,
jo tas vislabaki dod atbildi vienam mateématikas pamatuzde-
vumam: izzinat un izprast kvantitativas saites, kas
eksisteé argjas pasaules lietas un paradibas.
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15. §. Arguments un funkcija.

Redzejam, ka izsSkiy pastavigos un mainigos lielumus, pie
kam par mainigu lielumu sauc tadu, kam apskatama jautajuma
var bat dazadas nozimes. Pieméram, pemot ripki un wvelkot
chordas dazados attalumos no centra, dabnijam katru reizi no-
teikta garuma chordu. Chordas attalums un garums ir mainigi
lielumi. Se zinamas robezas (no 0—2R) katrai brivi izve-
letai jeb patvaligai attaluma nozimei atbilst chor.
das gajuma nozime. No ta secinam, ka mainigiem lielumiem
var buit divas kategorijas: vieniem, zinimas robezis dodam
patvaligas nozimes; otriem, lidz ar to jau ir no-
teiktas atbilstoSas nozimes.

Mainigo lielumu, ka nozimes dotaja jauta-
juma ‘izvelamies patvaligi, sauc par neatkari-
go mainigo lielumu {eb argumentu.

Mainigo lielumu, ki nozimes dotaja jauta.
juma atbilst argumenta nozimém, sauc par 3a
argumenta funkciju.

Piemeéra chordas attalums ir arguments un chordas garums
ta funkcija. Minesim vel piemérus. Kvadrata laukums ir ma-
las funkcija. Kuba tilpums ir Skautnes funkcija. Rinka linijas
garums un laukums ir radija funkcijas.

Vel cits piemérs: lai uzzimetu cilindru, izvelamies patva-
ligas mozimes radijam un augstumam, kuram atbilst noteikta
cilindra tilpuma nozime. Cilindra radijs un augstums ir argu-
imenti un tilpums to funkcija. Taisnkaktu parallelplakspa tilpums
ir atkarigs no augstuma, garuma un platuma un tapec tilpums
ir to funkcija. Redzam, ka funkcijai var bnt ari wvairaki ar-
gumenti. Sadu funkciju sauc par vairaku argumentu funk-
ciju. Piemeéram, parallelplakspa tilpums ir triju argumen-
tu funkcija, cilindra tilpums ir diva argumentu funkcija.

Funkcijas jedziens ir sastopams visas disciplinas, kas no-
darbojas ar arejas pasaules lietu un paradibu kvantititivo ipa-
§ibu petiSanu. Pieméram, fizika mica, ka noteiktam stravas stip-
rumam, teceéSanas laikam un vada pretestibai atbilst noteikts
Dioula siltums. Kosmografija macamies, ka noteikta zemes vie-
ta (feografiska platuma) noteiktam kermenim ir noteikts svars.
Zinam ari, ka katra dienas stunda ir noteikta temperatira u.t.t.
Visur tur, kur katrai x nozimei atbilst y nozime, kur y ap-
zimeé kaut ko, kas atbilst kaut kam ar x apzimetam, varam
varda plasaka nozime runat par funkciju.
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Ir svarigi zinat, kada atkariba ir viens lielums no pargjiem
dota jautajuma lielumiem. Jautajums ir atrisinats, ja ir izde.
vies atrast likumu, kas saista funkciju ar tas argumentiem,
izteikt to matematiski un dabnt ta saucamo funkcijas
matéematisko izteiksmi, no kuras tad var aprekinat ar-
gumenta nozimem atbilstoSas funkcijas nozimes. Pieméram, {a
kvadrata_ mala ir x un laukums y, tad no formulas y—x2
varam apréekinat katrai argumenta x nozimei atbilstoSo funk-
cijas nozimi y. Rodas jautajums, vai katrai funkcijai ir iespe-
jams atrast matematisko izteiksmi. Pietiek atceréties piemeru
par dienas temperatoru ka laika funkciju, lai atbildetu, ka nav
lespejams. Sadas funkcijas sauc par empiriskam funkci-
iam. Funkcijas, kuram ir iespéjams atrast matématisko izteik-
smi sauc par matématiskam funkcijam.

16. §. Funkciju SkiroSana.

Redzejam, ka var bat viena un vairaku argumentu funkcijas;
matematiskas un empiriskas funkcijas. Apskatisim tuvak mate-
matisko funkciju SkiroSanu.

Funkciju sauc par atklatu funkciju, ja ta ir izteikta
ar saviem argumentiem.

: X
Piemeram, z—2x -5, z:?u;—i%;. Visparigi, ja z ir x
atklata funkcija, tad raksta
z—=1(x);
ja divu argumentu x un y, tad z—1f(x, y) w t. t. Sie simboli
jau apskatiti tuvak 5. §.

Atklatu funkciju sauc par algebrisku, {a tas
nozimidabunoargumentunozimeémar galigaskai-
ta algebriskam darbibam, preteja gadijuma par
transcendentu.

Pieméram, atklatas algebriskas funkcijas izteiksme ir y ==
_2x*4-5)/x

po g bet transcendentas y — sin x.

Vienkarsakas transcendentas funkcijas ir: 1) trigonometris.
kas funkcijas: y—=sinx, y=—ocosx, y=1gx, y=-ctgx; 2) ciklo-
metriskas funkcijas: y —arcsinx, y—arccosX, y-—arctgx, y—
—arcetgx; 3) logaritmiska funkcija: y-—Ilgax; 4) eksponent-
funkcija: y=—=a¥X.
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Ja algebriskas funkcijas izteiksmeé arguments
nav zem saknes, tad funkciju sauc par racionialu,
prefeja gadijumia funkciju sauc par irracionilu

¢ : ) S e |
Piemé&ram, racionilas ]f/uikcqas izteiksme ir y— ex+d’
e et S 2 b Co
bet irracionalas y— hox

Racionalas funkcijas iedala veselas un daju funkcijas.

Ja funkcijas izteiksmé arguments nav dalita.
ia, tad funkcija ir vesela, pretéja gadijuma da-
lu funkcija. .

Viena argumenta veselas racionalas funkcijas vispariga vei-
da izteiksme ir polinoms: :

y=aox*+ax1+a,x* 2+ ...+ 81X+ an
(n ir naturals skaitlis). -

Dalas racionalu viena argumenta funkciju var uzrakstit ka
divua polinomu dalijumu:
_axtaxtax'?4 .. 481X+ 8
Y = 5,x®+ b, xP 1+ D, x®2+ ... + bn_1X+Dn"

Piemers:

L (x—2)P  2x—~d4 1
Sl e peme e 1
izdarot attiecigus algebriskus parveidojumus, dabnjam:
_ x*—2x*—6x?+414x—3
SEE X —x*—9x-+9 E
Defingjot funkciju, teicam, ka katrai argumenta nozimei at-
bilst noteikta funkcijas nozime. Ir ari ta, ka katrai funkci-
jas y nozimei atbilst noteikta argumenta x nozime. Tapéc va-
ram teikt, ka x ir y funkcija. Tada gadijuma dabiijam apversto
jeb inverso funkciju. Piemé&ram, ja tiesa funkcija izteikta ar

y—=3x—35, tad apversta ar x — §%—_y

Atkariba no ta, cik funkcijas nozimes atbilst argumenta no-
zimei, funkcijas iedala vienvertigas, divvertigas, tris-
vertigas u. t. t. daudzvertigas funkcijas. Piemeram,
y—4x-+-5 izsaka vienvertigu, y—-Jx divvertign un y=
— Arcsin x daudzvertigu funkciju. Daudzvertigu funkciju var uz-
skattt ka vienvertigu funkciju, ievedot kadu papilda nosa-
ciiumu. Piemeram, y=— -} a? —x? izsaka divvertigu funkci-
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ju, bet ievedot papildu nosacijumu, ka kvadratsakne npemama
ar -} zimi, dabnjam vienvertigu funkciju, ko izsaka y — Ja2—xz,
Funkciju sauc par papn funkciju, ja argumentu no-

zimeém, kas atSkiras tikai ar zimi, funkcijas no-
zimes ir vienlidzigas:

Hta)=I{—a)
Pieméram, y—3x6 —x4t-|-5x2—T7
un y-—CcosX.
Funkciju sauc par nepaju funkciju, ja argumentu
nozimeém, kas atSkiras tikai ar zimi, ar1 funkci-
ias nozimes at$kiras tikai ar zimi:

f(-—a) = — f(—a).
Piemeram, y —sinx; y—tgx.
Funkciju sauc par periodisku, ja funkcijas nozi-
me nemainas, argumenta nozimei pieskaitot vai

atpemot vienu vai vairakas reizes noteiktu skait-
li, sauktu periodu.

Piemeram, ;
sinx —=sin (x + 2k=), tgx=tg(x} k=), 2= un = ir periodi
(k vesels skaitlis).

Funkciju sauc par apsieptu funkciju, ja tas nozi-
me ir kopa ar argumentu nozimém nolidzinaju-
m a. .

Pieméram, y2 — (4 x)y--3x=—0. Visparigi, lai izteiktu, ka
y ir x apslepta funkcija, raksta :

ilx, yi=2e;

ka z ir x un y apslepta funkcija — f(x, y, 2)=0, w. t. t.
Izrekinot funkcijas nozimi no nolidzinajuma, apslepta funkcija
pariet atklata. Pieméram, y—3x-+5—0 ir apsleptas funkci
jas izteiksme, bet y—3x—5 atklatas. Visas apsléptas funkci-
jas mevar parverst atklatas funkcijas, jo sakot ar 5. pakapes
nolidzinajumiem, nav iespéjams atrisinat nolidzinajumu radikalos.

17. §. Funkciju grafikas un tabulas.

Zinam, ka skaitlus var attelot uz skaitlu linijas, ja izvela-
mies sikuma punktu, garuma vientbu un pozitivo virzienu. So
Iiniju sauksim par abscisu asi jeb x asi (6. §.). Tad va-
ram teikt, ka :
skaitla geometriskais attels ir punkts, ka abscisa
ir vienlidziga §im skaitlim.
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Katru mainigu lielumu var saistit ar skaitliem — ta nozi-
meém, kuras var attelot uz abscisu ass. Ja argumenta un
funkcuas nozimes attelotu uz abscisu ass, tad varetu viegli
sajaukt argumenta nozimju attelotaju punktus ar funkcijas no.

zimju attelotaju punktiem. Lai to
f noverstu, tad caur sakuma punk-
tu velk perpendikularu taisni abs-
cisu asij, ko sauc par ordina-
tu asi jeb y asi, kuras poziti-
vo virzienu piegem uz augsu
no abscisu ass un uz abscisu
ass attelo argumenta nozimes,
bet uz ordinatu ass funkcijas no-
zimes. Tomeér tas nedod redza-
mu funkcijas maigas parskatu atkariba no argumenta mainas.
Tapec y nozimes neattelo tieSi uz ordinatu ass, bet uz per-
pendikula, kas vilkts x asij no atbilstosa argumenta nozimes
attela.

Ta dabntie punkti attélo funkcijas atseviSkas
nozimes. 5 .

Ja x nozimes npemtu tik tuvu citu citai, ka v nozimju at-
teli sekotu cits citam ta, ka rastos vairs ne atseviSku punktu
virkne, bet linija, tad dabotu funkcijas grafiku jeb funk.
cijas fgeometrisko attelu (4. zim.). Prakse grafiku at-
rod, atrodot dazus grafikas punktus, kurus pem tik tuvu citn
citam, lai starppunktus vareétu uzzimet peéc grafikas vispariga
rakstura. Attaluma nozimes uz ordinatu ass, sauc par ordina.
tam. Abscisu un ordinatu kopa nosauc par punkta koordina-
tam, un asis par koordinatu asim, kuras sastada koordinatu
mstému.

1. piemeérs. Daba un ikdieniSka dzive biezi sastopaml tiesi
proporciondli lielumi, ko matematiski izsaka:

v—kx.

Piemeram, sakars starp Reomira un Celsija termometru ska-
lam ir C—=§ R; sakars starp celu, atrumu un la.lk'u vienmeri-
gi kustiba pa taisni ir s —vt.

Atradisim funkcijas C— § R grafiku. Ta ir pirmas paka-
pes funkcija, tapec tas graf'tka ir taisne un grafikas atraSanai
pietiek atrast divus punktus, kuri jasavieno ar taisni.

‘Tapec sastadisim tabulu, kura sakopoti vismaz divi skaitju
a l.

i ja R=0, tad C=0;
R=4, tad C=5.
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Ar grafikas palidzibu (5. zim.) varam atrast ari funk-
cijas starpnozimes. Piemeéram, ja gribam zinat, cik ir
peéc Celsija skalas, ja pec Reomira ir -1-2° tad --2 punkta
abscisu asij javelk perpendikuls lidz krustojumam ar grafiku.
P::'pendikula garums dod Celsija gradu skaitu, ka garums Sai
gadijuma ir 2,5. Ja grafika ir ziméta uz milimetra papira,
tad tada grafika lauj atri pariet no Reomira skalas uz Celsija
skalu un otradi. Tabula un ari 5. zimejuma ir zinamas tiesi
divi funkcijas nozimes 0 un 5, atbilstoSas argumenta nozimém
0 un 4 un ar grafikas palidzibu atrodam ari starpnozimi 25,
atbilstoSu argumenta nozimei 2, kas atrodas 0 un 4 starpa.
Starpnozimju atraSanu ar to nozimju palidzibu, kas dotas tiesi,
sauc par interpoléSanu.

A
y—-
A
C 5
s | >
0 2 45 | ) ; X 3
0'T/ M
D. zim. 6. zim.

2. piemers. Atradisim grafiku otras pakapes funkcijai
y=x2
Sastadisim x un y wnozimju tabulu un {as nozimju pariem at.

radisim atbilstoSos punktus, kurus savienojot, dabiisim funkci-
jas grafiku.

x[0[+1[+2]+3]|—1[—2[—8]—[—|—
y|0/+1|4+4/4+9[+1144[4+9]|—|—|—

So liniju (6. zim.) sauc par parabolu. Ta iet caur koor-
dinatu sakuma punktu; ir simmetriska attieciba pret ordinatu
asi; lidz ar argumenta neaprobeZotu augSanu, neaprobeZoti aug
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ari funkcija un ir aizvien pozitiva. Ari So grafiku, tapat ka
katru grafiku, varam izlietot interpolesanai. Piemeéram, zimeju-
ma atrodam, ka 2,52—6,25, u. t. t. Mechanika Sada veida

piemers sastopams briva kritiena: s_g t2, kur s ir cels, t —

laiks un g=—981,5_" (paatrinijums).

3. piemers.

Yie

7. Zim.
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y — Arcsinx... (1).

No (1) formulas varam secinat,
ka x—siny un tapéc

—1<x+1...(2).
Redzam, ka arkussinus argu-
ments var mainities tikai (2) in-
tervalla. Funkcijas grafikas atra-
Sanai sastadisim x un y nozimju
tabulu:
ja x=0, tad y=0; +=; +2r:'
»” x-_-i%” Y—-+6,i 6 9
E o
2! t el
Atrodot atrasto nozimju attElus
un savienojot dabutos punktus
ar nepartrauktu liniju, dabtijam
arkussinus grafiku, no kuras re-
dzams, ka arkussinus ir bezgaligi -
daudzvertiga funkcija, jo vienai
abscisai atbilst bezgaligi daudz
ordinatas, Lai parverstu Arcsin x
vienvertiga funkcija, tad nem ti-
kai tas funkcijas nozimes, kas
atrodas intervalla

s<y<+s - @

un funkciju apzimé simboliski
y=—arcsinXx...(4).
Funkcijas nozimes, kas padotas
(3) nosacijumam, sauc par ar-
kussinus galvenam nozimém un
tas attelotas grafiski starp A un
B (7. zim.). BNLL

” xzil ” y—+



Ari parejas ciklometriskas funkcijas ir daudzvertigas. Gal-
venas nozimes ciklometriskai funkcijai Arctgx, tapat ka Arcsinx,
nem taja pasa intervalla:

—Egarctgx§+§.

Arccos x un Arccigx galvends nozimes pem starp o un - m7;
O<_arccosx<_+m=
o< arcetgx<+ .

Sie mnosacijumi daudzvertigas ciklometriskas funkcijas parvers
vienvertigas. Arcsin x grafika ir ta pati likne ka funkcijas sinx
grafika, tikai ta ir citadi novietota pret koordinitu asim neka
sinx grafika: §is linijas ir simmetriskas attieciba pret 1. un
3. koordinatu lepka bisektrisi.

Uzdevumi:

1. Atrast Arccos x grafiku.

2. Atrast Arctg x grafiku.
3. Afrast Arcctg x grafiku.

Lidz Sim apskatijam matematisko funkciju grafikas. Apska-
tisim tagad empirisko funkciju grafikas atraSanu.

Empiriskam funkcijim nozimju tabula jas astada no-
vérojumos iegntiem datiem. Pieméram, piepemsim, ka
esam noverojusi temperatoras mainu kadas dienas noteiktas stun-
das un ieguvusi Sadu tabulu, kur h ir laiks un't temperatora:

h 4 | 6| 8 10|12 14 | 16
t |415/4+2/4+314514+10/49]+7

Novérojumus sakiam plkst. 4,
tapec 4 piepemam par koordina-
tu sakumu. Attelojot tabulas no-
zimes, iegiisim punktus, atbilsto-
Sus attieciga momenta tempera-
torai un savienojot Sos punktus
ar taisnes gabaliem, dabuisim
lauztu liniju, ko var uzskatit pir-
maja tuvinajuma par tempera-
toras grafiku (8. zim.). Ja
gribam to pareizaku, tad nove-
rojumi ]alzda:a biezak un iego-
tie punkti jasavieno ar likni.

Viens no galveniem jautaju-
miem maciba par funkcijam ir
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zinat kada nozime ir funkcijai pie attiecigas argu-
menta nozimes un kd mainas funkcija, mainoties
argumentam zinama intervalla. Tai nolukd argumen-
tu nozimju sistemai atrod apreékinu (matématiskam funkci-
jim) vai pieredzes cela (empiriskam funkcijam) atbilstoso
funkcijas nozimju sistemu un sastada tabulu, kura atrodamas
vajadzigas funkciju nozimes un kupa tad ari dod funkcijas mai-
nas parskatu atkaribd no argumenta mainas.

Sim papémienam ir arT savas nepilnibas, jo tabula nevaram
dabiit funkcijas nozimi kaut kurai argumenta nozimei zinama
intervalla, bet tikai tabula dotam. Nav labi parskatama ari funk-
cijas maiga atkariba no argumenta mainas. Tomer dazas tabu-
las, ka, pieméram, logaritmu, ar interpoléSanas palidzibu var
atrast ari starpnozimes.

Matematiskam funkcijam var aprekinat no formulam kaut
kurai argumenta nozimei atbilstoSo funkcijas nozimi. Bet ari
empiriskam funkcijam daZreiz var izlidzeties ar empiriskam for-
mulam. Tas ir formulas, kas atrastas uz pieredzes datu pama-
ta un kas dod tuvinatus rezultatus. Empiriskas formulas bie-
zi vien lieto fizika, technikd u. c. Amalitiskam funkcijas no-
zimju atraSanas papeémienam ir ta priekSrociba, ka var atrast
funkcijas nozimi kaut kurai argumenta nozimei un ar velamo
tuvinajumu, bet te ir vel mazak parskatama funkcijas maina
neka iepriekSgja tabulara papemiena. 5S4 trokuma novérSanai lie-
to grafisko papemienu. Pilnigakai funkcijas izpétiSanai lleto Vi-
sus tris papémienus. .

Uzdevumi:

1. Ar 8. zim. palidzibu atrast temperﬁtﬂru plkst. 9 un 11.
2. Atrast. funkciju grafikas:

8) y=2x% b) y=05x%; 0)y=;d)y=1; € y=sinx

3. Vielas daudzums u, kas var izSkist 100 g ndeni pie
temperaturas t, aprékkinams pec $adam empiriskam formulam:
slapek|skabais natrijs — u — 67,5-}-0,87t; chlorkalijs — u—
=29,1 |- 0,28t. Sastadit So vielu SkidinaSanas tabulu, ja t
mainas no 0°—10° (apskatit tikai veselas t nozimes).

4. Kaleju darba normas dzelzs karseSana un sametinasana
aprekina pec formulam:

a) dzelzs karSESanas laiku t minates apalai dzelzij apre-

kina no formulas t— 1000—[—1 kur d ir diametrs mm un kvadra-
tiskai — t:2_55+1’ kur a ir mala milimetros.
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b) sametinasanas laiku pirma gadijuma aprekina no formu-
a? R 5
las t= w5 5 un otrd t =51 5.

Aprekinat t, ja 2 un d mainas no 10—100 mmi un piegem
nozimes, kas sastav tikai no desmitiem.

18. §. Funkcijas robeZa.
Domasim argumentu x, ka robeza ir a, tapec
x—a-taq
kur o ir bezgaligi mazs skaitlis un piepemsim, ka tai pasa
laika ta funkcija y tiecas uz robezu b, t. i

=h _[_ BJ
kur B ir bezgaligi mazs skaﬁlis. Tada gadijuma saka, ka
b ir y robeZa, ja x tiecas uz a, ko raksta 3a:
: limy—>b jeb lan(x)—_—b
X—ra
Funkcijas jeédzienu saistijam ar ma.témahskas izteiksmes jedzie-
nu, ka robezas atrasanas jautajumu jau apskatijam stkaki (11.§).

19. §. Funkcijas nepartrauktiba.

Iepriek§ apskatisim neatkariga mainiga lieluma nepartrauktu
mainu. Piegpemsim, ka X mainas no a lidz b ta, ka x visu
laiku vai au augdams vai dildams piegem visas intervalla ab
starpnozimies. Sada gadijuma x blakus nozimju starpiba ir bez-
galigi dilstosa.

Ja lielums mainidamies no a 1idz b dabun péc
kartas visas nozimes t3, ka divu blakus nozimju
starpita ir bezgaligi maza, tad lielums mainas
nepartraukti intervalla ab.

Piegpemsim, ka
y = f(x), (9. zim.).

Arg'umenta x atseviska nozi-
me lai ir a. Dosim argumentam
pieaugumu

szQngg
tad funkcija dabns pieaugumu
Ay=— RP,;. Varam rakstit, ka
e Ay =fa+Ax)—)... ().
Funkcijas pieaugums Ay ir

atkarigs no argumenta pieauguma A\ x un tas var bat pozitivs
vai negativs, atkariba no ta, kads ir funkcijas raksturs. Var bat,

¥
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ka al:gumentam bezgaligi maz izmainoties, ari funkcija bezgaligi
maz izmainas, citiem vardiem sakot, dodami argumentam bezgalL
g mazu pieaugumu /AX, ari funkcija dabn bezgaligi mazu pie-
augumu Ay. Bet (1) vienlidziba rada, ka funkcijas pieaugums
nav Inekas cits ka divu blakus nozimju starpiba, kura tad ir
bezgaligi maza. Tapec $ai gadijuma sakim, ka funkcija f(x)
ir nepartraukta, pie x—a.

Definicija,
funkciju f(x) sauc par nepartrauktu, pie x=a, ja

argumenta bezgaligi mazam pieaugumam at-
bilst funkcijas bezgaligi mazs pieaugums.

Matematiski to varam uzrakstit
lim Ay=0...(2).

Ax—»0
Funkciju, kas nepartraukta visos dota intervalla punktos,
sauc par nepartrauktu Sai intervalla.

Lai labak izprastu funkcijas nepartrauktibu, domasim uz
abscisu ass (9. zim.) kustodu punktu kustamies no Q; lidz
Q. nepartraukti, ka abscisa ir aizvien vienlidziga argumenta X
nozimei un caur S0 punktu vilktu perpendikularu taisni abscisu
asij, uz kupas atrodas otrs kustoSs punkts P, kas kustas ta,
ka ta ordinata ir vienmeér vienlidziga attiecigai funkcijas nozi-
mei. Tados nosacijumos punkts P nepartraukta kustiba veidos
loku P, P,. Ja funkcija ir nepartraukta, tad lidz ar Ax—0, ari
/Ay —> 0, taisnes gabals P, P,— [/AX®+ Ay® ari tiecas uz nulli
un robezgadijuma gabals P, P, saplast ar loku P; Poun tapéc
ari — P, P,— 0, t. i. loks ir bezgaligi mazs. Tas nozimg, ka
funkcijas nepartrauktibas gadijuma punkts P veido nepartauk-
tu ltniju. Ja, turpretim, argumentam bezgaligi maz pieau-
got, funkcijas pieaugums mnav bezgaligi mazs, tad linija Sai
punkta ir partraukta, tur ir funkcijas partraukums.

Funkcijas nepartrauktibas definicijas formulu

limAy=0
Ax—>»0

viaram parveidot, ievérojot (1.) formulu:
li Ax)— =
A,I_To[t(a_i" x) —1(a)] =0,
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Pamatojoties uz robezlielumu teoremam, rakstam
limf(a+Ax)—limf(a) =0,
Ax—>0 Ax—»0
bet ta ka pastaviga licluma robeZa ir vienlidziga pasam lielu-
mam, tad liﬂ (a) =f(a) un talak dabnjam, ka
AX
limf Ax)—f(a)=0 jeb
R (a+Ax) _ (a) je
limf(a+4+ Ax)=1(a) ... 3).
Ax—D
a ir pastavigs skaitlis — atseviS$ka x nozime; a—+ /A x ir mai-

nigs lielums x, ko apskatam a tuvuma, tapec varam rakstit
a-+Ax=x un ja Ax—0, tad x—+>a un limf(a+ Ax)=lim{(x).
Ax—>0 X—>a

Sakara ar to, (3) formulu varam parrakstit $a:
limi(x)=i(a) ... (4.).
x—ra

(4) formula ir funkcijas nepartrauktibas definicijas formulas
(2) secinajums. Izejot no (4), varam dabot ari (2). Tapec (4)
formulu ari varam uzskatit ka funkcijas nepar-
trauktibas definicijas formulu. Pirms formulejam ie-
giuto rezultatu, atceresimies, ka f(x) ir mainigs lielums, ka ro-
beZa ir f(a) un ka mainlgam lielumam var bat tikai viena ro-
beza, pie tam galiga, jo bezgalibu ka robeZu piepemam tikai uz
norunas pamata un ne citadi.

Definicija:

funkciju f(x) sauc par nepartrauktu, pie x—a,
ja tas nozime f(a) ir viens noteikts galigs skait-
lis un

lim f(x) =1 (a).

x—»a

Apskatisim daZus raksturigus funkcijas partraukuma pieme-
rus.

1. Dota funkcija
et

janoskaidro, kupos punktos tas partraukums. Nav graoti redzet,
ka

limlzoo

7 3
un tapéc funkcija nullpunkta ir partraukta.. Vispari funkcija ir
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nepartraukta. Attelosim to ari grafiski, $im nolokam sastadisim
funkcijas nozimju tabulu:

v 1. ja x>0, tad ja
x=0; y=+4w
x=+4%; y=+2
x=+1, y=+1
x=+2; y=+1%

--------

2. ja x<<0, tad ja
x=0; y=—
X—>—o0; y—0.

10. zim. (Parejas nozimes ir qemamas ar
pretejam zimém, ka 1. tab.).
Redzam (10. zim,), ka nullpunkta funkcija mainas no - o
uz —oo
Lielums x, tiekdamies uz savu robezu a, var tuvoties tai
vai nu no labas vai kreisas puses. Lai to atSkirtu, tad raksta pir-
maja gadijuma x—a-}+0 un otra x—a—0. Ja a ir 0, tad
X——+0 un x— —0. Pirmaja gadijuma funkcijas robezu sauc
par 1abo, otra par kreiso robez u

Nu dotas funkcijas mj? partraukumu nullpunkta varam iz-
teikt izteiksmes rakstiski:
lim —1———f—oo un lim —1—=—00.
x—>+0 X T X

Tas nozimég, ka funkcijas partraukuma gadijuma, ja x—0, laba
robeZa nav vienlidziga kreisajai

2. Dota funkcija
1
Y=o

Janoskaidro, kuros punktos ta partraukta. Nullpu:nkta §¢ vairs
tads leciens nav ka pirmaja pieméra, ]o

lim L_-}-oo un hm ~—2=—|—oo,

x—>+0 X —l) X
bet ta ka funkcijas nozime, ja x—0, ir bezgaligi liela, tad funk-
cijai ir' partraukums Sai punkia.
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Atradisim ari funkcijas gra-
fiku. !
e x—=-r1 " tad "y—=-L1,
» b I S Y:—f‘-}r,

» x_*-—-}_-o, » y._)wi
” x—}im, ” y_>0|
” x:i‘%f » y=+4'
Abos piemeros funkcijai ir par-
traukums tad, ja vigu nozimes
ir bezgaligi lielas. Sada veida
funkciju partraukumi ir parasta-
kie. Var bat ari funkcija par-
traukta tada gadijuma, ja tas no-
zime nav bezgaligi liela, ka tas,

piemeéram, redzams nakosaja piemeéra.

3. Dota funkcija y= : 7, kur a > 1. Jaatrod tas partrau-

14ax
kumi. Sai noloka atradisim labo un kreiso robeZu nullpunkta:
1 1 1 1
hm ==
“14-at* 1t
= P e Foo ™ o
1 i) 1 1 .
llm =——=+1
~1Ffa=_ 1
1+ax €5 1 + e s

Tas nozime, ka argumentam X, tuvojoties nullei no labas pu-
ses, funkcijas nozime ir 0, bet no kreisas -+ 1, citienr vardiem sa-
kot, f(x) ir divi nozimes nullpunkta un funkcija ir partraukta.
Lai to labak izprastu, afradisim funkcijas grafiku, atrodot attie-
cigo tabulu:

lim Lo ol paaka o
s 17148 1417
X 1+ax + +
1
:_’_4_2_2
lim SR Nk SR
e 17 14a 141"
S o + =+
: 1
12. zim. 5 9

leverojot ari ieprieks atrastas di-
vi nozimes, dabnjam grafiku 12. zim. No 33 zim&juma redzam,
ka tieSam nullpunkta funkcijai ir partraukums. Virzoties no labas
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uz kreiso caur nullpunktu, linijai ir leciens no nulles uz 1.
Funkcijai nullpunkta ir divi dazadas nozimes, ko dabm, atrodot
labo un kreiso robezu.

Apskatisim dazas nepartraukto funkciju ipasibas.
Vesela racionala funkcija ir nepartraukta.

Tas saprotams, ievérojot nepartrauktas funkcijas otru de-
fintciju un robeZas atraSanas nosacijumus. Tie$am,

lim (a,x"--a,x" '+ a,x"24... 481X+ ay )=
x—>a

=a,a" +a,a>'+a,a"?+ ... + 8,1 a+an.
S1 nozime ir ari galiga. Ar to ipasiba ir noskaidrota.
2. Daju racionala funkcija A
a,x"}a x"14{a,x24 .. .+4a,
D,X™ + b,x® 14+ b, x" 2+ _..+ bn
ir nepartraukta. Izgémumi ir punkti, kupos saucgjs ir nulle.

3. Nepartraukta funkcija f(x), mainidama zimi,
iziet caur nulli

Runajot geometriski, nepartraukta Ii-
v B nija (13. zim.), savienojot abscisu asij

abas pusés atrodoSos divi punktus A
C x un B, krusto abscisu asi punkta C.

0 Uzdevumi.
V 1. Dota f(x) =x®—10 x*+ 31x — 30, atrast
f

1(0), 1(2), i(—1), ¥(az), I(x+h).

Atb. --30;0;—6; a3z3—10a2z*+31az—10.
2. Dotas f(x) =x*—10x*+}31x—30 un
P(x)=x*—55x*—210x — 216. pieradit, ka #(3)=¢(—3) un i(5)=9(—4).
3. Dota f(x)=2x® —x*47x*—3, pieradit, ka f(m)=(— m).
4. I(x)=x-43, atrast f(x+41); i(x)+1; #(x?); [{(x)]*; (2x) un 2f(x).

atb. x*+2x+4; x*H4; x*+3; x* +6x2+9; 4x*+43; 2x*4-6.

13. zim.
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IV. nodala.

Funkcijas atvasinajums un diferencesanas
likumi.

Jautajumi, saistiti ar tangentes un atruma jedzieniem, no-
veda pie pamatuzdevuma — atrast divi bezgaligi mazu lielumu
attiecibas robezu. 53 pamatuzdevuma atrisinaSanas metodes mek-
lejumi atklaja svarigu matematikas daju — diferencialre-
kinus. Diferencialrekinu nodibinataji ir Leibnics un Notons.

20. §. Funkcijas atvasinajums.
Piepemsim, ka
' y=1i(x)
icteic kada intervalla nepartrauktu un vienvertigu funkdju. Argu-
menta sikuma nozimi apzimesim vienkar$i ar x un atbilstoSo
funkcijas nozimi ar y. Dosim argumentam pieaugumu /A\x, tad
lidz ar to arT funkcija dabms pieaugumu Ay. Tada karta argu-

menta jaunad nozime ir x4 /\x un atbilstosa funkcijas nozime
y -+ /Ay. Tapec varam rakstit, ka

y+Ay=f(x+ Ax).
No abam vienlidzibam dabnjam, ka

Ay =1(x 4 Ax) — ().

Domasim 14. zim. attelotu do-
to funkciju. Argumenta sakuma
nozimé x — OQ); atbilstosa funk-
cijas nozime y— QP; jauna ar-
v gumenta nozime X -} Ax—0Q’

un funkcijas — y - Ay = QP
v Argumenta pieaugums Ax—QQ’

m_—  un funkcijas pieaugums Ay =

Pz — RP’. Visparigi, ja funkcija at-

telota grafiski, tad argumenta

—/‘g ,/‘( s u’ X . picaugums attelojas ka absci:
sas pieaugums un funkcijas pie-

14. zim. augums ka ordinatas pieaugums.
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Sastzdisim Ay un Ax attiecibu, izdalidami funkcijas pieau-
guma Ay izteiksmi ar Ax:
Ay _tx+A%)—1()

Ax Ax
Piepemsim, ka /Ax—0, tad ari Ay—o0, jo f(x) péc piepému-
ma ir nepartraukta funkcija. Sada gadrjuma i—z ir divu bez-
galigi mazu lielumu attieciba. Ja $ai attiecibai ir robeza, tad
so robezu sauc par dotas funkcijas atvasinato funkciju

jeb atvasiniajumu Piegemsim definiciju:

funkcijas atvasinajums ir funkcijasun argumen-
ta pieaugumu attiecibas robeZa ja argumenta

pieaugums tiecas uz nulli.

To izsakam formula:

f(x+ Ax)—1(x)

ax—>0 4X  ax—50 Ax

Atvasinajumu apzimé dazadi. Vairak lietojamais apzim&jums

ir Lagranza (Lagrange):
y' val ¥(x),

-ja funkciju apzime y vai f(x).

Velak iepazisimies arT ar Leibnica atvasindjuma apziméjumu.

No atvasindjuma definicijas secinams atvasindjuma atrasanas
panémiens, kas sastav no Cetriem soliem:

1) funkcijas arguments x jaapmaina ar x--/\x, dabdjam
f(x 4 Ax);

2) no f(x-+ Ax) jaatnem f(x), dabnjam Ay;

3) jadala Ay ar Ax — dabnjam —ji,

* 4) jaatrod attiecibas %g robeza, ja /Ax—0. Si robeza ir

mekletais atvasinajums,

1. piemers. y=x2.
1. y+Ay=(x+ Ax)’°=x%+4 2x Ax } (Ax)?

2. _ y+Ay=x*42xAx-} (Ax)?
y=x*
Ay=2x Ax +- (4x)?
Ay 2xAx 4 (4x)*
A Ax

3.
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lim AY _ lim 2XAx+ (8%)° _ iy 2XAx
Ax—>0 AX ~ Ax—>0 Ax T AR
Ax—»0 Ax
y'=2x,

o

+

2. piemers. y=x3—2x-117.

1. y+HAYy=(x+Ax)*—2(x+Ax)+7=
=x*+43x%Ax + 3x(Ax)*+ (Ax)®*—2x — 2Ax+ 7.

2 y+Ay= x*‘ +3x2Ax+3x(Ax)*+ (Ax)*—2x—2Ax -7
y=xt —2x +7
Ay=3x?Ax+43x (Ax)*+(Ax)*—2 Ax

3 ﬂ 3x?Ax + 3x(Ax)* + (Ax)* —2Ax

Ax Ax
4 lim AY_ jim 3X*8x—24X 2.5 5 un
Ax—>0AX "~ Ax—0 Ax
y' =3x*—2.

No piemeriem redzam, ka attieciba y ietver sevi x un

/\x. Tapec to var uzskatit ka x un Ax funkciju. Nemdami
Sas attiectbas robezu, ja Ax—0, x uzskatam ka pastavigu lie.
lumu. Robezgadijuma Ax—0 un locek]i ar Ax izzod un at-
tiectbas robeza lim Y nav vairs atkariga no Ax, bet tikai
Ax—0 AX

no x. Visparigi runajot, atvasinajums ir x funkcija. Tapec arl
§a argumenta jaunid funkcija, kas atvedinata zinamos procesos
no dotas funkcijas f(x), dabnjusi nmosaukumu atvasinata funk-
cija jeb atvasinajums un apzimeéjumu y’ jeb f(x).

Daireiz atvasinajuma var ari nebut x. Piemé&ram, linearas
funkcijas y=kx-}-b atvasinajums ir bez x. Tiesam, ja

y=kx+b,
tad v+ Ay=k(x+ Ax)+b; Ay=k Ax,
ﬂ:k un lim ﬂr_—_ lim k=k un
Ax Ax—>04X  Ax—>0
v =¥



-

Apskatisim $a piemeéra divus atseviskus gadijumus:
1) k=0.
Ja k=0, tad y=b un y’=0. Dabnjam teérému:

l 15. teor. pastaviga lieluma atvasinajums ir
. vienlidzigs nullei.

2) k=1 un b=0.

Ja k=1 un b=0, tad y=x un y’—1. Tapéc dabnjam ted-
rému:

16. teor. argumenta atvasinajums ir vienli-
dzigs vienam.

No atvasinajuma definicijas secinims, ka atvasinajums var
buit tikai nepartrauktam funkcijam, bet ta vel nav pietie-
kosa pazime, lai funkcijai bitu atvasinajums. Ne Kkatrai ne-
partrauktai funkcijai ir atvasinajums. Parastakim nepartrauktam
funkcijam ir atvasinajums. Partrauktam funkcijam atvasinajuma
nav.

21. §. Atvasinajuma Jeometriskais iztulkojums.

Pienemsim, ka y—1f(x) apzimé nepartraukiu funkciju, ka
grafika ir 14. zimé&juma un ka tai eksiste atvasinajums. No
APP’R dabdjam, ka

5
_H_tg(?l

kur tgo ir legka koeficients sekantei PP’. Domasim, ka Ax—»0,
tad ari () Q—Q, Ay—0 un () PP—P. Ta ka () P ir ne-
kustigs punkts, tad sekante PP’ griezisies ap () P un robez-
gadijuma paries linijas y—1f(x) tangente, kas vilkta punkta
P. Lidz ar to ¢—o un tgp —tga, kur o ir legkis starp po-
zitivo abscisu ass virzienu un tangenti. Pec piepémuma funk-

cijai y=1(x) ir atvasinajums, Tapec lim Ay y’ un varam
Ax—04 X
rakstit, ka
y=tga
atvasinajums, pie dotas argumenta nozimes x,
ir vienlidzigs funkcijas attelotajas liknes tan-

gentes lepka koeficientam, kas vilkta punkta ka
abscisa x.
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22. §. Linijas tangentes konstrueSana.

Tas, ka dotai linijai dotaja punkta vilktas tangentes lepka
koeficients ir vienlidzigs atvasinajuma nozimei, lauj konstruet
Imijai tas dotaja punkta tangenti, ja zinams linijas nolidzina-
jums Dekarta koordinatu sistema. Sai noloka jarikojas $a:

1) jaatrod atvasinajums;

2) jaatrod atvasinajuma nozime dotajai argu.
menta nozimei, kas ir vienlidziga dota punkta
abscisai;

3) atrasta atvasindjuma nozime ir tangentes
lenka koeficients tge, no ka var konstrugt pasu a;

4) dotaja punkta velk taisni, kas veido ar pozi-
tivo abscisu ass virzienu lepki ¢ — vilkta taisne ir meklejama
tangente.

Prakse, parasti var iet vel isaku ceju tangentes konstrué-
§ana, Lai to noskaidrotu, nemsim pieméeru: konstruet para-
bolai

y=x2

tangenti kada tas punkta P (x,y). Parabolas punkta P vilkta
tangente (6. zim. 47. Ipp.), ordinata un abscisu ass veido APMT,
kur

%:tga jeb
MP

| ﬂ'_l‘—y jeb
X
MT = 2%

jo MP=y un y=x2, bet y=2x. No ta izrekinam MT, un
dabnjam, ka :

MT =5

Redzam, ka tangentes projekcija uz abscisu ass ir vienlidziga

abscisas pusei. Ta tad parabolas tangentes konstrugsanai
jadala abscisa uz pusém un dabntais punkts ja-
savieno ar doto punktu

Uzdevumi. Konstruet sekojo$am likném dotajos punktos tangenti. 1.
y = x*— punktos, ka abscisa ir a)x=2;b) x= % unc) x=0. 2. y—x*
(kublska parabola) — punktos, ka abscisa ir a) x=-}+1; b) x=—1
un c) x=3 (abscisa jadala tris vienlidzigas dalas, jo tangentes projek~

cija uz abscisu ass ir vienlidziga ;—{)
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23. §. Atvasindjuma meéchaniskais iztulkojums.

Domasim par punktu, kas atrodas nevienmeériga kustiba pa

taisni (15. zim.). Saksim novérot punkta kustibu mirkli t,

kad tas atrodas trajektorijas punkta P.

0 v v Kada cita mirkli 1’ tas atrodas cita trajek-

T torijas punkta P’. Laika spridi {"*—t punkts

nogijis cela gabalu PP’. Laikam maino-

ties, mainas punkta noietais ce]S. Kustiba noietais ce]s ta tad
ir laika funkcija, ko izsakam formula s={(i).

Aprekinasim kustibas atrumu. Ta ka laika spridi t'—t, ko
apzimesim ar /\t, noietais ce[§ ir PP’, ko apzimésim ar As,
tad viena laika vieniba noietais celS, kas raksturo kustibas vi-
dejo atruma, i Aits.
ras no ista atruma jeb momentana atruma, kads ir kustigam
punktam dota acumirkli t jeb cela punkta P. Bet tas aizvien
mazak atSkirsies no momentana atruma, ja domasim aizvien
mazakus un mazikus laika sprizus, Beidzot robezgadijuma tas
biis vienlidzigs momentinam atrumam. Tapéc, apziméjot mo-
mentano atrumu ar v, varam rakstit, ka

vi-lim oF
__\t~>0 At’

Vide’ais atrums, visparigi rundjot, atski-

bet lim a8 ir cela atvasinajums péc laika. Ta tad
at—>o Ot

taisnvirziena kustibas atrums ir vienlidzigs
cela atvasinajumam pec laika.

As: : t2 .
Piemeérs. Kermepa briva kritiena formula u-s:g?. Lai
varétu atrast atrumu, jaatrod atvasinajums:

-}—As:—————g (t_gAt)z

kG 2
e
As=gtAt+ g (At)?
2
A gtAt—l—%(At)E tAt
: TRk P g 5
b PRl i e R T e
v—gt.



24. §. Funkcijas difierencials un ta Jeometriskais iztulkojums.
Apskatijusi funkcijas atvasindjumu, iepazisimies ar funkcijas
diferencialu, kas stav cie$a sakariba ar atvasinajumu.

Bezgaligimazuargumenta pieaugumu/Axsauc
par argumenta diferencialu, ko apzime ar dx.
Argumenta pieaugumu visparigi apzime ar Ax. Ja Ax ir
bezgaligi mazs, tad Ax top par dx. Argumenta diferencials
dx ka argumenta pieaugums nav no x atkarigs.

Par funkcijas diferencidalu sauc atvasinaju-
ma un argumenta diferenciala reizindjumu.

Funckijas y diferencialu apzimé ar dy. Tapéc
dy = f'(x) dx.
No §is formulas dabn, ka

dy __.,
Redzam, ka izteiksme ad_%r ir ari atvasindjuma simbols. So

apzimgjumu sacis lietot Leibnics, un to lasa dy péc dx.  Ja

funkcija nav apzimeta ar y, bet ar f(x), tad raksta d—z(—:), ko
lasa df no x pec dx jeb dix pec dx jeb vienkar$i df pec

dx. Piemeéram, d:;ilzx lasa: dsinx pec dx.

No varda diferencials, kam tada pat sakne ka vardam di-
ference, atvasinats diferemcialrekinu nosaukums. Diferen-
ciala atraSana ir lidzvertiga atvasinajuma atrasanai, jo atvasi-
najumu reizinot ar dx, dabn dy. Tapec funkcijas atvasinaju-
ma atraSanu sauc ari par funkcijas diferencéSanu un
funkcijas, kuram ir atvasinajums — par diferencéjamam
funkcijam.

No APRM 14. zimeéjuma dabnijam, ka
RM=PRtga.
Ja P’—P, tad arit R—P un PR—0. Bet PR ir Ax un tga
ir y’. Tapec Ax ir dx un
RM=y’dx jeb
RM=dy.
Funkcijas diferencials attélojas ka tangentes
ordinatas pieaugums.

64



Funkcijas pieaugums (20. §) attelojas ka liknes ordinatas pie-
augums. Tapéc jaievéro, ka bezgalgli mazs funkcijas pieaugums
nav vienlidzigs funkcijas diferencialam.

25. §. Algebriskas summas atvasinajums un diferencials.

Piegemsim, ka u, v, z,... w ir diferencéjamas argumenta x
funkcijas galiga skaita un ka

V=1V -t2t - = W.

Atradisim y atvasindjumu un diferencialu ar pagistamo pa-
némienu:
1. y+Ay=@+An)+(v+AV)+(z+Az)+ ...
. = (WHAW),

2 Ay =—AuAVEAZ L AW,

Ay Au  Av Az 4 Aw

bRy AsAs Ay EiEy

parejot uz robezu, ja Ax—0, dabnjam

dy_du_ dv  dz dw
4, d_}z_dx_dxidx sEsTE g Ta tad
d _~du  dv A dz dw
d_x(uiviziiw)_d_xid_xi_a_xiiau)

Reizinot (1) formulu ar dx, dabnjam summas diferencialu:
dutvtz+.. +twy=dotdvtdz+ ... +dw... (1')

Paturedami prata, ka runajam par galiga skaita funkciju al-
gebrisko summu, dabiijam vienkarSu summas diferencéanas teo-
rému.

17. teor. summas atvasinajums (diferencials) ir
vienlidzigs saskaitamo atvasinajumu (diferen-
cialu) summai.

No 8is tedoremas dabifijam secinajumu:

17. teor.,,. funkciju atvasinajumi (diferenciali), ku-
ras atSkiras ar patstavigu lielumu,ir vienlidzigi.
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Tie3am, ja
y,=u-ec¢, un y,—u-e¢,tad y,’=u’+e¢,’ uny,'=u’'+c,’
(17. teor.), bet ¢’,=0un ¢’,=0 (15. tedr.). Ta tad
ey e Oa T

26. §.. Reizinajuma atvasindjums un diferencials.

Pienemsim, ka u ua v ir diferencéjamas x funkcijas un
ka

y=uv.

Atradisim y atvasinajumu un diferencialu:
1. y+Ay=(u+Au)(v+Av)=uv+vAutudv+4Au. Ay,
2. Ay=vAu-}tuldu—+ Au.Au,
3 Ay _vAu-+udv+ Au.Av

500 <o Ax H
A 5
lim Ay__ lim vAu 4 uAv+4-Au Av=
e ey K i Ax
T O e SRR L e L L T
Asisp AXS e AR T Sy dx' dx :

dv) __du  _dv
e TR T

Reizinot (2) formulu ar dx, dabnjam reizinajuma diferencialu:
d (uv) = vdu + udv .. .(2").

No 3ejienes divi funkciju reizinajuma diferencéSanas teoréma:

18. teor. divu funkcijureizindjuma atvasinajums
(diferencials)irvienlidzrgs vienas funkcijas at-
vasinajuma (diferenciala) un otras funkcijas
reizindjumu summai



Nemsim triju funkciju reizinajumu y=u,.u;.u; un atra-
disim ta atvasinajumu. Sai nolnka ugzskatisim y ka divi rei-
zinataju reizindgjumu, kuru jau protam diferencét. Tad varam
rakstit: ‘

d(u,.u,.uy) d[“1 (“a wl - 1,y d(u,.us)
dx P auad e % R
d d d du
_ususd +u [ uz 1;:]""'112“3 dl;l‘l‘ux 3 d 2_'_
du
+u,u, dxa

Lai pieraditu $o reizinajuma diferenceSanas likumu vispa-
rigi, izlietosim matématisko indukciju

Piegemsim, ka §is likums ir spgka arl n reizinataju reizi-
najuma diferenceSana un pieradisim, ka tada gadijuma tas ir
speka ari (n-}+1). gadijuma:

d d
(u,uggi u“):uzu?'...u,.((%{1 +u,uy ... 1 u2+
+ du, @)
+ Lo iy G Vet By o tae so e 5
d(u,u,u; ... UpUngr)  d[(u,u,0 ... Up ) Unpa]
dx > dx i
d(u,u,u du
=Unp1 ( ‘u“’d; )+u1u2u3;..und—';'l.

d(u,u,u; ... Ua)

Ieliekot 5 vieta (2,) vienlidzibas labas puses
izteiksmi, izdarot attiecigo reizinaSanu un pemot vera ari pe-
dejo locekli u, 1w, us...u, ‘-’%’—‘gi, dabnjam, ka likums ir

spekia ari (n-1). gadijuma.

. Esam pieradrtjusi, ka ja likums ir pareizs n-ta gadijuma, tad
tas ir pareizs art (n-}-1). gadijuma. Bet ka likums ir pareizs
divi un tris reizinataju gadijuma, to tiesi pieradijam. Tapéc
nu varam secinat, ka tas ir pareizs arr Cetru reizinataju gadi-
juma uw.t.t. u.tt Ta tad likums ir wsparigl pieradits un
(2,) formula ir visparTgi pareiza.
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No (2;) dabnjam, ka
d(u,u,ug... U )=(U,0, ... Un ) du, + (0, uy... Up ) du, +
S ST O (| R ) 1, | R B G 2"
Nu varam secinat:

19. teor. funkciju reizindjuma atvasinajums (di-
ferencials) ir vienlidzigs vienas funkcijas at-
vasinajuma (diferenciala)un paréjo funkcijurei-
zindjumu summai.
Talak varam secinat:

19. teor.,;,. Pastavigo reizinataju var iznest mo at-
vasinajuma (difereuciala) zimes. Tie$am,

(cu) = u —|— c BCas T rae st (2,).

No (2;) formulas dabnjam ari, ka
d{c)s Gl 00 I R R R s S (2,)-

Ja visi reizinataji vienlidzigi x, tad w.u.5.u, = x*
un (2,) formula ir:
dxn _1dx S dx Zyvd e
(ﬂx:)\{Il 13§+X % g St ﬁ =nx""1. .. (@)

Reizinot (2;) formula ar dx, dabnjam veselas pozitivas - paka-
pes diferenciila formulu:

A =Nyt ek s 2,")

(25) formulu izteiksim vardos:
19. teor.,, argumenta veselas pozitivas pakiapes
atvasinajums ir vienlidzigs kapinataja reizina-
jumam ar pakapi, kuras kapinatajs par vienu ma-
zaks neka dotajai pakapei.

Uzdevumi. Diferencet:

L y=@¢; 4ath- y:'=0 2 - y==e1%; ath.y:=1
8. y=x% ., y =bx4 4. y=x§n; atb. y‘:ﬁnxsn—l'
5. y=x*—x*4}2x; ath. y" =3x*—2x42.
6. y=2x®—5x*+}5x—8; » ¥ =6x*—20x°-4-5.
6x° x5
7. y=g+5+5%; w ¥ =X4XS.



2% 4ax® 2xt -dx?

8. y=15—9 atb. y=j3-—3-

9. y—ax'—bx? » ¥ —4ax®*—2bx.

10. y—=3cx*—8dx{5e; » Y =fex—8d.

1 y=x"1"; Loy =mxt T
12. y=x +nx+n: & y’:nxn_l—i-n.

vy =5mx" ' —3.

¥y =x2(16x-}15).

¥ =32x7420.

y =d4x(10x*+3x+1).
¥ =24x*—4x—15.

13. y=5x" —3x+6;
14. y=x3(4x+5);

150 y=4x(x"}5);
16. y=(1+4x% (1+2x?);
17. y=x(2x—3) (4x-}5);

5§ 3 3 3 3

27. §. Dalijuma atvasinajums un diferencials.

Pienemsim, ka u un v ir diferencéjamas x funkcijas,

radisim dalijjuma
u
e
diference$anas likumu:
A __u+Au
1. y+Ay= vEay’

_u+4Av u_ uv4vAu—uv—uldv __
Y=V av v vifvAv e
__VAu—uAv _ vAu—uAv
~ vi4vuv v(v+Av)

Au Av
Ay__vﬁxﬁ-_uﬁ
Ax~ v(v+Av)

Jdu_ dv

dx

4 lim ﬁ—i;—_——vf—‘-ll‘ (9. teor.). Ta tad
X—>

2.

i(&)_ dx dx
dx\v/ v?

At-

Reizinot (3) formulu ar dx, dabnjam dalijuma diferencialu:

u vdu —udv -
d(;)_- =l B @)
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No (3) un (3’) formulam dabnjam dalijuma diferencéSanas
teoremu:
20. teor. dalijuma atvasinajums (diferencials) ir
vienlidzigsdalitajareizinajumam ar dalama at-
vasinajumu (diferencialu), pamazinatam par da-
lamareizinajumuardalitajaatvasinajumu (dife-
rencialu) un dalitam ar dalitdaja kvadratu

Piepemsim, ka
N=1 Tmn vy=—3x"
tad dabnisim no (3) formulas, ka

xng__ldin
d(l)_ L T R P S
AT i ) e s i oSt T
Ta tad
—n
dix(xl_“):—nx_n—l jeb d(]l{x T | o e DS LR i (3,)-

Salidzinot (3;) formulu ar (2;) formulu, redzam, ka tas abas
ir uzrakstitas pec viena un ti pasa likuma. Tapéc varam teikt,

ka formula ax;

=nx"! ir pareiza pie vesela pozitiva un ne-

dx
gativa n.
5 3 x—1
Pienemot n=—1, d,a-bu]:aund—dx—z——l.x“‘2 jeb
d (1) 1
—l=]=—= . . i ... 3.).
dx\x x: (3,)
Uzdevumi. Diferencet:
a a 4 . 4
13 y:;, ﬂtb.y':—g. 2. y:ﬁ, atb.y :—?
ol s g g e Rapiga ol
i ey woFi=Teoa. ath. y' = —4x 3 —9x~ %
AL B AN T DO | Tt WL T
5. y—x1+1; R ~(xX*1)E A y—2x+3, at.y_(———2x+3),.
2x* . - 8h*x*4x® a—x —2a

7. Y=pixw » Y=i_xp-8 Y=g x» » ¥ =i
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e 3t -t
9. s:m, atb. s’ =aFo-

(s+-4)° ey BT 4 (E+2)

10. (8= 513 3 ath. I'(s)= (s+3p

28. §. Funkciju funkcijas diference3ana.

Lidz Sim funkcijas argumentu uzskatijam ka neatkarigu lie-
lumu. Var bat arl ta, ka funkcijas arguments nav neatkarigs
lielums, bet ir savukart kada cita neatkariga lieluma funkcija.
Ja funkcijas arguments ir kada cita neatkariga lieluma funkci-
ja, tad arl argumenta funkcija ir neatkariga lieluma funkcija,
ko sauc par funkcijas funkciju jeb saliktu funkciju. Pieméram,
rigka laukums ir radija funkcija. Ja rigkis ir metalla un to
karseSim, tad ta radijs palielinasies. Radijs ir temperaturas funk-
cija. Lidz ar radija pahelmasanos palielinds ari ripka laukums.
Sai gadijuma rigka laukums ir ari temperatoras funkcija.

Visparigi, ja

y=f() wn u=9 (),
tad y ir argumenta x funkcijas funkcija, ko simboliski varam
uzrakstit: :
y=1fle(x)]

Izteikto domu var turpinat vel talak un dabut funkcijy
funkciju. Piemeram, ja

y=F(u); u=i(); v=9(x),

tad y:F{ i[cp(x)]}.
Piegemsim, ka
y=f@) un u=9o (x),
kur y un u ir diferenceéjamas funkcijas un noskaidrosim, ki
atrast
| gy
dx -’
Sai noloka jaatrod lim ﬂ Dosim X pieaugumu AX,
Ax—>0 Ax
tad lidz ar to arf u un y dabns pieaugumu Au un Ay. Péc
pienémuma y un u ir diferenceéjamas funkcijas. Tapec, ja
Ax—0, ari Au—»0 un Ay—0; lim Ay
Au_).nAll dll’
Au  du Ay _dy

Al Ax T U Ax T dx

71



Uzrakstot identitati:
Ay _Ay Au
Ax~ Au Ax
un parejot uz robezu, dabojam, ka
Ty -\ iR RRDELRN
lim - =lim = .lim — b
;\x;nﬂ-\x auﬁ»OAu-_\x—:»D Ax o

dy_dy du
gxdudx iy ().

No Sejicnes tedrema:
21. teor. ja y ir u funkcija un u ir x funkcija, tad
y atvasindjums p&c argumenta x ir vienlidzigs
y atvasinajumam pe&c argumenta u, reizinatam
ar u atvasinajumu pe&c argumenta x.
ArT funkciju funkcijai viegli atrast atvasinajumu. Piepemsim, ka
y=F(u), u=1(v), v=9(w) un w=14(x)

un atradisim g—g . Sai nolnka iziesim no identitates:

Ay Ay Au Av Aw

& Au-Avoiw Ar
Nemsim $is identitates robezu, ja /Ax—0. Protams, ka S§ada
gadijuma ari Au, Av un Aw ari tiecas uz nulli. Tapec da-
bnjam, ka -
LAY e A e Ry Ay Ty
lim ~=lim = Hm — lim — .
Ax—>0 AX  qu—>0AU yv—5 0 AV gw—>0AW ~ px—»0 AX

iy_dy du dv dw o
dx " du’ dy Pdwhdg T :

Téa tad ari funkciju funkcijai pec ta pasa likuma atrodams
atvasinajums ka funkcijas funkcijai.

Piemeri.
1. y=(x*—1)". Piegpemsim, ka x*—1=u, tad y=u* un
dy--clut ol T o s e 3
a—x——-'d—u . 5—411 Oxt =—=12% (_X —1) ¢
Piezime. Pieméros javingrinas, kamer var diferencét bez
u un citu starpfunkciju apziméjumiem. NakoSos piemérus di-
ferencesim bez paliga apzimé&jumiem.

2. y=(x'+8/"% SY =100 (x?+3) - 2x=200x (x*+3)".
3. y=(a +bx)"; y’=n (a+bx)*~'-b=bn (a4 bx)>L
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Uzdevumi. Diferencéat:

1 y—=(a"—x%"; atb. y’'=——8x (a®*—x?)83.
1 7 gy 3 4ax
2 ¥=agx ta—x’ » Y =(a—xy
3. y=(x+2px—2); . Y =x+2? (x—2) (5x—2).
1+x E 2
4 ¥Y=1 x> » Y =F—z¢-
x?2—2x-4-4 2 2x*—10x+4-2
B YE=oem Ty s ¥ = A ip
Sifat=xt)p , - ba*x (a*+x%)* (a—x)
=@y S e s

7. y=x* (a+43x) (a—2x)*;, y =56x* (a+3x)* (a—2x)
(a®+ 2ax — 12x9).

29. §. ‘Apverstas funkcijas atvasinajums.
Nemsim funkciju

y=t (x),
ka apversta funkcija ir :
=9 (y)

un atradisim 3o funkciju atvasinajumu sakaribu. Sai noluka iz-
iesim no identitates

et )
Ax ~ Ax
Ay
un pariesim uz tas robezu, atceredamies, ka
kel ol . Ax _ dx
A‘,‘l‘;., Ax  dx unal;_n)lu A dy
Tad dabijam, ka
L e 1
P P TS g jeb
y
dy 1
o e L ®)
dy

(5.) formulu izteikdami vardos, dabujam tedremu:

22, teor. tie3as un apveérstas funkcijas atvasina-
jumi ir apgriezti lielumi,
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30. §. Logaritmiskas funkcijas diferencéSana.
Nemsim funkciju
y=lg.x
un atradisim tas atvasindjumu un diferencidlu ar visparigo pa-
pémienu:

1. y+Ay=lg. (x+ Ax),

2. Ay=Ig. (x-+Ax)—lg.x=lg, X —ig, (l+%,
ek e (142 e 1427
=~lga (1+ Axx):x
o m = L (142
= 4 w1+ 3=
Piezime. ]Ja A—’;.:n, tad %:—%- un ja Ax—0, tad arl

%—>0 un n —oo, tapéc lim (l-i—%—) R

Ax—>0
Ta tad
S g = lge . .6
lgae-:ﬁ]l—a, tapec no (6) formulas dabujam
% (g X):x"lﬁé Siseler s, .
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Izteikdami (6.) un (7.) formulu vardos, dabujam tedoremu:

23. teor. logaritmiskds funkcijas atvasindjums ir
vienlidzigs naturadllogaritmu bazes e logarit-
mam pie dotas sistéemas bazes a, izdalitam ar
argumentu x jeb

logaritmiskas funkcijas atvasindjums ir argu-
menta un.bazes naturallogaritma reizinajuma
apgriezts lielums.

Reizinot (6.) un (7.) formulu ar dx, daboijam logaritmiskas
funkcijas diferencialu:

dlg, x— 8 Ba 0 - 0X S e ®6') jeb

Atseviska gadijuma, ja a—e, tad no (6) un (6’) formulas
dabujam: )

dinx 1 :
e = v (6,) | un
dx ’
dlnx = _E ........... (6 1)

31. §. Eksponentiunkcijas diferencésana.
Atradisim funkcijas
y=a*

atvasinajumu un diferencidlu. Sai noluka pemsim $Sai funkcijai
naturallogaritmu:

Iny — xIna.
So izteiksmi diferencesim pec x:
1 dy dy
v 3 —=Ina jeb I —ylna. Ta tad
0%
e | Vh7 AR S O T Alh § i S (8).

Izteikdami (8.) formulu vardos, dabiijam tedrému:

24. teor. eksponentfunkcijas atvasinajums ir
vienlidzigs funkcijas reizindjumam ar bazes na-
turallogaritmu.
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Reizinot (8) formulu ar dx, dabnjam eksponenffunkciias
ferenciala formulu:

da* — a*Ina.dx

SR, (7).

Atseviska gadijumi, ja a=e, tad y—e* un

fder o

—ex .
dx

A UeY

kas dod teorémas secindjumu:

24, teor., ;.

funkcijas e*

vienlidzigs paSai funkcijaie*.
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Uzdevumi. Diferencet:

p

2.

10.

11.

12,

13.
14.

15.

y=In(x+a);

y=In(ax+b);

y—inltx.
1—=x"
:ln1+x"
1 —xt'

y=I(x*+x);

¥

y=In(x*—2x-+5);
y=lgg (2x+X%);
y=xlnx;
y=In(x*);
y=In3x;

_wa+x.
S

y=3In(x—5)—2In(x+1);

y=e=+?;

y=(e*);
SRR

S

P
ath. y SETa
i B
S e
R
¥ ey
= AE
.ll_x‘
y’_?i"};l.
X4 x
v’ Ix*—2
x*—2x-+5
7 A 24-3x? 3
(2x + x*) Ina
y' =Inx+1.
Ry
o d S
,__38In®x
&= -
o O
y =i
,__  x+413
Y T x—ax—s
y.:aeax-i-b_
yo=5e53.
PoxPet

y =i = (r—x)

atvasinajums p&c x ir



16.

17.
18.

19.

21.

8

EBR I BRESR

2]
e

O

=1 xtaxrtexte);
e

y=a(e_+e—7).
y= 2x+°k :

=e —+1.

r=a]nt;

s=e 1",
p=elld;
y=e*(1—x);
= 8 1,
e“—i-]'

2
V=X 0

e e i
T

t(s)="28;
eB

3. 1(x)=In(lnx);

37.

39.

f(x)=In*(lnx);

f(x)=In(In*x);

y=In*(2x);
y=x!lnx:

1, x—ai
e .
Y=ol xFal’

R
y ——?‘.

X 2
y':e'—e a
y'=(e* +e77);

iy )
(e*—1)
y‘_—_mam‘ Ina .
Y'—-—-—-H_l (xIna—a).

X
Yy =a® .Ina . e*,
¥y =2xbnb.

=2n7.(x+1)7"+=,

vy =—2xa"* ma.

y =a' Ina.
l,,:a"“.lna
-
s =2t ¥,
p'=e?m%(1 4 Inqg).
y'=e*(1—2x—x?).
s
(e* 41y

¥ =x(24ax)e®*

vy =a* x"~'(n+xIna).

se’
i lnx
o “;1{1(1:?:{)'
A e xlnx

A P
y —iln (2x).
¥y =x*(1+3Inx).

ST |
Y =aitx
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32. §. Funkcijas u* diferencéSana.
Pienemsim, ka dota funkcija
y=u",
kur u un v ir argumenta x funkcijas. Noskaidrosim, ka dife-
rencét $adu funkciju. Sai nolikda pemsim vienlidzibai y=u"

naturallogaritmus un dabato vienlidzibu diferencésim péc ar-
gumenta x:

Iny=vinu,
L e o
ot

d(;‘; uwlg:-}—u‘lnu%. .- (9

Izsakot (9) formulu vardos, dabnjam tedrému:

25. teor. ja u un v ir argumenta x funkcijas, tad
u' atvasinajums pe&c x ir vienlidzigs divu sa-
skaitamo summai, kur viens saskaitamais ir u’
atvasinajums pie kapinataja v ka pastaviga lie-
luma un otrs saskaitamais ir u¥ atvasinajums
pie bazes u kd pastaviga lieluma.
Si formula ietver sevi ka specialus gadijumus formulu (3,)
un (8).
Piepemot, ka u—x un v—n, kur n ir pastavigs skaitlis,
dabnjam, ka
y=—x"
Sada gadijuma (9) formula parveidojas $a:

‘L’:’ =nxt-1 o (@)

Ta ka n var bat kaut kup$ pastavigs skaitlis, tad (9,) formula
ir vispariga argumenta pakipes atvasindjuma formula.

Pec (9,) formulas var diferenceét ari saknes, ieprieks
tas parveidojot par pakiapem. Piemeram, ja

1 P e
un y’'=4x' =j§Jx. Tapat, ja

4
PR =
y=x)xx® tad y=x"ti —y¥ un y,:%,xgzl?.;;vx.

4
y=Vx5 tad y=x
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1

2. y=x%; x————x g=Tx

x*

$ y—xt gz = 1u:"‘+x’K Inx=x*(1+1n x)
v ﬁx‘ —|—x‘ Inx (— 3)=
O% : ied

2 Y=X%; y'=Ihxix™1-{x"xInx. ;:lnx.x'“—‘ 4
+Inx . x!t*—1=2Inx. x"* 1 =Inx? x'ox-1,

Uzdevumi. Diferencet:

T 1
: = ja—x; ¥ =— : Y= b e
1. y=)a—x;  atb.y 2V-—x 2. y=Ja+bx; ath.y'=———

2V_+hx'
: ,__2a+38x
3. y= Vzax—x: » y m 4. y—x Va_i_xl n ¥y = 2va+x
ey BV a* Ay al
S T e G s
_atlx. e
Y G s T e
atbx. ; ab
o=l bx' » Y Sa_bnja_bx
9. y=Ja+x. ]/a'—x' atb. y’ _(___a+x)(3a 7x)
5 Gl/a—}—xl/(a.'—x’ *
10. y =ax+J(a—x)3; ath. y’ —ﬂ—‘s—z‘_.
3ja—x
R T I P I |
11. y:]/Sx—l—]/x—}——is ey —2V3—x+ 3{/,; =-
—1}5 2 gl ) |
12. y=(~xx—11); a y'=§x’5—5x’°’+2x 34 4x 3.
1 :
_g_ 1 5 1
18, g=2% —X—X°+4a, y.:?.x’-{-x—i— 2x%2—3a
x% 2x%
e _a*atxt—4x!
—r 2 2 2___ o3 s ————
14. y=x(a*+ x))a*—x2; T e Va‘—x’
= _Vatx+Va—x X. y.:__a*-i—av a’—x*
" Y fax—Va—x ” xat—x
s
16. y =In(x+Ji+x?); n ¥ R
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17. VX‘_I-I-X » Y= Fw
18. y :xlu; o+ Yy =0
xx xx
7 e e » ¥ =€ . (1+Inx)x*.
a* a\*{,.a
2. y=1¢ »n ¥ =(;; (ln’?— )
x
2. y=22-4h vy =c¢ E)’(nn“_—1)-
X i X X
LA Ervx il x
2 y=(3)" o v =a(z)(r+mz)
23 ‘y_ve' ¥y’ _vev v1+vmv
=v° ; 35 = >
t t
woslf e o)
2%5. y=x*; , Y=x5Ft2-1minxty)
2. y= x*; . ¥ =x% . x*(x"Hx+In'x)

33. §. Trigonometrisko funkciju diferencésana.
Nemsim funkciju
: “y=sinXx
un diferencésim to pec vispariga papemiena:
1. y+ Ay=sin(x-} Ax).
2x+ Axsmx—l— AX—x_

2. Ay=sin(x+ Ax)—sinx=2cos —

2 2
T s AX
—2cos (x+ —2~) sin o5
sinAX
Ay e
3. A_ cos( + 2 Ax .
P
i;inAx
ay. . ( AEY o L R
4, E_gr_l;ocos X+ 2).}‘1‘111 i — COS X.
==k o



Ta tad

dsinx
dx
no Sejienes tedrema:

26. teor. sinus atvasinajums ir vienlidzigs kosi-
num, '

No- (10) formulas secina:

ERBORX = e R S e10)

deinx =cosxdxy <% N, L (107)
Ja
y =00s X,

tad to parveidojam $a: cos x=sin (—g——x).

dsin(i—x)

dcosx 2 F ('n: =345 5
Tapec = T =08 {5 — ).(—1)_——smx
Ta tad
it R 1)
== ERE e PSR T

no Sejienes tedreéma:

27. teor. kosinus atvasinajums ir vienlidzigs mi-.
nus sinum.

No (11) formulas secinam:

dcosx—=-—sinxdx... (11").
Ja
y=tgx,
tad
digx d sinx)_ cos x(sinx)’ —sinx(cosx)’
dx ~ dx\eosx/ cos?x

__cosx.cosx—sinx(-sinx) __ cos?’x-}sin’x 1
5 cos?x ik cos’x T cosx’
Ta tad

atigx-i 1

“dx ~ cos’x & 5 L)

no Sejienes tedoréma:
28, teor. tangenta atvasinajums ir vienlidzigs
vienam, dalitam ar kosinus kvadratu
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No (12) formulas secinam:

2" R ’
dtgx—-——(;s—,? S R S (12)
Ja
Yy —cigx
tad
tgx.0 1
detgx _ d /1) g CO8’X 1 a2k
dx “dx(tgx)_ tgx CiE.coR'x - sin'X
Ta tad
detgx 1 .
e

no Sejienes tedrema:

29. teor. kotamgenta atvasinajums ir vienlidzigs
vienam, dalitam ar minus sinus kvadratu

No (13) formulas secinam:

d
dctgx:——s—ii%. e ARG

Uzdevumi. Diferencet:

1. y=sin (2x-+ B); ath. y' =acos (ax-+ §).
X 55

2. y=—5 + 3 ¢n 2x; O, i o o
W w ¥y =—sinxe®®x
& = » ¥ =cosx.a"*Ina.

a
5. y=tg(ax+8); n ¥ Zcos*(ax+§)"
6 __asinx SR a

3 y—1-}-com|:' » ¥ =11cosx
7. y=sinx - sin (x—a); » ¥ =sin (2x —a).
8. y=Insin (px+q); » ¥ =petg (px+q).
=
8. y=Inigx; n ¥ =ginax-
. 1 1
10. y=Ttg‘x—-—§— tg*x—Incos x; ath. y =tg°x.
1
11. y=In sin x+T cos® X; = y’=%:’%.
1 1 :

12. y=In sin x-{-Tcos'x—}-T GOREX 1O =c:;:.
13. y=Insin*x ath. - y'=2¢ig x.
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1-+4sinx
14 y= anl_ainx’

15. y=sin(x-+a)cos(x—a);
16. y=sin (In x);

17. y:cos%;
18. p=sin (cos q);

19. y= xnesinx

20. y—=e®* cosm Xx;
1+cosx

A 1®=1"osx’

29 y:xsinx;

23. y=(sinx)*;

24. y=(sin x)®*;

25 y:x—}—lncos(x—%; )

ik
Y =cosx-
¥y =cos 2x.
cos (In x)
e
a
" asinT
Y. = x2
p°=—sin q - cos (cos q).

v =x""1e%"* (n{ x cos x).

y —e®*(acosmx—msinmx).

B 2 gin x
FE)=— (l—icosx)' ;
y’ =xsinx ( ;:x +Inx cosx).

vy’ =(sin x) * (Insin x4 xetgx).

: ln si
y =m0 1+ o)
3 2
M TR

+ 34. §. Ciklometrisko funkciju diferencésana.
Daudzvertigas funkcijas nav diferencgjamas. Ciklometriskas
funkcijas ir daudzvertigas. Lai ciklometriskas funkcijas varéetu
diferencet, tad ar papildnosacijumu tas japarver§ vienvertigas
funkcijas. Sadi papildnosacijumi apskatiti jau agrak (17. §) un
tos paturesim ari tagad ciklometrisko funkciju diferencésana.

Diferencesim

y — arcsin x.
Sai noluka pemsim tas apvérsto funkciju x=—=siny un diference

sim to pec y:

‘dﬁ—ﬂ—cos no kurienes
dy__ 1 1 L. Tatad
dx cosy ]/1—8111‘*‘)' V 1—x2
darcsinx
————— 14 un
dx J1—x2 {9
dx
darcsinx=—— . . . . . . . 14’
i (14")
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Izsakot (14) formulu vardos, dabnjam teorému:

30. teor. arkussinus atvasinajums ir vienlidzigs
vienam, dalitam ar kvadratsakmi no viema un
argumenta kvadrata starpibas.

Lai diferencetu
y—arccos x,

tad iziesim no tas apvérstas funkcijas x—cosy. Diferencesim
to pec y:

@E = dcﬂ ——siny, no kurienes
dy = 1 1 1

dx siny Vi—cosly Ji—x*
Ta tad

darccosx 1
T vy S— ﬁ - - - . (15) lln
darc cosx:——VIqi—xﬂ ...... 15")

Izsakot (15) formulu vardos, dabfijam tedrému:

31. teor. arkuskosinus atvasindjums ir viemli-
dzigs minus vienam, dalitam ar kvadratsakni no
viena un argumenta kvadrata starpibas.

Jatatzimé, ka (14) un (15) formula kvadratsakne pemama
ar plas zimi, jo pirmaja gadijuma |/1 —sin?y=cosy un otra
gadijuma /1 — cos?y=siny, bet cos y=0un tapat ari sin y>0
kas secinams no ta, ka y var maintties tikai zinamas robezis
(17. §).

Lai diferencetu

y—arcigx,
pemsim x=—tgy un diferencésim to pec y:
dx _digy_ 1
dy~ dy = cos’
dy 1 1

—ri 2y — =
ik L | +tg?y — 14x*’

, no ta secinams, ka




Ta tad

darcigx 1
dxg ey i 16) | un
ZL adx :
darctgx—w ....... (16 ).

Izteicot (16) formulu vardos, dabnjam tedremu:

32. teor. ar kustangenta atvasinajums ir vienli-

dzigs vienam, dalitam ar viena un argumenta
kvadrata summu.

Lai diferencetu
y—arccigx,
pemsim X—ctgy un diferencésim to péc y:
dx detgy_ 1 ;
S e L jeb
e e R ' 6r 0w ot B =
el sl e et e R b
darcetgx 1
S e g e - (17) un
darcetgx —— O%_ (177)
B T :

Izsakot (17) formulu vardos, dabmijjam teoremu:

33. teor. arkuskotangenta atvasinajums ir vien-
lidzigs minus vienam, dalitam ar vienma un ar-
gumenta kvadrata summu.

Pieméri. . .
K 2 3). e L s
1. y=aresin(3x—4x%); y _Vl_:m.@ 122 =
5 3—12x? = 3(1—4x?) s
T J1—9x*+ 24x*—16x° )1 —x*—8x’+ 16x*} 8x*—16x°
i 3(1—4x? _ 30—4x)
T V0 —8x®*+16x) —x*(1—8x*+16x*)  J(1 —4x?)?*(1—x?)
e e TR
T —axd))i—x* Ji—=
5 o5 T O
2. y=arctgax’y —T_—f‘_—ag‘P 28)(—:1—_-4_"—8?-;‘I
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Uzdevumi. Diferencet;

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17

18.

19.

y—=arec sinax;
X
y=arcain—a—,
a
y=arc cos —;
X
Yy —arc tg T;

i X
M T 0

1
y=aretg —;
X

At g

X
y —arc Ctgﬁ'

% P e
y:aarcsinT—V a'—x? ;

y=x} a*—x*{-a® arc sin%; e
y= | a?—x® -} a arc sin s =
s=are sin (3r—1); "
a__a,rcf;g1 —|—a -
f(y)=arccosln y; &
f —arct cose.

() c ng—}-coscp -
p=e®° i, “
v_a—v
u=arc tg R »
v xarclinx atb. y’ zxarealnx(

A el
e et e
s 1
y — a’_x‘
e a
L i x?_—a?
3 a
b — a'f x*
k 1
Yy = a? | x°
y 1
y = 1+x
a
y = a’ - x*
PR
i Val,__xl i

E —l/ oz

y' =2) at—x*.
. a—Xx
Yy = m-
ﬂ'.: L____
Veér—or’
5 1
gi= it
['(y):—Al—ﬁ__,
Y/1i—In'y
rE)=3
. efretea
Py
Srnse i, Lo
u G
arcsinx Inx
)

= ex aretgx; oWt —e*" (ﬁlxs +x* arctgx(l—[—lnx)).

y —arcsin(sinx); ,, y'=l1.



35. §. Augstakas kartas atvasinajumi un diferenciali.

Funkcijas atvasinajums, visparigi runajot, ir atkal argumenta
funkcija. Ka izyémumu varam, piem&ram, mingt veselas racio-
nalas pirmas pakapes funkcijas atvasinajumu, kas ir pastavigs
lielums. Ja tas ta, tad var bat, ka atvasinajums ir diferencéjama
funkcija un tap&c varam runat par ta atvasinajumu, sauktu ot-
ras kartas atvasinajumu jeb vienkarSi otru atvasi-
najumu, Lidzigi spriezdami nonakam pie treSas, ceturtas u.t t.
n-tas kartas atvasinajumiem.

Atvasinajumus apzimé peéc Lagrania $a:
¥,.y¥.,.y.\yv,yY,...y®, ko lasa y prim, y otrais, ...y m-tais,
'), I"(x), I"®), V(x), t'(x), ... (x), ko lasa f prim x
fotraisx ...

Funkcijas diferencials, visparigi runajot, ir ari argumenta
funkcija. Tapec tam var atkal atrast diferencialu. Tad dabnjam
diferenciala diferencialu, sauktu otras kartas diferencia-
lu jeb vienkar$i otru diferencialu, Lidzigi spriezdami no-
nakam pie treSas, ceturtas u.t.t. n-tas kartas diferencialiem.
Diferencialus apzimé ar dy, d2y, ddy, ....d"y umn lasa dy,
d ofrais y, d treSais y, ...d n-tais y.

Noskaidrosim augsta.kas kartas atvasmalumu un diferencialu
sakaribu.

Ja
) S 3 A e :
tad dy =1 (x)dx un pemdami Sa diferenciala diferencialu, dabun-
jam otru diferencialu d2y:
d?y=d (dy) =d ["(x)dx].
Zinam, ka dx nav no x atkarigs un tapec to varam npemt
arpus d1ferenc1ala zimes (19. teor.,,) un rakstit, ka

d [F(x)dx] =d [f'(x)] dx.
Funkcijas diferencials d[f’(x)] ir vienlidzigs funkcijas ¥'(x) un
argumenta x diferenciala reizinajumam. Tapec varam rakstit:
d[i ' ®)]={" (x)dx.
Ta tad d®’y=1"(x)dx.dx jeb d’y =1{" (x) (dx)2
Tapat d*y =1 (x) (dx)® un visparigi
ary =1 (x) (dx)".

Pleqemts apzimeét argumenta diferenciala pakapes (dx)?, (dx)?3,
(dx)4, .(dx)* vienkarsi ar dx2, dx3, dx* ...dx" . Lai nesa-
jauktu a.rgume:nta diferenciala palapes ar pakipju diferencia-
liem, pieméram, x diferenciala ceturto pakapi (dx)* ar x* di-
ferencialu, tad pedejo raksta: d(x?).
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levérojot $os apzimejumus, dabojam, ka
dy=1" (x)dx
diy =17 (x)dx®
Py=1"(x)dx?
dn y = 1® (x) dx® .

To izsakam vardiem: augstakas kartas diferencials ir
vienlidzigs tas paSas kartas atvasindjumam, rei-
lz(matam ar argumenta diferenciala attiecigo pa-
api.

No uzrakstitam vienlidzibam varam rakstit, ka

L

; d
r@=37,
y d?
ro=zi,
‘ d’y
r@=33,

ar y :
fo)(x) = G un teikt, ka
augstakas kartas atvasinajums ir vienlidzigs tas
pasas kartas diferencidalam, dalitam ar argumen-
ta diferenciala attiecigo pakapi

n
Simbolu g—}g sacis lietot Leibnics un tas apzime n-tas kar-

tas alvasinzjusu. Plenerem, 0. kietas stvasintjur’ a6 >

1—x
‘ d? [1+4x
apzimé EIH)-{—Q‘(*I—__—)E)
Zinam, ka dx nav atkarigs no x, tapeéc ta diferencials d2x
ir vienlidzigs nullei. Ja d?x=0, tad ari d®x=0, ...d"x=0.

Tapec tedréma:
l 34. teor. argumenta augstako kartu diferenciali
vienlidzigi nullei.

Uzskatot taisnvirziena kustiba laiku ka neatkarigo lielumu
un ceju ka ta funkciju, cela atvasinajums péc laika izsaka kus-
tibas momentano atrumu. Domajot taisnvirziena kustibu un sprie-
zot lidzigi ka 23. §, dabii atzinumu, ka atruma pirmais atva-

88



sindjums ir kustibas paatrindjums. Bet atruma pirmais atvasi-
najums ir cela ofrais atvasinijums. Ta tad taismvirziena
kustiba cela otrais atvasinajums izsaka kustibas
paitrinajumu

Parasti n-tas kartas atvasinajumu atrod n reizes funkciju
diferencgjot. Dazam funkcijam tomer var ari atrast visparigu
n-tas kartas atvasindjuma formulu ka n funkciju, ku;u atrod
daZas reizes doto funkciju diferencgjot un atklajot §is formu-

las uzbives likumu, pec ka uz indukcijas pamata uzraksta n-to
atvasinajumu.

Piemeri.

1. y=e*; y'=e*; y’"=e*, redzam, ka
e
o

Sis piemeérs ir tik vienkarSs, ka pie ta ar indukcijas metodi ne-
uzkavesimies. Sikak uzkavesimies 2. piemeéra.

2. y—=sinx; Y'=COSX=SiD(x—|—g),
7 e 'E Sy E
y —008(x+2)—-sm(x—l—22),

y'“=—=1co8 (x+ 23) —sin (x -— 3;) i
AtseviSkos gadijumos novérojam likumu, ka diferencgjot sinx,
funkcijas nosaukums nemainis, bet arguments palielinas par g
Piepemsim, ka Sis likums ir speka ari n-ta gadijuma:
y®=sin (x--l—n’—zt)
un pieradisim, ka tas ir speka tad art (n-1)-gadijuma.

Tiesam, y®+1) = (y@))' = (sm (x+n- 2)) =cCos (x—l—n ;):

=Biﬂ[(X-Fl'l-n)—l-E]=sin[x+(n+1)-E].

Redzam, ka arT (n-}-1)-ais atvasinajums dabiijams pec Si
pasa hkuma, ja tikai n-tais atvasinajums dabnjams pec i li-
kuma. Bet jau tieSi parliecinajamies, ka 2. un 3. atvasinidjumi
dabnjami pec §1 likuma, ta tad arl ceturtais, un ja ceturtals, tad
pec pleradltas Ipasibas ari 5. u. t. 1. Ta tad likums ir pieradits
visparigi.
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3. Ja y=ocosx, tad, lidzigi spriezot, dabnjam, ka
y® = cos (x +n—;).

£ y=x® iy ?
y'=m(m-—1)x=—2

y¥=m(m—1) (m—2)...( m—k+1)x»—k

Ja m ir vesels pozitivs skaitlis, tad pie k=m, x®—¥*=x"un

y® — const.
Uzdevumi.
Atrast noraditos atvasinajumus:
1. (2x*—9x*4-12x%)"; atb. 12x—18.
3% 12
2 (3)( —f— ; ] ” F 4

3. (x‘+gax9—2a'x’—883x)) i » 12x%-}16ax—d4a®.
2x*—3a*x—a?’

-

4. [x+a)Va—x]"; " (ai—x) e
(=

8. - 2 - (f:*;);

6. 9"; > M)

7. )" . T7.6.5x*.

8. (x*lnx)"V; < %.
c-\* n(n+1)c

9. (;); - xo+2

10. (xe*)"; o Xe* 4 2%,

1. [(x—3e*+4xe*+x]"; . de*[24+x+x—2e*].

12. (ax*4bx-+c)”. o 0

13. [lnx+1]V; = -—ﬁ.

14. (e~ tecost)"” . —4i(t).

15. (a*)®; » (Ina)®a¥*.



16 (nx)®; . O
17. (e* . x)®; ., eX(x+n).
s oy X
18. (arcsinx) ; e —————( T—x) Jiew
a\”. 2ax
19. (arc tgi) : . G
20. (xaresinx+}J1—x9)"; - V%

'36. §. Apsléptas funkcijas diferenceSana.

Apsleptu funkciju var diferenceét, iepriekS to parverSot a:-
klata funkcija. Sis ce]§ prakse nav eérts un dazreiz pat neie-
spejams. Tapec apskatisim citu apsleptas funkcijas diference-
sanas papémienu, kura nav japarvers apsleépta funk-
cija atklata. Sai noloka noskaidrosim diferencesanas page-
mienu, izejot no konkreta piemera:

b%x% -t} a’y*=—a?b2

Diferencesim $o formulu pec x ar funkciju ﬁmkcqas diferen-
ceSanas likumu (28. §), jo y® ir y funkcija, bet y ir x funk-
cija un tapéc y? ir x funkcijas funkcija:

2b2%x | 2a?yy’ =0.
No pedejas formulas, kuga y’ ir aizvien pirmaja pakape,
varam viegli izrekinat y’: : ;
Yimne e

Parasti $ada karta atrastie atvasinajumi, ka tas ir ari pie-
mera, ir netikai ka x funkcijas, bet ari y. Ja no diferenceja-
mas formulas wvaram izrekinat y, tad ir iespgjams izslegt y
no atvasinajuma formulas un dabut y’ tikai ka x funkciju. Bet
arl tajos gadijumes, ja y nevar izrekinat, y* tomér var uzskatit
ka x funkciju vien, jo y ir x funkcija.

Piemers. x3-} y3= 3axy.
3x2 - 3y?y’ = 3ay -}- 3axy’, no 3Sejienes izrékinot y’, dabmjam

ay—x?
y*—ax’

y'=
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Uzdevumi. Atrast y’.

1.
2. (x+yy—at(x'—yI)=0
3.

4.

7.

8.
9.

10.

Xy —x'=0;

x*—a¥ =0;

(x+y)P—axy=0;

x%+y§=a‘§;

aty’—(a—x)(a+x)°=0;

(x—a)+(y—by=r5

(x*+x*)—a(x*—y?) =0:

ef —e* 4xy=0;

sin (xy)—e*Y —x2y=0;

3x*—2x  3x—2

ath. y'= 3y syx—i
y'= _ x(2x*{-2y*—a’)
e y (x4 2y*+-a?)
Yol
s Y=gy
y'=— S(X+yy—ay
3 3(x+yr—ax
3
” y' e %'
< _(a—2x)/a*—x*
” a(a—x)
. a—Xx
n ¥ B":'"y—
Loz fly)-w
v Y A BT
b i

.__ ¥(cos(xy)—e"'—2x)
T x[x4+-e*Y —ecos(xy)’

37. §. Tangentes un normaies nolidzinajumi.

Ir

92

16. zIm.
koeficients k=y,’. Tapec meklejamais tangentes nolidzinajums

Nemsim likni (16. zim), ka
nolidzinajums ortogonala koordi-
natu sistema ir

y=1(x)

un atradisim liknes punkta

Py (x4;y,) vilktas tangentes noli-

dzinajumu. Punkta P; ejosastais-
nes nolidzinajums ar lepka koe-
ficientu k ir y—y, =k (x—x,).
Taisne ir tangente. Tas lepka

Yy—Yi1=y/ (x—xy)

Par liknes normali punkta P sauc Sai punkta
vilktai tangentei perpendikularu taisni.



~ leverojot tangentes nolidzinajumu un normales definiciju,
dabfijam normailes nolidzinajumu:

1
y=Y=——&x=x)
¥

Atradisim, pieméram, ellipsei
b?*x® + a?y? —=a%*
punkta P, (x,; y,) vilktas tangentes un normales nolidzina-
jumu.,

b2x b*x L
—— . tapec y,/ =— 1 un meklejamas
aly ’ pec y, a’y, m ]

Zmﬁm, ka y'=-.-—

tangentes nolidzinajums ir

A X X
b%*x, x + a’y,y=a®b* jeb 7;7 —+- ygﬂy =
un normales nolidzindjums ir

a
¥ ¥ b:fc‘l (x —x,).

38. §. Tangentes un normales garums. Subtangente un sub-
normale.

Tangentes gabalu starp pieskarSanas punktu
un tas krustojuma punktu ar abscisu asi sauc
par tangentes garumu.

Tangentes garuma projekciju uz abscisu ass
sauc par subtangenti.

Normales gabalu starp pieskarsanas punktu
un tas krustojuma punktu ar abscisu asi sauc
par normales -gajumu.

Normales garuma projekciju uz abscisu ass
sauc par subnormali.

Tangentes garumu apzimésim ar t, subtangenti ar tg, norma-
les garumu ar n un subnormales ar n,. 16. ziméjuma t— P,T,
n=P,N, t; =TQ un n, —QN.

Aprekinasim minéto gabalu gajumus.

No ATP,Q (16. zim.) dabnjam, kadt —tga jeb

ts
%—_— y1'» tapec
tg — y—l, .
Y4
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No ta paSa trisstnra dabmjam, ka

R 2
t=)yr . = ]/yH-A Js= Ty
1 1

Tangentes garumu skaita aizvien pozitivu, tapec janem

Ly

Y.

Ta tad

t=| 2 yiFy,”

No AP,QN dabnjam, ka ny =y, tga. Tapéc
ns =YYy
No ta pasa trisstora dabnjam, ka
e PARE U PRESASALE A B AL
Normales garumu skaita aizvien pozitivu, tapec jagem
v, V1+y,?. Ta tad

n:|Y1VIT+‘y1’2|'

Jasubtangenteatrodas pa labi no punkta T, tad ta
irpozitiva, ja pa kreisi, tad negativa;

ja subnormale atrodas pa labi no punkta Q, tad
ta ir pozitiva, ja pa kreisi tad negativa.

Uzdevumi.

1. Sastadit ripkim x®- y2=r2 punktd P; (x;; y;) Vilktas tangentes
un normales nolidzindjumus ‘un atrast arl subtangenti un subnor-
mali. :

(Atb. x;x—}-yxy:r‘; y:&x;—-y_l’; -—xl).
X1 X1

2. Sastadit parabolai y?— 2p x punkti P, (x,; y;) vilkias tangentes
un normales nolidzinajumus un atrast ari subtangenti un subnormaili.

(Atb. y:y=p(x:+Xx); (X:—X)y:+(¥y:—y)p=0.
3. Parabolai y2=9x punktd P, ka abscisa x;=4 vilkta tangente
un normile. Aprekinat t, t;, nunn, . (Ath.t=10; t; =8; n=12-5-; n, :..g )
4. Rigkim x® -[-y2=25 punkta P, ki abscisa x,=—3 vilkta tan-
gente un normile. Apréekinat t, t;, nun ng.
‘ (Atb. t:%}; t':13§; n=>5; n, =3).
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39. §. Uzdevumi atkartojumam.
A

1. Atrast (arcsin)1—4x?%)" ; ath. s
2. Atrast (arcsin]/} _lcosx) ; <2
% kit (xf‘ar;sinx_i_(x’-i-.?)glfx')' . . x*arcsinx.
4. Atrast (x*e* cosx)’; atb. x? e* (cosx —sinx)+2xe* cos x.
5. Atrast ( e™ (acosbx +bsinbx) ‘; atb. e*™* cosbx.
a?-}b?

: ]
6. Dots likne y=g—x'+2. Atrast: Do, ja x=1; 2)a, ja

X=3; 3) punktus, kuyos tangente ir parallela x asij; 4) punktus\ kur
a2 =45 un 5) punktus kur tangente ir parallela taisnei 2x—3y = 6,

[ath. 1) «=135; 2) a—arctg3: 8) x=1% 4) x=1+J2; 5)x=1+V3 ]
2

7. Atrast lenki, ko veido krustojuma punkta divi rinki x® | y2— 4x-=1

un x2 |- y? — 2y = 0. Par lepki, ko vezido divi liknes krustojoties,
skarta le ko veido %o liknpu krustojuma punkti likném vilktas tan-
gentes. (Atb. 45.)

8. Kadu legki veido likmes x® y®=a® (x-{ y) tangente koordinitu
sakuma punkta. (Atb. «=1350.)

9. Kadas ir likpu 1) y=x*—3x*—9x+5un2)y(x—1)(x—2)=x-—-3
abscisas punktiem, kur tangentes ir parallelas x asij.

‘Atb. 1) x:{_? 2) x=38+)72).

10. Pieradit, ka sinusoiday =sinx krusto x asi 45° vai 135° Lela
lenki.

11. Kur tangente parabolai y =x*—7x--3 ir parallela taisnei
y=5x-2. (Atg 6; — 3.)

12. Briva kritiena kerme cel§ izsakams formula s-—=491. kur
s ir augstums metros un t ?en.ks kundgs. Atrast atrumu un paatri-
naj kautkada momenta, b) pmnis sekundes helgas c) piektas
sZk a-. igas. (Atb. a) v =09, 8t; —9,8; b) v=9, 8m/sec; a—=

=9, 8 m/sec®; ¢) v=49m/sec; g=9, Bmlsec’.

13. Slipa sviediena linijas nolidzinajums ir: xX—(v,cose)t; y=
=(v:8in9)t—4,9%%, kur v, ir sikuma &frums; $— sviediena lenkis; t —
laiks sekundes. Atrast vx, Vy,un v: a) kaut kada momenta; b) pirmas
sekundes beigds, ja vi =30 m/sec, ¢ =30°; c) kustibas virzienu pirmas
sekundes beigds. Atb. a) v, =Vic08%; Vy =vising—9,81;
v=)v.*—19,6t v,sinp+961*; b) v, =26m/sec; vy =5,2m/sec;

=5%2. o _q1019",

g
v=26,4m/sec; c) tgr= v’ =
X
14. AugSup vertikila sviediena linijas nolidzindjums ir: s=vt—4,
02, Atrast: a) atrumu un padtrindjumun; b) ja v, =100 m/sec, atrast at-
rumu un paatrindjumu otras szc. beigas.
Atb. a). v=v,—9,8t; a=—9,8; b) v=80,4m/sec; a——9,8m/sec’.
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15. Granatu izSauj no lielgabala vertikali uz augSu ar siakuma
atrumu 196 m/sec. Atrast: a) atrumu 10. sekundes beigds: b) péc cik
sekundém ta sasniegs maksimalo augstumu un kads tas ir. Atb. a) 08
m/sec.; b) 20 sec.; 1960 m.

16, Punkis kustas pa taisni ta, ka s = J't. Japierada, ka pastrina-
jums ir negativs un proporcionals atruma kubam.

17. Kona augstums ir y, pamata radijs x. Pieradit: a) ija pamats
nemainds, tad tilpums izmainds }=X® reizes atrak neka augstums;
b) ja augstums memainas, bet radijs mainas, tad tilpums izmainas
§nXy reizes atrak neka radijs.

18. Afrast parabolas y2=20x tangentes nolidzinajumu, ja « =45°,
(Atb. y =x-|-5. 2

19. Atfrast rinka x® - y*= 52 tangentes nolidzinajumu, kas pa-
rallela taisnei 2x -3y = 6. (Ath. 2x-43y+26=0)

20. Atrast hiperbolas 4x* — Oy |- 36=0 tangentes mnolidzinaiumu.
kas perpendikulara taispei 2y - 5x=10. (Atb. 2x —5y + 8=0.)

21 -Atrast t, 1, , ‘noumoom

1) y*=2ax (atb. t:%VWy'; t, =2x; n=)a'"+y*; n,=a)

. bSX al__xl.
2) bix*taty’—ath*=0 (ath. n,=— "5 ; t,=——5 > B=

=b—h‘4;:eexs; t:-—-iv (a*—x?2) (a*—e?x?).

V. nodala.

Bezgaligas rindas.

Sai nodala apskatisim bezgaligo rindu tedriju. Bezgaliga-
jam rindam ir Joti liela nozime mateématika, jo tas dod ie-
speju izteikt transcendento funkciju un argumentu sakaribu ar
algebriskam darbibam. Tas ir transcendento lielumu tuvinato
nozimju aprekinaSanas lidzeklis.

40. §. Rindas, to konvergence un diverdence.

Par rindu sauc skaitjJu sakopojumu, kura
skait]i seko viens otram péc viena un ta pa-
$a likuma,

Rinda sakopotos skaitjus sauc par tas locekliem. Rin-
das locek]us visparigd veida apzimé ar kadu burtu, kam pievieno
indeku, kas norada locekla vietas numuru rinda. Ta, pieme-

ram, rindau,, u,, U, ... Ugk—1, Uk, Uk+1, ...Un,... k-tais loceklis no

sakuma ir ux. Rinda ir dota, ja ir zinams likums, pec ka,
zinot locek]a indeku, var uzrakstit katru rindas locekli. So li-
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kumu mnoskar$, ja doti dazi atseviSki rindas locek]i. Pec at-
rasta likuma sastada rindas vispariga locek]a izteiksmi ka in-
deka funkciju, Dodot argumentam natnralas nozimes, dabilijam
rindas atseviSkos loceklus un lidz ar to ir rinda sastadita. Pie-
meram, ja dots, ka u,=22, u;=32% tad redzam, ka u,=n2
Dodot n nozimes, sakot no -1, dabnjam rindu:
LR AR, R o
Viens no svarigakajiem jautajumiem rindu tedrija ir rindas lo-
ceklu summas atraSana Tapec ari rindas locekju sum-
mas izteiksmi sauc par rindu. Piemeram,

1.2 . 8. 4.0 n
TR e e e

arl sauc vienkar$i par rindu. Algebra, apskatidami rindas,
galvenokart, runajam par galigam rindam. Se apskatisim
bezgaligas rindas.

Dalot 1 ar 1—x, dabnjam dalijumu bezgaligas rindas veida:
f.ll._x"=1 +x+x24+ x4+ x4 x4 .. (1)

Atradisim izteiksmei —1—~ skaitlisko nozimi, ja x = 1:
1—x 5]
1 5
1—_%_ i 125

leliekot $0 paSu x nozimi (1) vienlidzibas labaja pusé, dabnijam
atsevi$ko locek]u skaitliskas nozimes, kupas, skaitot no saku-
ma lidz 9. loceklim, uzrakstam:

f et
x=0,2
x2=0,04
x3=10,008
—+ x*=10,0016
x5=0,00032
x%=0,000064
x’=0,000013 (gemam tikai pirmas 6 decimalzimes)
xﬁ i 0’000002 ” ” ”» ”» ”»
1,249999

Uzrakstitas vienlidzibas saskaitot, dabnjam skaitli 1,249999,

kas ir izteiksmes 1—!— tuvinita nozime, Pareizaka rezultata

iegiiSanai janem vairak rindas locek]u.

7 : 97



Nemsim tagad x=2, tad no (1) vienlidzibas dabnjam, ka
—1=1+2+4+448+4 ... jeb —1=+4
Ja nemsim x=—1, tad (1) vienlidziba ir:
i=1—1+1—1+1—1-}...
Pedejas vienlidzibas labaja pusé ir vai nu 0, vai -{-1; skatoties
pec ta, vai loceklu skaits ir paru skaitlis vai nepaju skaitlis.
Ta tad

1 0

2 _{—l- 3
Pirmaji gadijuma nekadu pretrunu nav un bezgaligu rindu var
izlietot funkcijas tuvinitu nozimju aprekinaSanai. Pedgjos divi
gadijumos ir pretrunas un bezgaligo rindu nevaram izlietot ap-
rékiniem. Lai noskaidrotu,  kad bezgaligai rindai ir jega un
kad nav, jaatrod bezgaligo rindu savirzamibas jeb konver-
gences un nesavirzamibas jeb diverfences jedziens.

Apzimesim n loceklu summu ar S,.

Sa=u,+u,+u;+ ... +tn.
Redzam, ka ari S, ir n funkcija. Locek]u skaitam n bezga-
Lligi augot, iesp&jami tris gadijumi:
1) S, tuvojas noteiktai galigai robezai S: lim S, =S,
3 n—»Cco
2) S, ari bezgaligi aug: limS, =< un

n—»C0
3) S, netuvojas robezai, bet svarstds — tam robeZas nav.

Pirmaja gadijuma rindu sauc par savirzamu jeb kon-
verfentu, otrai — nesavirzamu jeb diverfentu un
tre$aja gadijuma par svarstigu rindu.

Tagad piepemsim rindas konverfences un diverfences defi-
niciju:
bezgaligu rindu sauc par savirzamu jeb kon-
vergentfu,ja n loceklu summai, locek]u skaitam
bezgaligi augot, ir noteikta galiga robeZa; bez-
galigu rindu sauc par nesavirzamu jeb diver-
fgentu, janlocek]u summai, locek]u skaitam bez-
galigi augot, nav noteiktas galigas robezas.

Bezgaligas rindas n locek]u summas robezu

limSn=S,

n—»-C0
sauc par bezgaligas rindas summu.
Divergentam rindam summas nav. Svarstigam rindam
ari summas nav un tas pieskaita divergentam rindam.
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- Tagad atgriezisimies pie piemera:

Lo e e

Sai piemera ;nr:l—l-x—{—x’—l— ... +x*1. Pedgjas vienlidzibas
labaja puse ir eometriska progresija, tapec Sn:%:-zi . No-
skaidrosim, kad (1) rinda ir konvergenta un kad ne.
1 |x|<1, 11?;0312_%":1{; _ rinda ir konvergenta;
2. |x|>1, lim 1—_?xn = oo — rinda ir divergenta;
n—>00

3. x=-—1, tad sn=1—1+1—1+...i1:{‘11
— rinda ir svarstiga un ta tad diver§enta.

Redzam, ka atkaribd no x nozimeém, (1) rinda ir konver-
genta vai divergenta, un ka konverfences gadijuma dabnjam
pareizu rezultatu, bet diverfences gadijuma ne. Tapéc apre-
kinos var lietot tikai konverfentas rindas, bet divergentas ne
Ja tas ta, tad japrot noteikt, vai dota bezgaliga rinda ir kon-
vergenta vai ne. Sai nolika var rikoties ka dotaja piemera:
atrod S, un izpeta lim S,. Sis ce]§ mav erts, jo daZreiz

n—»-CcO
S, atraana ir saistita ar lielam grotibam, vai pat neiesp&jama.
Tapec jamekle rindu konvergences pazimes.

Apzimesim bezgaligas rindas n loceklu summu ar S, un
atlikuso loceklu summu ar R,. Tad rindas summa
S:Sn+Rn.
R, sauc par atlikusSo locekli jeb atlikumu:
: _Rn:un+1+un1-2+
Ja rinda ir konverfenta, tad n-am bezgaligi au-
got, S, robeza ir S un tapec Rn ir jabot bezgaligi mazam -
(rob. L. detf.), t. i.
lim R, =0.

n—»Cco
Pastav ari apgrieztais atzinums:
ja lim R, =0, tad rinda ir konvergenta.
Bezgaligas rindas atlikums R,=S—S,.Péc dota nosacl-
juma starpiba starp pastavigo lielumu S un mainigo S, ir

bezgaligi maza. Tapéc varam secinat (rob. L. def.), ka S ir S,
robeza un rinda ir konverfenta (konv. r. def.).
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Ta tad nepiecieSama un pietieko§a bezgaligas rin-
das konverfences pazime ir 3ada:

| rindas atlikums ir bezgaligi mazs.

Atrasta konvergences pazime ari nav praksé erti lietoja-
ma, jo par R, atraSanu sakams tas pats, kas par S, atraSanu.
Tapec meklesim ertak lietojamas konvergences pazimes.

Redzejam, ka

Sn :s_Rn

_ Sp—1=8 —Ra1.
Atgemot $is vienlidzibas, dabnijam, ka
8o — 81 =(8—Ra)—(8—Rs—) jeb
Un :Rn-l"" Rn .
Konverfentam rindam Kk, un tapat R,y ir bezgaligi maz.
Tapéc arl to starpiba ir bezgaligi maza (1. teor.,;). Ta tad
otra rindas nepiecieSama konverfences pazime ir,
| lai n-am bezgaligi augot, u, bezgalrgi diltu:
lim u, =0.

Si nav pietieko§a rindas konverfences pazime. TieSam,
R, ki bezgaligi daudzu bezgaligi mazu saskaitimo summa
Unt1 + Uspe + ... var arl nebot bezgaligi maza (9. § piezi-
me). Ja Sada gadijuma R,, n bezgaligi augot, nav katru rei-
zi bezgaligi mazs, bet var but ari cits lielums, tad rinda nav
katru reizi konvergenta, bet var bat ari diverfenta, un ta tad

lim uy =0
n—» oo

nav pietiekoSa rindas konvergences pazime.

Nu esam atradusi gan ertu rindas nepiecieSamu konvergen-
ces pazimi, bet pietiekoSu ve&l ne.

Tapat ari

41. §. Pozitivu locek]u rindas.

Sai paragrafa runasim tikai par pozitivu locekju rindam un
atradisim to savirzamibas pazimes. Negativo locek]u rindam var
piemérot tas pasas savirzamIbas pazimes, ko pozitivo locek-
Ju rindam, jo to summu var uzskatit ka pozitivu loceklu rin-
das summas reizinajumu ar —1, kas summas absolito vér-
tibu neiespaido, Tap&c par tam nav atseviski jaruna,

35. teor. Ja kadas rindas locek]i no sakuma vai
sakot no kadas noteiktas vietas ir mazaki vai
vienlidzigi otras rindas attiecigajiem locek-
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pirma rinda un pirmai rindai nesavirzoties, ne-
savirzas ari otra rinda,
Dotas divi rjndas:
L ) PR o 1 T S o | O Sy §
Vi+ Vot v+ oo +Va+ ... (2)
Par $im rindam zinims, ka siakot no noteikta n u, <<v,.
No teorémas noteikumiem varam rakstit:
Unt1 < Vot
Un+2-<‘Vn+2
Up+3<C Voits

.....

I liem, tad otrai rindai savirzoties, savirzas ari

Saskaitot nevienlidzibas, dabiijam, ka R, <<R% , kur R, ir (1)

rindas atlikums un R’y (2) rindas atlikums. Pé&c teorémas no-

sacijumiem (2) rinda ir konvergenta. Tapéc limR'yx =0 un lidz
n—»C0o

ar to ari lim Ry, —0, kas nosaka (1) rindas konvergenci.

n—»00

Teorémas otras dajas pieradiSanai iziesim no pretéja pie-
peémuma. Piegemsim, ka (1) rindai nesavirzoties, (2) savirzas.
Ja tas ta, tad pec nupat pieradita ir jasavirzas arl (1) rindai,
kas ir pretruna ar teorémas nosacijumu, ka (1) rinda nesavir-
zas. Tapéc misu piepémums atmetams un paliek speka vienigi
iespeja, ka (1) rindai nesavirzoties, nesavirzas arl (2) rinda,
, AgE TR

e e 1 1
Piemérs. Rinda 1+§15+%'+I4+_51?’+'"+n_“ +

konverge, jo salidzinot to ar bezgaligi dilstoSu Seometrisku pro-
gresiju, kas pec konverfento rindu definicijas konverge katru
reizi;

1

SRS ol S | 1
stotastatat - +at s

redzam, ka sakot ar otru locekli ir izpildits 35. teorémas nosa-
cljums: Up £ Va.

42. §. Dalambéra (d’Alembert) savirzamibas pazime.
Rinda savirzas, ja sakot no kadas noteiktas
vietas, katra locek]a attieciba pret ieprieksejo
locekli neparsniedz kadu lielumu, kas mazaks
par 1; rinda diver§e, ja 31 attleclba ir lielaka
vai wenhdzlga 1:
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Piegemsim, ka pozitivu locek]u rindai
U, +u,+u;+ oo U+ ... (1),
sakot no noteiktas vietas, pastav nevienlidziba:

E|:-“_4_k<1 LA
No (2) nevienlidzibas secinams, ka

l.ln.Héklln.
Ja n ir pietiekosi liels, tad varam rakstit nevienlidzibu tabulu:
un+2§kun+lgk2un
un+3€kun+2\<\ksun
lln+4\<__k!ln+3ék‘lln )

..........

Salidzinasim (1) rindu ar sekojosu rindu: :
u,+u+u+ ...t ks H P+ KP4 .. - . (4).
(4) rinda sastav no divi dajam, no viena galiga skaitla
u,+u,+u,+ ...+
un no bezgaligi dilstoSas feometriskas progresijas
kuy + K*up +K°un+ .. .,

kas konverge. Tapéc ari (4) rinda konverge. No (3) tabulas
redzams, ka (1) un (4) rindas izpllda 35. tedorémas nosacijumus,
tapec ari (1) rinda konverge, k. b. j.

Talak piepemsim, ka sakot ar kadu noteiktu vietu pastav
nevienlidziba

5 2 SO
Un
Ja tas ta, tad (1) rindai nav izpildita nepiecieSama rindu kon-
ver§ences pazime, jo Un4+1_>U, un ta diverge, k. b. j.

Dalambera savirzimibas pazime eértak lietojama, ja gem at-

tiecibas robezu. Piepemsim, ka lim Ya+1!__ Ja tasta,
p—00 Un

tad“—;ﬂ bezgaligi maz atSkirsies no a. Pie a< 1 ir izpildits
n

(2) nosacijums un rinda savirzas; pie e¢>>1 ir izpildits (5) no-
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sacijums un rinda nesavirzas; pie ¢ —1 rindas konvergences jau-
tajums paliek atklats. Ta tad,

ja lim Yot1
n—»oco Un

pie e>1, rinda diverge
un pie a=1, jautajums paliek atklats.

Piemeéri.
R e
n1+g+5+5+.”+1

=a,tad pie a<{1, rinda konvergg,

4 s =~ B Bl 1
gl LT (n—|—1)" W OUED DRl
redzam, ka pie sIs rindas ir izpildits (2) nosacijums, jo

1\._\2<1 jan>1

Up =

n+
un rinda konveréé To pasu vel vienkar$ak dabnjam ar robez-
lielumiem: lim ———=0, bet 0<C1 un tapéc rinda ir konver-
n—>coll +1
genta,

2) Nemsim harmonisko rindu
5 | 1
1+§+§+ +ﬁ+

un piemerosim Dalambgra konvergences pazimi:
n

lim 22— lim —IL— lim -2 1::1.
n—»CO Un n—»-CcO '+ 1 n—)oon 1

R
Redzam, ka a=1 un tapéc konvergences jautajums pa-
liek atklats. Jautajuma izSkirSanai uzrakstisim harmonisko
rindu tabulas veida, kuras rindas ir lielakas par 1/s:

1>§!

H+i>4,

>,

...+ >4

........

Saskaitot $is nevienlidzibas, dabnjam jaunu nevienlidzibu, kuras
labaja puseé 1! ir pemts par saskaitimo bezgaligi daudz reizes
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un ta tad summa ir bezgaligi liela, bet Itdz ar to ari kreisa

puse ir bezgaligi liela un rinda diverge. — Redzéjam, ka ;
Unjg
e

bet rinda diverge. Tas tapec, ka pastavot nevienlidzibai

Un41

e <1,

vel nevar teikt, ka pastav ari (2) nosacijums un lidz ar to ari

Upp1

lim—— =g,
n—»co Un

kur e« <1, jo @ var bat ari 1.

43. §. Relativu locek]u rindas.
Var biit rinda ar pozitiviem un negativiem locekliem. Ap-
skatisim rindu, ka locekliem zimes mainas péc kartas:
u; —ug +ug—...(1).
| 36.teor. Ja rindas locekliem absolatas nozimes
pastavigi pamazinadamas, bezgaligi dilst un
zimes mainds péckartas, tad tasavirzas.

Nemsim (1) rindas 2o locekJu summu S,, un uzrakstisim
to $ados divi veidos:

San=(u, —u)+Uy—u)+... + (11211—1 ~Ha) s e (2)
Sz2a=1u, — (U, —uy) — (U, —Uz) — . . . —(Uza—2 — Uza—1)— Uza - (3)

Pe&c teoremas nosacijuma starpibas iekavas ir pozitivas. Ta-
pec (2) vienlidziba rada, ka Sz, >0 un ka ar n augSanu aug
arl Sy,. Bet -(3) vienldiziba rada, ka Sy;,<7u, Ja tas ta, tad
ar n neaprobeZotu augSanu, S,. bndams pozitivs, arT aug, bet
paliek mazaks par galigu skaitli u,. Tapec S,, tiecas uz noteiktu
galigu robeiu S un rinda savirzas, kur S < u,.

Ja n nav paru skaitlis 2n, bet ir neparu skaitlis 2n -1, tad
Son+1="S2 + U2a+1 jeb lim Szn31=1im Ssn + lim Uze1=S+0=8S.
Lidz ar to tedorema pieradita visiem n-iem, ki paru ta nepifu
indekiem.

Redzeéjam, ka rindas locek]u summa ir mazaka par
;. 3

No ta secinams, ka klndas absolita nozime, kada rodas,
npemot S vieta Sn, ir mazaka par u, 4 ,;
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Tiesaim, S=S, +-R, un ja pemam S=S§,, tad pielaista
klﬂda ir Rn ="_‘(Un+1—un+z+un+a— o .).
Iekavas ir atkal tada paSa tipa rinda un tas loceklu summa ir
mazaka par up4q.

Piemers.

Nemsim rindu 1 —3}+4—14...., kas atbilst tedorémas
nosacljumiem. Tapéc varam teikt, ka rinda savirzas, jo

1>4>}>4>.... un lim u= lim —=0,
n—» o n—»
Ja par tas summu piegemam

oAk TSR g
1—§‘+§—---+( 1) !
tad pielaistas klndas absolntd nozime ir mazaka neka n——1+—_i'
44. §. Absoluti un relativi savirzamas rindas.
Nemsim divi rindas: vienu relativiem locekliem un otru —
$0 locek|u absoliitam nozimém.
L B 8 1 TR o | S R T | S (1)
|, | +u] + a4+ ...+ w4+ . . . (2)
37. teor. Relativo locek]lu rinda savirzas, ja sa-

virzasrinda,ka locek]iirrelativasrindas locek-
lu absolnitas nozimes.

Ja (2) rinda savirzas, tad tas atlikums R, ir bezgaligi
mazs un tapec pastav nevienlidziba: Ry <7e. Apzimesim (1)
rindas atlikumu ar R,. Pec Siem apziméjumiem R’y = |Uny1|+

+|Unte|+|Ungs|+ ... un Ro=Uat1 +Unje+-Unps + . ... .0
No algebras zinam, ka |[Upiy + Unio + Unis + ... | < | Uay| +
~+ |Unt2|+ |Upss| + ... Tapec varam rakstit, ka |R.|[<<Rs un
R’y ir bezgaligi mazs, kapéc (1) rinda ir konvergenta.

Sada gadijuma relativo locekju rindu sauc par absolnti
savirzamu rindu.

Pieméram,
1 1 1 1
l—5+m—sstoi—:--
ir absolnti savirzama rinda, jo savirzis rinda
5 P e |
l+s+tmtastat.--
ka bezgaligi dilstoSa §eometriska progresija ar q=1.
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Ja rinda ar relativiem locekliem savirzas, tad vel nevar teikt,
ka savirzas rinda, ka locek]i ir relativas rindas locek]u absoln-
tas nozimes. Piem&ram, rinda 1—}+44—1-+... savirzas uz
36. teorémas pamata, bet 1+4+4+4 + ... diver3g, ka harmo-
niska rinda. Sadas rindas sauc par relativi savirzamam
rindam. Pieradrta teorema Jauj visparinat Dalambéra savir-
zamibas pazimi ari uz relativo loceklu rindam, jo Dalambera
gadzimi var piemérot absoluto loceklu rindam. Ja ta savirzas,

<k<1 jeb “l‘;“

I|11;n+}| < k<1; ja ta diverge, tad iu;:”%;l.

No pirmas nevienlidzibas un 36. tedrémas secinams, ka savirzis
ari relativo locek]u rinda un pie tam absoliiti; no pédéjas. ne-
vienlidzibas secinams, ka u, nevar tiekties uz nulli un rinda
diverge.

Ar robeZlielumiem kritérijs uzrakstams  sadi:
lim |Eﬂ| =
n—»ao u, E

, pie a<{1 rinda savirzas absolnti

, @>1rinda nesavirzas
» a=—1 jautajums paliek atklats.

45. §. Funkciju attistiSana rinda.

Nemsim polinomu
f(x)—=a,+a,x+ax>+a;x*+...+a.x* . ... ... (1).
levietosim (1) polinoma x vieta x+ h:

f(x+h)=a,+a,(x+ h)+a,(x+ h)??+...+a.(x+h)".
ledomasimies pedeja vienlidziba labaja pusé izdaritas visas rei-
zinasanas un ta daboito polinomu sakartotu péc h augoSam pa-
kapem. Tad, lai batu kads biidams h, dabnijjam, ka
f(x+h)=A,+Ah+An°+Ah*+ ...+ Agh” . . . ... (2),
kur koeficienti A, A, A,....A, ir x funkcijas un nav no h
atkarigi. Ka aprekinat Sos koefiecentus? Pirmo koeficientu A,
viegli atrodam, gemot h= 0, dabiijam no (2) formulas f (x)=A,.
To varam darit, jo (2) formula ir pareiza pie katra x un h.
Parejo koeficientu aprekinasanai diferencesim (2) formulu n rei-
zes péc h:
f'(x+h)=A,+2A,h+3A,h%+ ... +nA, ™,
f"(x+h)=2A,+3.2.A,h+ ... +n(@m—1)A h*3
f‘"(x+ h)-—3 2.A,+4.3.2A h+ —i—n(n—l)(n—2)Anh“"

.....................
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f“‘)(x—i—h) k(k Nk—2)...3.2. 1A+ ...

.....................

f(“)(x—l—h) n(n—l)(u 2)...3.2.1A,.

Dabitos atvasinajumos piegemsim h—0. Ar tadu h izvéli koe-
ficienti nav speciali samekleti, jo tie nav no h atkarigi, bet
no x. Tada karta dabnjam:

1'(x)=A, A=t ]
f"(x)=2A, AF%(!X—)
1()=3.2. A, Asz%—")

Preda st el )
£0(x) = k(k — 1)(k—2) ... 3.2.1As el

f@)(x) = n(n—1)n—2)...3.2.1A,. A.,:f(nl’l(!")- 2

Ieliekot S0 koeficientu nozimes (2) formula, dabnjam:

Boc+B) =1G)+ 1 () b Loy D ey
+fm(x) IS +ﬂ")(x) s DR ®)

So izteiksmi sauc par Teilora (Taylor) rindu un ta
ir polinoma f(x -}-h) attistijums rinda. Attistijums sakartots péc
h augosam pakapem, no kuram zemaka ir nulle, bet augstaka n.
Pirmais loceklis ir f(x); pedgjais a, , jo

o nn—1)0—2)...8.2.1.8.

ne n! Ry
Koeficients (?le h attiecigas pakapes ir f(x) attiecigais atva-
sindjums, izdalits ar attiecigu faktorialu. Visparigais loceklis
k)
Tk+1-—f{—h“

Ta ka (2) izteiksme ir pareiza pie kaut kura x un h, tad
arl (3) izteiksme ir pareiza pie kaut kura x un h.
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Pieméri. :
1. Dots polinoms f(x)=3x — x3. Atradisim f(2-} h).
1@+0)=1@Q+1'@h+ 2 he4 EBpe
Atradisim noraditos lielumus:
I'(x)=3 —38x? 1"(x)=—06x; I'"(x)=—6 un tapec {(2)=—
'2)=—9; 1"(2)=—12; "(2)=—6. Ta tad
f(2+h)=—2—9h —6h*—h®
2, (3) rinda ir piemeérojama katram polinomam, tiapéc ari
ta speciilam gadijumam:
f(x)=x®, kur m ir vesels pozitivs skaitlis.
Atradisim
f(x+h)=(x+h)®=. Ta ki f’'(x)=mx™-), {”(x)=m(m—1)x™2
I"(x) =m (m — 1) (m — 2) x=3, un visparigi  {® (x) =
=m(m—1)(m—2)... (m—k-|1)x=k
tad pec (3) formulas dabiijam

(x+h)»=x" + mx=—th +

Ta ir Natona binoma formula.

Teilora rindu izvedam polinomam jeb veselai racncmalal funk-
cijai. Ari kaut kugai citai funkcijai f(x) var formali uzrakstit
Teilora rindu, ja tikai tai ir augstakie atvasina-
jumi neaprobezota skaita. Tada karta Teilora rinda ir bezga-
liga rinda, un saka, ka funkcija f(x) ir attistita Tei-
lora rinda. Funkcijas attistijumam bezgaliga rinda ir prak-
tiska nozime, ja rinda ir savirzama.

Uzrakstisim Teilora rindu:
Hx-+ ) =16+ 1/ (0h + ey

m(m_l)xm—z.h=+ ...+he,

fl n

RLNES
+B &y 4T On, @

Ieliksim (4) formula x vieta 0 un h vieta x, to varam darit,
jo formulas izvedama x-am un h nav ierobeZojuma:

1R =10+1Ox+ x4 Ty POy )

S1 ir Meklorena (Maclaurin) rinda. Ar So rindu var
vienkar$i attistit transcendentas funkcijas rinda.
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46. §. Eksponenfunkcijas attistijums rindi un e apreki-
naana.
Piemerosim Meklorena rindu fankcijai ex.
ffx)=—0*: f(0) =1
i =sdrr o =1
f(x)=ex; (W(0)=1.
Ielieckot 3is nozimes Meklorena rinda, dabnjam:
i B A x*
ex= 1 + ﬁ+—2—!+—3—'+..+ﬁ+ . e s (1)
Vel janosaka pie kadim x nozimém (1) rinda savirzas. To
izdarisim ar Dalambeéra kritériju:
't pl | - % } :
= ——I'=0.
A s A T
Rinda konverge pie katra galiga x.
Ja x=1, tad no (1) dabﬂjam

e=srl ol g Lyl
No (2) attistTjuma varam aprelgmat e ar vélamo tuvinajumu:
—2,00000
o =050000
o =0.16667 (dalot iepriekSejo locekli ar 3)
+Zl,—=004167( : : Sy
57 =000833 ( , , T
Gi—ooomg( . s v )
2-=000019 ( ; RN
e ~ 2,71825.

Rezultata pareizas pirmas cetras decimalzimes.

Ja f(x)=a* , tad ta_attistiSanai iepriek§ logaritmesim:
In f(x)=xIna un tapéc
f(X) — exlna_
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Attistijumu dabnjam (1) rinda x vieta liekot xlna:

ln 91 2 Slna
=1+ + 5 L gt L . @)

47. §. Trigonometrisko funkciju attistijums rinda.

Nemsim sinx un sagatavosim vajadzigos lielumus Meklo-
rena rindai.

f(x)=sinx; f{'(x)=cosx; f{"(x)=—sinx; {"(x)=—cosx;
P{X)=8inx.5.

f(0)=0; '(0)=1; 1"(0)=0; (0)=—1; Y(0)=0. Ta tad
3 5 T

sinx:x—%—}—%—z—

Rindas savirzamibas noskaidroSanai pemsim Dalambegra kri-
teriju:

__xn+2 !‘-
4 i
: @+ . x? i
ol —nli"m]r(n+1)(n+2) s
|-

Rinda savirzas pie katra galiga x.

Lidziga karta atradisim cosx attistijumu rinda:
f(x)=cosx; {'(x)=—sinx; {"(x)=— cosx,; {“(x)=sinx;
W@ =cosx "
f0)=1; '(©0)=0; "(0)=—1; [(0)=0; O)=1;...
cosx:l—g—}—i—:—%;—{— ..... (2)

Ari (2) rinda savirzas katrai galigai x nozimei. Abas rin-
das locekliem zimes mainas pec kartas. Tapgc, pemot sinus
un kosinus aprekinasanai pirmos n locek]us, pielaizam kjndu
mazaku neka (n-1). loceklis (2) rinda satur x tikai paru pa-
kapes, tipec argumenta nozimém, kas atSkiras tikai ar zimeém,
kosinus nozimes ir vienlidzigas un kosinus ir paru funkcija.

48. §. Logaritmiskas funkcijas attistijums rinda.

Lai In (1-}-x) attistitu rinda, gemsim f(x) —=Inx un atradi-
sim atvasinajumu nozimes, ja x=—1 un Teilora rinda h apmai-
nisim ar x:
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=lx; ' @=1reo=—%L re=2rg=
-9 i' O (x) = (___1)!:1 i
i(1)=0; f' (D=1 1"l)==—1; " {1)=21 1) ==
= — 3', ... Im(1) —(—1)""([1—1]!
x” x*

Noteiksim (1) rindas konvergenci, atrodot divi blakus lo-
oekju attiecibas robezu:

xn+1 | | I
|
PRSI B0 L T I 3R B
n—>oo| X" n—-)oofn""ll n—> Qo 1+];_
n l | n

Rinda savirzas, ja | x | <Z1. Tapec ar (1) rindu var apreki-
nat logaritmus skaitliem, kas mazaki par 2. Lai varetu apre-
kinat logaritmus skaitliem, kas lielaki par 2, tad (1) rinda nem
—x un iegist rindu:

n(l—x)=—x—F—5 —F—%— ] i ¥
Atgemot no (1) rindas (2), dabnjam, ka

2x* 2x°

In(1+x)—In(1—x)=2x —f—T—I-?—f- e
Pedgjas vienlidzibas kreisaja pusé ir dalijuma logaritms un la-
baja 2 ir kopigais remuata]s Tapéc varam rakstit:

1

Rt S TR +7 £ ooy ).
Ari (3) rmda savirzas, ]a -—1<x<—f— . Ar x augSanu no
—1 lidz }-1 daja i—t—% aug no 0 lidz + o un tapec (3) rin-

da dod iespeju aprékinat logaritmus visiem po-
zitiviem skait]iem. Piemérosim, lai aprekinatu In 3, tad
i;iix(= 3 un x=15, Ja (3)rinda x vieta pemsim 1/, tad aprobe-
Zojoties ar rindas pirmajiem devipiem locekliem, dabnsim, ka
In 3—=1,0086122. Ar $o papémienu jaatrod naturalloga-
ritmi tikai pirmskaitliem. Parejiem skaitliem lo-
garitmus atrod uz logaritmu ipasibu pamata. Pie-
méram, In8=In2*—=3In2; In6:=In2.3—=In2-+1In3.
Reizinot naturallogaritmus ar mod uli

Igea,

1

dabijam decimallogaritmus.
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49. §. Nutona binoma visparinajums.

45. paragrafa dabojam Nuotona binoma formulu, attistot
(x+ h)™rinda ar Teilora rindu. Piemerojot funkcijai (x-1-h)™
Teilora rindu, ja m nav vesels pozitivs skaitlis, bet ir negativs
vai daja, dabnjam formali tidu paSu binoma attistijumu, tikai
bezgaligu:

@+ r=xot mxmth DO gmrpey 4

+In,(m—l)(m—zn)'. ..(m—n-+1) xm-2he . (1),

Atradisim rindas konvergenci:

m(m—1)(m—2)... (m—n—i—1)(111—11)xm__,,__lhn.i_1

lim -+ 1) =
n—»00 m(m -1)(m—2) ... (m—n-+1)x="h"
n!
| o
: m—n h : n h h
= lim . == lim ===
n>o0 (B+1 X| nyo 1+1 X X
n

Rinda ir savirzama, ja {% <1ljeb|h|<|x]|

Ieliekot (1) formula x vieta 1 un h vieta x, dabnjam:
(I—I—x)m-_:l—f—mx—i—m(n;!— Doy 4
%l m(m—l)(m—i)!.. A(m—n+1) x4 ... (2).
(2) formula lietojama, ja|x|<Z1.

Piemers.
A4xH-1=1—x2 1973 x* -+ i‘}—u—f‘”‘g’xw
AR B £ b
(Xl T gt pgt gt b o e

(2) formulu var lietot sakpu vilk§anai ar Joti lielu
tuvinajumu.

e
Piemeram, atradisim ) 130.

P LT

5 \# ¥ ¢ 3
et =5(14-0,04)".

& il 1 1 1
V130 =130 =125+ 5)° = 125’(1 +5 23)
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Pec (2) formulas:

ﬂ+0MF_JA—;OM+’ fomuﬂ;ggjﬂmumz
—144.004—4.0042+ 5 .004°+ ... =1+ 0,0133333 —
—0,0001778 -+ 0,0000040 — 1,0131595.

3
Ta tad |[/130=5. 1,0131595 =5,0657975.

50. §. Uzdevumi.
Uzrakstit uzdevumos rindu visparigos locekjus:

1. 143849+... ath.3v1 2 —a+a’—a'+a‘—... atb. (—a)®
ox*  7x* 2o+t

x! x? x
3 x+2+3+"‘”_n'! 4. 2+5+ﬁ+ .,D,—_HX
5. u,=n*xn, atrastrindu; ath. x+4x*4-9x%4-...
n xl xs
S Y e el el S = ——1 ..
e S 2 +1+V2 REFE T
_n+2 3,4
7 un "'ns_’_l » ” » 9 Tg + 28 "I"
n R S
8. Uy =57 = e > 2—+z+ Pt
9. Vai rinda 1 + +V_ +...4 Vl_ . konverge, vai di-
verge — (diverg‘)
10. Pieradit, karinda1—1+1t—1 ... konverge.

11. Pieradit, karinda 1+f 4141+ ... divergeé (aizradij. saucéj.
apmainit ar pafu cipar. un gem 1 aiz iek.).

1 1 1 1
12. Noskaidrot rindas konvergenci: 1+yy+51+3gi+- +pi+--

(konvrg).

1 2 3! n!
13 » ” » F)+10;+‘1‘[ﬁ+ +1—OE +--
(diverg)

: 1 1k 1
14. 2 i i tist+tgatsse + -+
1
+ @En—nom T

Aizradljums ]asalldzma. ar 1-|-2, ~+ a3 3, - 4,.+ .., kas konverge.

.15. 2+2:+ﬁ+24+

2 2.5 2.5.8 2.5.8.11
6. v+istiset15.09.13 1T

¥ 1.8 186 NTE D
17. 3+3 stz 6.9t 18, g+gta7t -




1 1 1
19. 7o 3+123.46t1.2...7 1

i 1 1
20. _1+V_?_ﬁ_+ﬁ e

Noteikt sekojo3o rindu konvergences intervallu.
21, 14+x+x*+x*+... ath.—1<<x<1;
xl xﬂ xi

22. X—gitgr—git - atb. —1 <x 1.
x? x3 1 1
23. x-|-V.2_+V§+... » —1lx<1;
g e
24. 1+X+g4—"3—,+ . Kkatrs x.
i : X xt x° x?
25. Attistit sin2x...; atb.sin2x:21——2’§!-+2°ﬂ—2’ﬁ+...
= x* x*
26. = COBEX: ). coszx=1—2’ﬂ+2‘ﬂ+295—!+
27. . €~ péc(x—2) pakapem; atb.e*=e? +e?(x—2)+
e!
—I—ﬁ(x—-2) + ...

28. - x?—2x*4-5x —7 péc (x—1) pakapem; atb. —3-+4(x—1)+
+x—1p - (x—1)p _
29. 5 cos(a + x) péc x pakapem; atb. cosa— xsina —

x* X"
— *2—-!cosa+ ﬂsinax.. z

30. 2 In(x+h) péc x pakapém; atb.Inh +%—§);—:—,+ 3x_t;

31. 2 sin?x it o atb. sin'x:g;;—?%‘
+oT— 8T+

B ,(1+X)% e atb. 1"% - %—2-} ; g‘;"‘
+1_2‘§§ : ;_:_ng:._s : :i; G

|y (H-;)% won o atb. 1 _%%+1_2.2g - f;—: v

1.3 185
e 25 .3‘!"{" . 24 [
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VI. nodala.

Funkcijas augsana un dilSana.
Maksims un minims.

Ir svarigi zinat, ka mainas funkcija argumentam augot vai
dilstot: vai ta aug vai dilst, kur funkcija sasniedz savu maksi-
malo un kur savu minimalo nozimi u. t. t. Sadus un tamlidzi-
gus jautajumus rada technika un pati dzive. BieZi vien jazina
kada kermepa lielakais vai mazakais tilpums, materials, ener-
gija, darbs u. t. t. Sai noda]a apskatisim funkcijas augSanu, dil-
Sanu un ekstremu.

51. §. /AugoSas un dilstosas funkcijas.

Dota nepartraukta funkcija y—1f(x). Apzim&sim kadu ar-
gumenta nozimi vienkar$i ar x. Dosim argumentam pieaugumu
--h. Tad dabotas argumenta nozimes ir x--h un tam atbilsto-
sas funkcijas nozimes ir f(x--h). Salidzinot sava starpa ar-
gumenta nozimes un attiecigas funkcijas nozimes, apskatisim
Sadus divi gadijumus: pastavot nevienlidzibai x —h<x < x-}h,
pastav:

1) f (x—h)< f x)< f (x-h) vai
2) f (x—h)>f (x)>f (x+h). (b>0)

Pirmaja gadijuma argumentam augot, aug ari
funkcija un to sauc par augosu funkciju, ja ar-
gumenta nozime ir X, jeb par augosu funkciju
dotaja punkta x;

Otra gadijuma argumentam augot, funkcija
dilst un to sauc par dilstoSu funkciju, ja argu-
menta nozime ir x, jeb par dilstosu funkciju do-
taja punkta x. _

No ta secinams, ka augo$as funkcijas pieaugumam
un argumenta pieaugumam ir vienadas zimes, bet
dilsto$as — dazadas. Tapec varam rakstit pirmaja ga-
dijuma, ka

f(x-Lh)—f (x)
h

= 0 (divi vienadzimju skaitju dalijums)... (1)

un otra, ka %9‘-’ ¢S e R @)
Argumenta pieaugums h var bit bezgaligi mazs ka pozi-
tivs, ta ari negativs.
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No (1) nevienlidzibas uz atvasinajuma un robeZlielumu de-
finiciju pamata varam rakstit: lim F@x+h)—f ()

b—>0 h
f(iﬂlr_fﬂ —1’ (x)+¢, kur ¢ ir bezgaligi mazs lielums

un ta tad |¢|<|f’(x)|. Tapec pedejas vienlidzibas labajai pusei
ir tada pati zime ka f’ (x). Vienlidzibas kreisa puse augosas
funkcijas gadijuma ir vienmer pozitiva. Lidz ar to labajai pusei
ir jabut pazitivai un arf ¥ (x) >o0. Atseviska gadijuma ¥ (x)
var baot vienlidzigs ari nullei, jo 12. paragrafa redzejam, ka
pastavot nevienlidzibai f (x) = a, robeigadijuma var but ari
vienlidziba iespgjama: lim f (x)= a. Ta tad augosas funk-
cijas atvasinajum s ir pozitivs, vai atseviSkos ga-
dijumos vienlidzigs nullei

Spriezot ta ka augoSas funkcijas gadijuma, no (2) nevien-
lidzibas dabnjam atzinumu:

dilsto$as funkcijas atvasinajums ir negativs
vai atseviSkos gadijumos vienlidzigs nullei

Ja funkcija aug visos intervalla punkios, tad Sai intervalla
to sauc par augosu; ja ta dilst visos intervalla punktos, tad Sai
intervalla to sauc par dilstoSu funkciju.

Argumentam augot, attiecigais liknes punkts kustas pa labi
un augoSas funkcijas ordinata aug, bet dilstosas dilst. Tapgc
augosas funkcijas attelotaja likne celas (zim. x;—x;), bet dil-
stoSas kritas (zim. xg—x,;) attieciba pret abscisu asi. Atzimésim,
ka runajot par funkcijas augSanu un dilSanu, tapat liknes cel-
$anos un kriSanos, aizvien argumentu piepem par augoSu.

A

—1'(x) un

S J\
e .
V«‘sn 4-\_;[_4_ 2y ey -,-g.ué AE :

17. zim.

Ja kada intervalla funkcija tikai aug, vai tikai dilst, tad funk-
ciju sauc par monotonu, pretéja gadjiuma par svarstigu.
Kada intervalla, piemeram: X; X,,, svarstign funkciju var uzska-
tit ka monotonu funkciju, ja So intervallu uzskata ka sastavoSu
no vairakiem maziem intervalliem: X; Xq; Xg Xyy5 Xy; Xy, kuros
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ta tikai aug vai dilst. Tapéc no funkcijas augSanas un dilSanas
viedok]a var runat un runasim tikai par monotonam funkcijam.

Apskatisim augoSas un dilstoSas funkcijas atvasinajuma ipa-
Sibas feometriski. Atvasinajuma nozime ir vienlidziga tangen-
tes lepka koeficientam. Tapéc augoSas funkcijas attelo-
tajasliknestangente un pozitiva x ass veido Saur-
lenki ka zim&juma punkti x;, vai atseviSkos gadijumos
ir parallela abscisu asij ki, piem&ram, punkta x,. Dil-
stoSas funkcijas attelotajas liknes tangente un
pozitiva x ass veido platlepki ka punkta x,, vai atse-
viskos gadijumos ir parall&la abscisu asij ka, pie-
meéram, punkta x,.

Ieprleksqle atzinumi rada augo$u un dilstosu funkciju at-
vasindjumu ipaSibas .Rodas jautidjums, vai nevar ari péc funkcijas
atvasinajuma zimes spriest par tas raksturu dotaja punkta.

Piepemsim, ka dotas fun.kcuas atvasinajums ' (x) > 0. Zi-

nam, ka lim i(ﬁ—_hﬁ—f[_x):f,() jeb f(X+h)—f(x]

b—>o

=1’ (x)+ ¢, kur ¢ ir bezgaligi mazs lielums. Tapec| e \<| i’ (x) |
Ja tas ta, tad pédé}ﬂs vienlidzibas labas puses zimi nosaka
£ix) Taka (x) > 0, tad arl kreisdjai pusei ir jabut lielakai
par mulli; $ (x‘l‘h]:)l J (x) ='0, kas norada, ka funkcijas pieau-
gumam un argumenta pieaugumam ir vienadas zimes. Tas no-
rada, ka argumentam augot, aug ari funkcija. Ta tad, ja
(x) >0, tad pie dotas argumenta nozimes funk-
cu airau gosa Lidziga karta spriezdami, dabnjam, ka funk-
cija dilst pie dotas argumenta nozimes, ja ' (x) < 0. Tas
geometriski nozime, ka punktos, kur tangente un pozitiva
X ass veido Saurlenki, funkcija aug, bet kur plat-
lepki — dilst. Vel apskatams gadijums, kur ' (x) — 0. Sai
gadijuma tangente ir parallela X asij un pastav 4 iespégjas.
Likne var tuvoties pieskarSanas punktam no kreisas puses vai
nu celoties vai kritoties. Tas pats var biit ar pa labi no pieskar-
§anas punkta. Kombingjot $is iespgjas, dabijam 4 gadiju-
mus, kadi ir punktos x; X, X, un Xg Pirmaja gadijuma
funkcija aug, otra — dilst, treSaja un ceturtaja gadijuma
funkcija ne aug, ne dilst, bet pariet no augosas dilst o-
§3 un otradi — no dilsto8as augo3a.

52. §. Funkcijas maksims un minims.

Ja funkcijas atvasinijums kadai argumenta nozimei ir vien-
lidzigs nullei, tad ka iepriekSeja paragrafa redzejam, funkcijs
pie Sis nozimes var augt, dilt, pariet no augoSas dilsto8a un ot-
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radi, no dilstoSas augosa. Apskatisim tuvak divi pedejos gadi-
jumus. Funkcijai parejot no augoSas dilsto3a, tas attelotaja lik-
ne tuvojas pieskarSanas punktam no labas un kreisas puses pa-
celdamas ka, pieméram (17. zim.), punkta x,. Ta tad Sai punkta
ordinata ir lielaka par paréjam pec patikas tuvam kaimiga or-
dinatam. Analitiski tas nozim&, ka apskatama funkcijas nozime
ir lielaka par tam funkcijas nozimém, kuru argumenti p&c pati-
kas maz at¥kias no apskataimas argumenta nozimes. So funk-
cijas nozimi sauc par funkcijas maksimu pie dotas argumenta
nozimes jeb par maksimu dotaja punkta x. Ta tad
funkcijas maksims ir funkcijas nozime, kas ir
lielaka par kaut kuru-péc patikas tuva kaimi-
na nozimi.

Funkcijai parejot no dilstoSas augosSa, tas attelotajas likne
tuvojas’ pieskarSanas punktam no labas un kreisas puses krizda-
mas ki, piemeéram (17. zim,), punkta x,. Ta tad Sai punkta or-
dinata ir mazaka par pargjam, tuvuma eso$am, ordinatam. Ana-
litiski tas nozime, ka apskatama funkcijas nozime ir mazaka
par tim nozimém, kuru argumenti pe&c patikas maz atSkiras
no apskatamas argumenta nozimes. So funkcijas nozimi sauc par
funkcijas minimu pie dotas argumenta nozimes jeb dotaja pun-
kta x. Ta tad : :

funkcijas minims ir funkcijas nozime, kas ir ma-
zika par kaut kuru pec patikas tuvu kaimina no-
zIimi.

‘Maksimu un minimu apzimé ar vienu vardu — funkcijas
ekstrems.

Noskaidrosim, ka atrast funkcijas maksimu un minimu. Re-
dzejtim, ka funkcijas ekstrems var bnt tais punktos, kur atva-
sinajums ir vienlidzigs nullei. Bet ne visos punktos, kur atva-
sinajums nulle, funkcijai ir ekstrems. Ta var ari dotaja punkta
augt vai dilt. Funkcijai ir maksims, ja ta pariet apskatama punkta
no augosas dilstoSa un minims, ja ta pariet no dilstoSas augosa.
Kamer funkcija aug, tas atvasinajums ir pozitivs, — kamer
dilst — negativs. Ta tad funkcijai ir ekstréems tais punktos,
kur atvasinajums, mainot zimi no plis uz minus, vai arT no
minus uz pliis, piegem nozimi nulli. Ja, turpretim, kada punkta
atvasinajuma nozime ir vienlidziga nullei, bet tas nemaina zimi,
tad funkcijai $ai punkta ekstrema nav, bet ta aug, vai ari dilst.

No $a atzinuma dabnjam funkcijas maksima un minima at-
raSanas pan@mienu:

funkcijaiir maksims, kur ¥ (x) = o un ' (x) maina
zimi no - uz —; funkcijai f (x) ir minims, kur
¥ (x)—=o un ¥(x) maina zimi no — uz 4
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~ Piemers. f

fx)=(x—1)2 (x+1)* jaatrod ekstrémi.

1 (x)=2(x—1) (x +1)°+ 3 (x—1)*(x+1)*= (x—1)*(x+1)*(5x—1);
(x—1) x+1? Gx—1D)=0; x,=1; x,=—1; X;=14;

1) pemam pirmo kritisko nozimi x;=1 un to apmainam ar x=1:
x<1L, 'X)=(—) +) (+H)=—,

x>1, ') =) (+)? (+)=-+, ta tad pie x — 1 ir minims:
(=0

2) x,——1,

x<—L1I'®)=)(=D )=+
x>—1,1'"(x)=(—)(+)*(—)=+,ta tad pie x=—1 ekstréma nav.

Xg— %
X<} I'®)=(—)(+)*() =+ j e
x>} 1'(®)=(—)(+)* (+)=—, ta tad pie x = § ir maksims:
f(}) = 1,10592.
Apskatitais funkcijas ekstréma noteikSanas panémiens dod
vel otru, prakse vairak lietojamu papemienu. TieSam, funkcijai
ir maksims, kur tas atvasindjums, iedams caur nulli, maina zimi
‘no plos uz minus. Tas nozime&, ka atvasinajums dilst. Bet ja
tas dilst, tad ta atvasinajums jeb dotas funkcijas otrs atvasina-
jums ir negativs., Ta tad
f(x) ir maksims, kur ¥ (x) =0 un # (x)<0.
Analoga ce]a spriezdami, dabnjam, ka
f(x) ir minims, kur ¥ x) =0 un " (x) > 0.
' Piemers. Noteikt funkcijas x®—3x2—0x-}-5 ekstréemus.

1, I'(x)=3x2—6x—9; 2. 3x*—6x—9=0; x,——1 un x,=3.
3. I"(x)=6x—6; 4.1"(—1)=—12 un f(—1) =10— maksims.
’( 3 )=-+12 un I(3)=—22 — minims.

Redzejam, ka funkcijas ekstréems ir tais punktos, kur atva-
sindjums maina zimi no plis uz minus, vai ari otradi. Pie ne-
partraukta atvasinajuma tas var bnt tikai tad, ja tas piepemn mo-
zimi nulli. Ta tas arl parasti ir. Tomer atzimejams gadijums,
kur atvasinajums ir partraukts apskatama punkti un maina 71-
mi, izejot caur bezgalibu, t. i. ¥ (X) = oo. Tas nozime, ka ta

apgrieztais lielums f’%f: 0 un ka S$ai punkia tangente ir per-
pendikulara. x asij. Tads gadijums ir zim&juma, pieméram pun-
ktos xg un X;;. Pirmaja gadijuma atvasinajums maina zimi no
+uz — un ir maksims; otra no — uz -\ un ir minims. Var but
ari tads gadijums ka punkta x,, kur atvasinajums ir o,
bet zimi nemaina un tapec tur ekstrema nav. Lai at-
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rastu punktus, kur ¥ (x) = g un kur funkcijai ir

ekstrems, jaatrisina nolidzinajums i-,%ﬁ:o un ja-

izpeta, vai f (x) maina zimi un ja maina, tad ka.
Piemérs. f (x) = a — b (x—c)¥ ; jaatrod ekstrems.

f'(x)z___a(xib_T)% Kritiska nozime ir x = ¢, jo tur ¥ (x) =
=, bet f (x) nav bezgaliba un tapec jaizpeta ¥ (x) pie x—-c.
Ja x<lgc, tad f'(x)=-+}; ja x>e¢, tad f'(x)=—. Ta tad

f (c) ir maksims. .

Nav jadomd, ka funkcijas maksims ir kada intervalla vis-
lielaka funkcijas nozime un minims vismazaka. Kada. intervalla,
pieméram, X, X,¢ var bat pat vairaki maksimi un minimi un
daZzi maksimi, ka X,; ir pat mazaki par daZiem minimiem. At-
zimgjams, ka lidz Sim, runajot par funkcijas ekstréemu, apska-
tijam kada intervalla iekSgjos punktus, bet intervalla galus ne.
Funkcijas nozimes, kas atbilst argumenta nozimeém intervalla ga-
los, sauksim par funkcijas robeZznozimé&m. Funkcijas ro-
bezZnozimes ari var bat maksimi un minimi ka, pie-
meram: intervalli x; xg, lai gan Sais punktos nemaz tangentes
nav parallelas x asij un ta tad atvasinajuma nozimes nav vien-
lidzigas nullei. Lai atrastu kada intervalla vislielako jeb maksi-
mialo un vismaziko jeb minimalo funkcijas nozimi, jaatrod visi
ekstremi un robeznozimes un sava starpa jasalidzina.

53. Liknes konkavitite un konveksitate. Parlickuma punkts.
Nemsim funk<iju y —
f —1f(x), ka grafika ir zime-
v juma attelota liksne. Lik-
nes punktus apzimesim vien-
karSi tapat ka to abscisas.
25 Punkta x,, kur ta kaimina
punkti ir zem tangentes,
likne ir izliekta uz
augl3u jeb uz augsu
konveksa un, piemé&ram,
18. zim. punkta x,, ki kaimipa pun-
kti ir virs tangentes, likne
ir ieliekta uz augsu
jeb konkava uz aug$u. Lai noteiktu, vai punkta likne ir
uz augSu ieliekta vai izliekta, tad iziesim no atzinumiem:
1) lepkim augot, aug ta tangents, un 2) augoSas funkci-
jas atvasinajums f(x)=0, bet dilstosas f'(x)=0.
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Piegpemsim, ka punkts kustas pa likni ta, ka ta abscisa x
aug. Ja Itkne ir uz augsu ieliekta, tad ar x aug§amu aug qulps
«, ko veido tangente un pozifiva x ass. Bet ja o aug, tad

arl tge aug, un aug ari f(x). Ja P(x) ir augosa funkcqa tad
tas atvasinajums f’(x)>0. Ta tad, ja likne ir uz aug$u ie-
liekta, tad ”(x)> 0.

Ja likne ir izliekta uz augSu ka, piemeram, punkta x,, tad
ar x augSamu, o un tgo dilst. Tapec ¥(x) Sai punkta ir dilstoSa
funkcija un tas atvasinajums /(x)<C0. Ta tad, ja likne ir
izliekta uz augs$u, tad f’(x)<<0.

Var but ar1 punkti, kuros Itkne pariet no izliektas ieliektaja,
pieméram, punkta x;, un otradi, no ieliektas izliektaja ka, pieme-
ram, punkta x, Sadus punktus sauc par parliekuma jeb
im_ﬂaksijas punktiem. Ja likne ir ieliekta un pec tam iz-
lickta uz augSy, tad #’(x) maina zimi no - uz — un ja ot
radi, tad no — uz --. Pie nepartraukta otra atvasma]uma tas
var bat tikai tad, ja f”(x)—O Ta tad

infleksijas punkti meklejami nolidzinajuma
f’(x)—=0 sakneés un tikai pie tam, pie kuram tas
maina zimi.

Piemers. Dots parabolas nolidzinajums y2—2px, un jaat-
rod, kur parabola ir izliekta un kur ieliekta.

2
y' z%; ¥ = %; ja y=>0, tad y"<<0
un parabola ir izliekta; ja y<C0, tad y” >0 un parabola ir ie-
liekta.

Ja pec dota nolidzinajuma jaatrod liknes for-
ma, tad atrod, kur ta krusto koordinatu asis, kur
tai ekstrémi un infleksijas punkti un nosaka
konkavitati un konkveksitati

54. §. Uzdevumi.
Atrast sekojoSo funkciju maksimus un minimus:
1. f(x)=2x*—9x*+}12x, atb. maks. pie x—=1 un minim. pie x =2.
2. f(x)=38x*—9x*—27-} 30, atb. maks. pie x=—1, i(—1)=45;
min. pie x=3, 1(3)=—>51.
8. I(x)=2x"—21x"+86x —2, atb. maks. pie x=+1, I(1)=—3
min. pie x—0F, t(ﬁ)__—128 5
4. t(x}_ 3 — 2x?-}-8x 41, atb. maks. pie x=1, f(l)————
min. pie x=3; I(3)=1.
5. f(x)=2x*—15x*+4 36x + 10 atb. maks. pie x =2, [(2)=38;
min. pie x=3; I(3)=37.
6. I(x)=x3—9x2-}156x—3, atb. maks. pie x =1, [(1)=4;
min. pie x=5; {(5)=—28. :

121



10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.
17.
18.

19.

20.

21.

22.

24.

26.
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f(x)=x*— x‘+5x’+1 atb. maks. pie x=1, {(1)=2;
min. pie x=3; I(3)=—

f(x)=38x>— 125x'+2160x atb. maks. pie x—=—4 un 3;
min. pie x=—3 un +4.

f(x)=(x—3)* (x —2), atb. maks. pie x:%, t(%) :%;
min. pie x=3, 1(3)=0.

f(x)=(x—1) (x—2)° atb. maks. pie xz—g-; X =2 min.
f(x)=(x—2) (2x 4 1)* atb. maks. pie x:-%; min. pie xz%.
r(x)=(x+1)% (x —5)%, atb. maks. pie x%; min. pie x=—1un5.
f(x)=x (x—1)? (x+1)% atb. maks. pie xz—;—min.pie Xe=i un—’;—’
I(x)=x (a+ x)* (a—x)°, a>>0, atb. maks. pie x=—~";—";
min. pie x=—a un %.
Ix)=2x+4 %, atb. maks. pie x—=—1; min. pie x=-1.
x*—7x+ 6

(x) ==——F_—j5  atb. maks. pie x=4; min. pie x=16.
t(x)= _T—}—;:Li’ atb. maks. pie x =%.
—3x+2 ; 5
l(x)—m, atb. maks. pie x=— |2 ; min. pie x=-+} 2.
10

[(X)_m, atb. maks. pie x=1, f(1)=10

min. piex_ ) ,f( )__

t(x)—V2x”+3x’ —36x-+17, atb. maks. pie x=—38,1(—3)= V_
min. pie x=2, {(2)=—3.

Ix) = _lnif atb. min. pie x—e.

f(x) =, atbh. maks. pie x—e.

I(x):aek‘-i—be“k". (a>0, b>0, k>0), min. pie x=l'nb—z;m'
Inb—Ina
! T)=2 b ab.

4
) — :—,, atb. maks. pie x=4; min. pie x=0.
f(x)=xe*, atb. min. pie x=—1.

I(x]--—

2
ax atb. maks. pie x=y=; min. pie x=0.



-27. B(x)=Dbesin x, atb. maks. pie ng (x<n)
28. [(x)=x*—2ax-b® atb. min. pie x—=a, f(a)=b*—a2
29. [(x)=a- (x—c)', atb. min. pie x—=¢, I(c)=a.
30. f(x)=x*(a—x)’ a0, maks. piex:gga—; min. pie x=0.
31. [(x)=sinx, maks. pie x—= (2114-%)1:; min. pie x= (2n+—23—) =
82. 1(x)=cosx+sinx, (0<x<2r), maks. pie x=", :(%) =Vz;
> or on =
min. pie x =", 1 (T)z—-]( -
T T 1] ™
33. f(x)=sin2x—x, (— ”gé__x\{?), maks. pie X =75 min. pie x=—
3. Ix)=2tgx—tg*x (0<x<'12i), maks. pie X_—:g*.
35. I(x)=xarcsinx- |1 —2* min pie x=0.
36. f(x)=(x—1)arectg(x—1)— %ln(x’—2x+2), min. pie x =1,

. : v ’sin 2
37. Slipa sviediena talums aprékinams no formulas: R = s Lig

kur v, ir sakuma atrums un ¢ sviediena lepkis. Atrast sviediena le E,
kas pie )dotﬁ sakuma atruma dotu maksimalo sviediena talumu
@ = 459

2 v, sine.
38. Slipa sviediena ilgums aprékinams no formulas: T = 23Ny

g
Atrast sviediena lepki, lai butu maksimalais sviediena ilgums (atb.
e = 009).

30. L.odes kustibas ilgums pa slipumu aprékinims no formmulas:
T—2 Atfrast ¢lai boitu minimalais T. (Atb. ¢ = 45°.)

gsin2
EO. Elektriska “elementa energija aprékinama no formulas: P =
R
=@+R):’ kur E ir pastavigais elektrodzingjspéks, r ir pastaviga iek-
§ejaRpretestlba un R — areja pretestiba. Pieradit, ka P ir maksims,
ja = T

41. Elektriska strava, tecedama pa rigki ar radiju a, darbojas uz
mmazu magnétu, ki ass sakrit ar ripka asi, ar sp€ku, propofrcionilu
g — ' kur x ir magneta attalums no rinka. Pieradi, ka spe-

(8 +x)*
kam ir maksims, ja x = %.

42. Sadalit skaitli a divi dajas, a1 to reizinajums batu maksimalais.
(Ath. katra dafa it 3).
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43. Sadalit 10 divi dalas, lar fo kvadratu summa butu maksimala.
{Atb. katra dala ir 5.)

44. Sadalit 10 divi dalas, lai viemas dalas dubultojums un otras
dajas kvadrats dotu minimdlo summu. (Atb. 9 un 1) )

45, Atrast skaitli, kas maksimali parsniegtu savu kvadratu. (Atb.15.)

46. Kads skaitlis, saskaitits ar ta apgriezto skaitli, dod minimalo
summu. (Atb. 1.) 3

47. Pieradit, ka no visiem taisnstoriem, ar doto perimetru, vis-
Helakais laukums ir kvadratam.
= 48. Taisnstifa veida zemes gabals, ki platiba ir 216 m2, jaiezogo
un japardala ar seétu uz pusém, kas iet paralleli vienai malai. Ka jzve-
leties malu gagumus, lai Zogam patérétu minimalo materidlu. . (Atb.
12; 18.)

49. Taisnstira veida zemes gabals ar lavkumu L ir jaieZogo.
Ka izveléties gabala izmérijumus, lai Zoga materials batu minimalais,
ja viena mala botu gravis un Zogs tur nebutu jataisa. (Atb. gravim
parallgld mala ir divreiz gajaka neka otra mala.)

50. Rezervuars, ka dibins ir kvadrats, ir jaapcinko no iekSpuses.
Kadiem ir jabiit ta izmerijumiem, lai izlietotu vismazako materiilu,
ja rezervuirs ir bez vaka un filpums ir 32 m3. (Atb. augstums ir2 m
un kvadr. mala 4 m.)

51. Rezervuars tilpums ir T. Ta veids ir tads pats ka iepriek-
S§¢ja uzdevuma. Kadiem ir jabnt ta izmerijumiem, lai pie dotd filpuma
botu vismazaka virsa. (Atb. dibina mala ir divi reizes garika par
augstumu.)

52. Ja tada paSa veida rezervuara iek3gja virsa ir 48 m?, tad
kads ir ta maksimalais tilpums. (Atb. 32 m3.)

53. Japagatavo cilindriska kastite bez viaka. Atrast kastites izme-
rijumus, lai tis pagatavoSanai izlietotu vismg,z%ko materidla daudzumu,

ja tas tilpums ir T. (Atb. pamata radijs ier.
T

54, Pagatavot mo skarda 30x14 cm® kastiti bez vaka ar vislielako
tilpumu, izgriezot no skarda stiriem vienlidzigus kvadratus un uzlocot
skirau par saniem. (Atb. izgriez. 3X}3 cm.)

55. No skarda kvadrata, ka mala ir a cm, japagatavo bezvaka
kastite, ar vislielako tilpumu, izgrieZot no skarda stariem vienlidzigus

a__a
kvadratus un uzlocot skardu ka sanus. (Atb. izgriez. irﬁ—Xg).

56. Ba]ka izturiba, ka S3kersgriezums ir taisnstnris, ir tieSi pro-
porciondla pfatumam un augstuma kvadratam. Kadi ir balka Sk&rsgrie-
zuma izmeérijumni, la1 balkis butu visizturigakais, kadu vien var paga-
tavot no apaja koka, ka diametrsir d. (Atb. augstums ir/}. d un
platums ir J § )

57. Loga forma ir taismstoris ar pusripki augSi. Dots ir loga pe-
nimetrs. Kadi loga izmerijumi, lai logs izlaistu visvairak gaismas. (Atb.
rinka radijs ir vienlidzigs taisnstiira augstumam.)

58. Pienemot, ka stiena izturiba, ka S$kersgriezums ir taisnstnris,
ir tie§i proporcionala platumam wun apgstuma kubam. Atrast stiena

platumu, lai stienis botu visizturigakais, kadu vien var pagatavot no
apaja koka, ki diametrs ir 16 cm. (Atb. plat. ir 8 cm.) _
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50. Pieradit, ka no visiem taisnstnriem, kadus var ievilkt dotajs
rinki, vislielakais perimetrs ir kvadratam.

60. Atrast taismstiuri ar vishielako laukumu, ka hipotennza ir c.
(Atb. katras katetes garums ir 022 :

61. Pieradit, ka no visiem taisnstofiem, kadus var ievilkt dotajs
rigkl ar radiju a, vislietakais laukums ir kvadratam. (Atb. mala ir a)2),

62. Ellipse b®x*+ a?y? — a? b? jerakstit taisnsturi ar vislielako
faukumu. (Atb. L = 4 xy; x = 2 22 uny = "_122’

63. Ellipst b®x 2-{-a% y*= a® D* ierakstit taisnstori ar vislielako

a! M - b!
rimetru. (Atb. =4 L e W e ——— s — —

pe ( P X + 4y; Vago? Jaib

64. Taisnlenka trisstifa pamats ir b un augstums a. Atrast ie-
vilkta taisnstopa augstumu, ka laukums ir maksimalais. (Atb. h =%)

65. Trissturi ABC, ki pamats AB = ¢ un augstums he, jaie-
velk taispstiris ar maksimalo laukumu. Taisnstopa viena mala atrodas
che

h
uz AB. (Atb. taisn. augstums b —~5- un L — =~}

66. Atrast lode ievilkta taisna rigka cilindra augstumu, lai cilin-
drim b0t maksimalais tilpums. Lodes radijs ir r. (Atb. h azzigi :

67. Atrast lodé ievilkta taisna ripka cilindra augstumu, lai cilin-
drim botu maksimald sanu virsa, ja lodes radijs ir r. (Atb. h = 1] 2)

68. Pieradit, ka no visiem taisna rinka cilindriem ar doto tilpu-
mu T, vislielaka virsa ir tam, k3 aksialSkelums ir kvadrats.

60. Atrast ap doto lodi apvilkia taisna rinka kona augstumu,
lai ta tilpums bftu mimmalais. (Atb. h = 4 r; tilpums ir divi lodes
tilp. vienfidz.)

70. Jauzcey telts reégularas Cefrstiira piramidas veida. Aprekinat telts
augstuma attiecibu pret pamata malu, lai pie dotas telts sanu virsas,

tai batu maksimalais tilpums. (Atb. Lj_)

71. Zvejlaiva atrodas 9 km no krasta fuvaka punkta. No §i punkta
pa krastu 15 km attalumia atrodas zvejnieku nometne. Vienu zvej-
nieku izsuitija mo zvejlaivas maza laivind uz nometni ar noteikumu, ka
tas vac piestat ar laivipu krastd un sasniegt nometni ari kijam ejof,
bet lai nometni sasniegtu visisakad [aika. Aprekinot, kur zejniekam iz-
kapt krasta, lai uzdevumu izpilditu, ja kajam ejot t3 afrums ir 5 km
stundi, bet [aivipa 4 km. (Atbh. 3 km no nometnes.)

72. Glezna ir 1,4 m augsta un pakarta pie sienas {3, ka tas apak-
§eja mala ir 1,8 m virs novérotdja acs. Kada attalumi no sienas it
jastav gleznu aplokojot, lai butu vislabakie redzeSanas apstakli, t. i.,
lai redzes lenkis bfitu maksimalais. (Atb. 2,4 m.)

- 73. Uz rigka x% - y* = a? atrast punktu, ka attalumu kvadratu
summa [idz punktiem (2a; o) un (o; 2a) botu minimala. (Atb. .‘.)-; E)

6 6
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74, Uz parabolas y®=2px ass dots punkts ka attalums no vir-
sotnes ir a. Atrast dotajam punktam tuvaki parabolas punkta abscisu.
(Atb. x = a — p.)

75. Ortogonila koordinatu sistema dots punkts (x,; ¥,) .pirma
kvadranta. Vilkt caur So punktu taisni ta, lai t3 un koordinatu asu
i:uba.li ierobeZotu ftrisstiiri ar minimalo laukumu. (Atb. asu gabali ir

0)s

76. No 64 serkocigiem izveidot taisnsturi ar maksimalo laukuma.
(Ath. L = x (32—x); x=16.)

77. Atrast parabolas y=x® konkavitati un konveksitati.

78. Afrast liknes y=x% konkavitati un konveksitati. (Atb. pa labi
no (0; 0) punkta likne ir ieliekta uz augSu, bet pa kreisi uz lefju.)

T9. Atrast liknes y = sin x parliekuma punktus. (Atb. pie x =n=).

83. Atrast liknes y = tg x parliekuma punktus. (Atb. pie x =n=).

VII. nodala.

Nenoteiktas izteiksmes.
Dazas nenoteiktas izteiksmes ka, piemEram,%, =, 0. un

@ -+ o jau pazistam. Zinam arf, ka par nenoteiktas iz-
teiksmes f(x) isto verttbu pie argumenta X nozimes a piepem
§Is izteiksmes robezu:

[f(x)]x=a = 1lim i(x).

Apskatijam ari piemineto mnenoteikto izteiksmju isto verti-
bu aprekinaSanu ar robeZlielumu palidzibu. Sai nodala iepazi-
simies ar citu nenoteikto izteiksmju isto vertibu aprekinaSanas
panémienu, uz diferencialrékiniem pamatotu. Atziméjams, ka ne-
noteiktas izteiksmes nekad neparadas patstavigi, bet paradas ka
speciali gadijumi mainigo lielumu izteiksmes pie atseviSkam ar-
gumentu nozimém. Sai nodala apskatisim nenoteiktas izteiksmes,
kas pie kadas atseviSkas argumenta nozimes piepem kadu seko-
josu fonnu:%,

m,O o, 00 —o0, 0° o0® un 1%,

55. §. Nenoteikta izteiksme ;.

Nemsim funkciju f(x) divi funkcuu (x) un ¢ (x) dalijuma
veida:
P (x)

ET K

Ja pie kadas argumenta nozimes x—a reizé ¢(a)=—0 un

¢(2)=0, tad dabnjam nenoteiktu izteiksmi f(a)= 2. Funkci-

f(x) =
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jas ista vertiba ir lim f(x). Tas atraSanai dosim argumenta
x—»8

S tad f(alh)— HBT D) o
nozimei a pleaugm'nu h, tad f(a-+-h) Ha+h)" Ta kip(a) =0
un ¥(@)=0, tad Sos lielumus varam atpemt no skaititaja un
saticgja:

¢(a + h) —o(a)
ta-thr d(@a+h)—¢(a)’

Dalisim dajas skaititaju un saucgju ar h:

p(a+h) —¢(a)
h

v(afh)—4(a)
h

f(a-+h)=

Parejot uz robezu, ja h—0, dabojam $adu vienlidzibu:
lim 2@ +h —o(@)

: e h _?'(@
limt(a+h)= lim L@ T —%(@ ¥y
m
h—>0 h

Bet lim f(a--h)—: limf kat. 19. 8.).
et fim f(a{h)=limf(x) (skat. 19. §.)
Ta tad

smio0=318 e 1071

Izsakot pedejo formulu vardos, dabujam Lopitala (I‘Hospital)
likumu:

ﬂ f
¥ (

ver$as nenoteikta izteiksme % tad tas isto ver-

ja divu funkciju dalijums ; pie x—a par-

tibu, ja x—a, atrod, diferencéjot atseviski skai-
¢’ (x)
¢’ (%)

titaju un sauceéju un dabuta dalijuma

x vieta ieliekot a.

Var bat gadijumi, kur ari ?—,E:; g Tad f(x) istas nozi-
’
. mes atraSanai japiem&ro Lopitala likums vel reiz dalai yi(x)

¢ (x)
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Var but ari gadijumi, kur Lopitala likums japieméro neno-
teiktas izteiksmes f(x) istas vertibas aprekinasanai vairakas rei-

9" (@) 0
zes, lidz nonikam pie 4)(“)( ) 0 Lopitala likums izlietojams
nenoteiktas izteiksmes % istas vertibas atradanai tikai tada
gadijuma, ja;fg; pie x—a eksisté robeZa.
Piemeri. .
x"— a" o x—a"  [n x""l] i
b x—a]x=a T—I;IPX —a _[ 1 x==:_na ’
o [X—3x+2 ] 3x*—3 ] - 8=3 ®
X"’—x"‘-x—l—l x=1 3Ix:— —1x 1 3 2—1 0
Redzam, ka japiemero vel reiz Lopitala likums: ﬁl =§.
6x—2)x—1 2

Ta tad ista vertiba, ja x—a, ir g
oo

56. §. Nenoteikta izteiksme —.

Ja f(x)—ﬁ—) un g(a)=17%(@)=cc tad dabnjam nenoteiktu

$(x)
izteiksmi f(a)= g Tas Istas verttbas aprekkinaSanai parveido-
1 1
sim to fadi: f(x)= igg ‘I’(IX). Tagad f(a):%:g
o (X) to
un tap&c Se varam piemérot Lopitala likumu*
1 i
10)= st0) R B L T (") i [(CP @) T
% (L) S ¢ () (X)) x=s
() Jxma L 9 (® (X) x=a
2 2 [V )] i ¢’ (x)
=[i(a)] & (x)]x=a' Ta tad f(a)=[i@)]*- [ (x)J

Saisinot ar f(a), dabfjam

1:f(a).[i: E:%]xma Jeb f(a):[%% x=a Jeb I(a)=$' z:;.
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Redzam, ka nenoteiktas izteiksmes 2 1isto vertibu atrod

pec Lopitala likuma., <
Piemeri.
[ x 1 1
1 — — = ==
) _Bx x=co [ex]:=oo &=
. l 1 J 1
In x A g R s
G e bl (e e ik
: 1
in2
3) lnx] % X _____[sm x] o
hctgx x=0 o 1 X x=0
Sin2X x=0
[2sinx . cosx]
s SR SRR 0
1 x=10

57. 8. Nenoteiktas izteiksmes 0. o Un 0 — .

1) Ja I(x)=9(x).¢(x) un o (a)=0, betd(a) =co, tad
dabnjam nenoteiktu izteiksmi f(a)—0.00. Atradisim tas isto
verttbu, ja x—a. Tai nolﬂka to parveidosim: {(X) =¢(X).d(X)=

= E%—) Tagad f(a)= ﬁ un varam piemérot Lopitala likumu.
¢ (x)
Varetu atrast nenoteiktas izteiksmes 0. isto vértibu, ieprieks
to pievedot pie formas 2 un tad piemérot Lopitala likumu.
Piemeri. '
1 fe
1) (x ctgx)x_o—(tgx)x_o ( T ) —3
: cos?x/ x—¢
2) [(x—a) lnﬂ(x—u a)]x=a=0:00; [(x—a)In?(x —a)]x=a=
: 1
n?(x —a) In? (x — a) [2ln (x— a)x—a] ts
o T T x—a) 'hkea |l —(x—2a) =h
:[ 2In(x— a) 0] [_2ln(x a)
(x—a)” lx=a x—8) " Ji=a
2(x— J
=[2(x—a ==
|22 | —pa—a.-
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2) Ja i(x)=9(X) —¢(x) un p(8)=¢(@)=c, ftad
dabnjam nenoteiktu izteiksmi o0 —oo. Atradisim tas 1sto vertibu,
to parveidojot:

ekl
O

P® P ¢ @
Tagad, ja x—a, skaititajs un saucéjs ir 0 un tapec varam pie-
mérot Lopitala likumu.

Piemeéri.
1)[2ﬁ1]_00_m_[2_1]__
x2—1 x—1)x=1 . ’ X2 —1 x—1]:—1
=[z..=% [—“"] = (5x)oe=
x" 1 x=1_0’ Xﬂ_l x=1.—- 2X x=.‘|_

% [ __] x—sinx 1—cosx o
sin X XJx—o | xsinx Jx_o |SinX+xcO8X)x—0

= [sm X 0

.
2

Do) =

== - =_—-=0.
2cosx—xsinx|x—o 2

58. §. Nenoteiktas izteiksmes 0, oo ® un 1%,

Ja 1(x)=[3x)1*" un 1) g (a)=1(a) =0, 2) p(x)="co, $(x) =0,
3) ¢(x)=1, Y(X)=co, tad pirmaja gadijuma dabnjam nenoteiktu
izteiksmi 0°, otra o0 ® un treSaja 1°°,

So nenoteikto izteiksmju isto verttbu atrasanai logaritmesim
f(x) izteiksmi: Inf(xX)=1¢ (x) In@(x). Uz logaritma definicijas
pamata varam rakstit: f(x):ewmw(x).

Apskatisim, kadu formu piepem S1 izteiksme iepriek§ mingtos
gadijumos:

1) ja ¢(a)=1d(a)=0, tad ¢(a)Ing (a)=0. (—);

2) ja p=co un ¢ (a)=0, tad ¢(a)lnp(@)=0. c un ja

3) ¢(a)=1 un ¢ (a)=co, tad ¢ (a)lny (a)=ce. 0.
Redzam, ka Sais trijos gadijumos izteiksmes e*™"%®

kapinatajs ‘) (x) In ¢ (X) piepem nenoteiktu formu 0. oo, ka 1stas
veértibas atraSanai varam piemerot Lopitala likumu. Ta tad, lai

atrastu nenoteiktas izteiksmes [o (x)]q'm istover-
tibu, janem tas logaritms ¢(X)In¢(x), kas pienpem
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nenoteiktu formu 0.0, japiem&ro tam Lopitila
likums un pec atrastas logaritma nozimes jaat-
rod funkcija.

~ Piemeri.
1) [xx]x=0:00; xz:ex[nx; [XIIIX]1=0= ll__if] 1
X x=10

=[—x]x20=0

Ta tad [HX]x D—e _1
2) [x*™]:=0=0"; mIx™" =sinxInx; ["“"],=o=

= sinxlnx — al(— oo] In _I ] L

S x=0=€ sinx.Inx|.—

[ ] [ Jx=o o] G
1

5 _[_ sinzx] _[~2sinx.cosx]* _0__

- cosx | | xcosx|—, |cosx—xsinx|y—o 1

sin® x

Ta tad [x™**]i—o=e"=1.

1 : 1 5
3) [xx]x=oo=oo.; [lnxx]x=oo=[§1nx]x=00:%;;
l :} 1
[llnx] = —0. Ta tad [x;] —e'=
X X=0C0 1 =00 x=00

o [asn] o= [ma+ x)%]x=o=[§‘““+x)]x=°:

1
Ta tad [(1+x)‘]x=0= e =e.

1
Ta ir mums pazistama formula lim (14 x)x =e.
x—»8

9* = : 131



59. §. Uzdevumi.
Atrast nenoteikto izteiksmju istas vertibas.

[xe —1 8 =8x-}2 1
1. e 1],!=1 atb. 7° 2. *Fox—8l_» atb. 8
x* — 16 8 x* 4 2x? —8x+5 1
 |vx—=f _, 9 4 |&x-sx—x— 2x+2], e 1
[x—1 1 [Vx*+9—5 4
5- i_r__-i], o &tb. n_. 6. x!—'x—Tl—é 3 atb. 35
B ik '| v I 2.F
. | PV ath. 7. 8 |1 :li): o atb. 0.
I_ IxX= 0 | =0
[e® —e ef—e =
9. e atb. 3, 10. '—?ﬁ"x—] athb. 2.
Jx=0 | x =
ax’+b a [ x2
1. ch, T d]- atb. . 12 b ath. 0.
18. | atb. col  14. %53‘ atb. —oa,
x=0g 18 X k=0
16 == atb. 0. 16. [xInsinx]x=0 atb. 0.
| X" x=co
17, (x+a)1n(1+m)] atb.a. 18. |xsin %] ; atb. a.
X= CO
BYaas ES i B 1
R it "Jx _ath - 20 | eTy e ]7_'1 atb. 3.
21. [(x—8)*"Jx=s atb.1. 22. [1—cosx)* Jx=0 atb. 1.
e
23. [(sinx)* Jx=0 atb. 1. 24, L(.m: re x], 2K atb. 1.
ik 1 rf \tgx
xi—* ath. — 98 1 atb. 1.
| x =1 e 3 X x=0
i tg x i y
27. |(sinx) ] = ath.1. 28 (1 + E) ] ath. e®-
l_ % =_2- | y ¥y =CO .
[l ~-a\8 12 2 f 1 i
29, _(H- ?) ]y= 3 ath. e*. 30 ( ol x)" ]x=o ath. g
[ 1 [ ctgx
31 (1 +nz) =] ath. e* 32 (1 + sin x) ] atb. e.
L = | x=0
[ 2 x [ x
33. (—+ 1 atb. e2. 34 (ctg x) L atb. 1.
| X JxX=C00 =0
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IIT DALA

INTEGRALREKINI



VIII nodala.

Nenoteiktais un noteiktais integrals.

Sai nodaja iepazisimies ar integralrekiniem. IntegréSana ir
apgriezta darbiba diferenceSanai un ar integralrekiniem atrisina
daudzus sarezfitus jautajumus geometrija, mechanika, fizika on
vispar dabas zinatngs un technika.

60. §. Nenoteiktais integrals un integracijas konstante.

Apzimesim funkcijas F (x) atvasinajumu ar f(x). Diferencial-
rekinos ar diferenceéSanu atrod dotajai funkcijai F (x) tas atvasi-
najumu f(x) vai diferencialu f (x)dx. Protams, ka pastav ari
apgriezts uzdevums: dotajam diferencialam f(x)dx atrast pir-
matngjo funkciju F (x), ka diferencials ir f(x) dx:

dFx)=i(x)dx... Q).
Dota diferenciala pirmatné&jo funkciju sauc par
integralu.

Integralu atrod ar integréSanas darbibu. Funkciju integre-
Sana ir integralrekinu pamatuzdevums, tapat ka diferenceSana
— diferencialrekinu. Integrésanas zime ir [. Tapéc to, ka
f (x) dx jaintegre, raksta [ f(x)dx un lasa integrals no f(x)dx.
Péc misu apzimé&juma

Fix)dx = F @) (2):

Piemeéram, [ cosxdx—sinx, tapéc ka dsinx—cosxdx.

Izteiksmi f (x)d x sauc par zemintegralo izteiksmi un
f(x) par zemintegralo funkciju

Var sagaidit, ka diferencéSana un integréSana viena otru iz-
nicina. Tie$am, ieliekot (1) formula no (2) formulas F(x) nozi-
mi, dabnjam, ka

dff(x)dx=f(x)dx... (3).
Ieliekot (2) formula no (1) formulas f(x)d x nozimi, dabnjam, ka
JdF @) =Fx)...(4)

No (3) un (4) formulas var secinat, ka integréSana un dife-
rencéana ir apgrieztas darbibas. IntegréSana ir apgriezta darbiba,
diferenceSana tieSa. Apgriezto darbibu rezultati ir daudzvertigi-
un ta tad zinama meri nenoteikti. Pieméram, |/ 625— - 25.
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- Ka integreSanas rezultats ir daudzvertigs, redzams no 3a:
ja [i(x)dx=F(x), tad [ f(x)dx=F(x)+ C, kur C ir pa-
stavigs lielums, jo d[F(x) 4+ C]=dF(x). No ia secinams, ka
simbolam [ f(x)dx ir bezgaligi daudz vertibu, kas atSkiras ar
pastavigu lielumu, sauktu integracijas konstanti. Tapec
f f(x)dx sauc par nenoteikto integralu. Tomér daudz
jautajumi, ar integréSanu atrisinamie, prasa atrast vienu no-
teiktu pirmatngjo funkciju. Tas ir iespgjams, ja ir uzdevuma
papildnosacijums, kas Jauj atrast integrala nozimi dotajai argu-
menta nozimei. Pieméram, atrast funkciju, ka pirmais atvasi-
najums ir 3x2—2x-15 un ka nozime, ja x—=1, ir 12. Uzdevums
atrisinams ar integreSanu.

J(8x*—2x+5) dx=x*—x*+5x+C, jo d(x*—x*—5x+ )=
=3x2—2x+5. Pec uzdevuma nosacijuma, ja x—1, funkcijas
nozime ir 12, tapéc varam rakstit, ka 12—1—1454-C jeb C=T.
Ta tad meklejama funkcija ir x3—x2-5x-}-7.

61. §. Nenoteikta integrala visparigas ipaSibas.

I. Pastavigo reizinataju var nemt aiz integila
zimes.

Japierada, ka
Jaf(x)dx—a [ f(x)dx.
Sai noloka piegemsim, ka a [ f(x)dx—u. Tad dabosim u dife-
rencialu du—ad [f(x)dx jeb du—af(x)dx. Ja tas ta, tad
u—/[ af(x)dx. Ta tad
Jfaf(x)dx—a [f(x)dx, k b.j.

Il. Algebriskassummas integralsir vienlidzigs

saskaitamo integralu algebriskai summai

Piepemsim, ka u,, uy, Uz, ..., 4, ir x funkcijas galiga skai-
ta un pieradisim vienlidzibu:
Jo,+u,—u,—u,+u,+ ... +up)dx= fu, dx+
+ fu,dx — fu,dx— fu,dx+ [u,dx—+...+ [u. dx.
Apzimejot pieradamas vienlidzibas labo pusi ar F(x), da-
bojam: o )
FE)=Ju,dx+ fu,dx— [usdx—...+ fu, dx jeb

dF(x)=d fu,dx+d fu,dx—d [u,dx—. .. +d [u, dx jeb
dF(x)=u,dx+u,dx —u,dx—...+ u, dx jeb
dF(x)=(,+u;,—u;—...+u,)dx. Ja tas ta, tad
Fx)=f(u,+u,—u;—...+u)dx, k. b. j.
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62. §.

Integresanas pamatformulas.

No katras diferencéSanas formulas dabnijam vienu integra-

Sanas formulu.

1 d( +1) x“‘dx,tﬁpéc]fxmdx_

2. dlnx=i’s ”
X
3. da*—=a* Inadx

4. de*—=e* dX, ”
5. d cosx=—sinxdx, ,
6. dsinx=008Xde ”

dx
7. dth—m, ”»
dx
8. dctgx—-—m, "
dx
9. darctgx—m, 5

B S
9. darcctgxz—l—_i_? -

10. darcsinx ZV%" A

10°. d aE
- darccosx-—j==,

Piemeri.

g 1 C..(1),jam==—1.
O st )
faxdle—%-{—c .......... @)
fetdx =t 00 Setoa o 4
[sinxdx=—cosx+C..... )
Jeosxx=slx1+C ....:.: (6)
dx
fﬁg—x—tgx—l— G e (4]
fs;’n‘;x =—ctgx+C...... ®)
flj_xzzarctgx—f-c ...... ©
f%z—-&rcctgx—i—(}' ou(8)
dx
fvT_:—iﬁ_—_arcsinx-l—C ..... 10)
dx
fﬁ:—-&rc cosx—+C’... (102)

£ f “dx———i—C 2, fvxdx—f ""'dx—%-l—C —3x)x+C.
3. f%—{lf:fx—mx=_—l+c=—l+c.

X
Uzdevumi.
7
1. f x® dx ath. =>+C 2 f x7dx atb. g-x“-l- c.
; 8
3. ﬂx%‘ w —3atC. 4 faxmx ,,"T"-H:.




9.

11.

13.

15.

17.

18.

19.

21.

24.

26.

5
dx ey 2dx 5)x4
3xt st o ULl B TS e
fsy dy 5 573*’4-0. 10. fﬁ]/)?dx . 415
8
Jepxdx 23 TR i xVx 4 ¢
, SXIZEE . Rax - B E+c

f3aqv*dq: i

ap’t-c. 14. f (m*—9)x™*dx
atb. (m+ 3)x™34C.

f(a‘—]—x‘)dx 2 a‘x+’%5+c. 16. f(2x’—-5x’-—-3x +4)dx.

f (1+91'/X_’)' dx »

f (a—I— —l— dx »
J (V;*EV?) e gitin

dx

Joirs .
f(%“%ﬁ'%?/?)d){

f (2x*—3x*12x3—3)dx

fli e

I'(x)dx
S

fe‘ dx

e*—a
cosxdx
bsinx

e dx

e*—a

AR
f (+x*) arectgx

x4 ohxt-—3xt

x—}—g]/xTJr-C.

E=g -k sR 1T 08
sr g Y —eie
2)x+C
2)atx4 C.

3
atb. 4a1/§+9 +2% x|=+ C.

x10_

» 5 +3x‘ 3x+C
3x)/x® =1

. xléx = Bt st L.

» Inf(x)+C.

atb. In(e* —a )+ C.
1 Insinx + C.
” b
» In(e* —a)-}+ C.

. In(ar ctgx).
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30. [(a*lna—e*)dx w A —a¥*- 0.
adx

8. [iri » aarctgx+C.
32, [ (sinx—cosx)dx » —(cosx-+sinx)-C.
ba* dx ba*
B ha - a1 e
34. _"(msinx-i—ncosx) ,» Dsinx—mecosx+ C.
R iE=h
35 ‘r(c?osﬂ_x sin’x)dx .» atgx-+betgx+4C.
36 f(l—/f_i—x—ntl—_t—f(,)dx , adarsinx-+bearctgx+C.
87. [ I(x—1+(x+2)yldx 3 %‘+gx’+5x’+9x+0.
8
1 1 1 15
58 f(V’?“*“:?*;/E_,—ﬁ"i)“ ath. Sxfx— g +3g 1
X
—2/x—Inx+4C

63. §. VienkarSakie integréSanas panémieni.

BieZi vien zemintegrala funkcija f(x) ir tada, ka tas intergra-
lu nevar tieSi atrast intergréSanas tabula. Tados gadijumos ja-
integre ar kadu citu appemienu. Vispirms apskatisim integre-
Sanu ar substitncijas papémienu.

Piepemsim, ka zemintegrala funkcija f(x) ir tada, ka tas
integralu tieSi neatrodam integreSanas tabula. Tada gadijuma
ievedisim jaunu mainigo X —¢ (z) jeb z—¢ (x) ar nosacijumu,
lai @’ (z) 5= 0. lzteicot f(x)dx ar z, dabnjam, ka

Ix)dx=1[p(2)]de(z2)=1[¢(2)] ¢'(2)dz=D(z) dz un
[Ix)dx=[D(z)dz.

Ja nu izradas, ka [ @®(z)dz varam tieSi atrast tabula, tad
atrastaja integrala izsakot z ar x, esam aprekindjusi meklgja-
mo integralu.

Piemeri.
xdx s 3
1. f —. levedisim jaunu argymentu z=1—x> tad

ez d d
< S | ] xdx _
dz=—2xdx un dx=—g_. Tapec fVl——x’

= =9 fgﬁz-—2 fz“"'l’dz:—z’l"—l— e=—}Ji—x2+c
V=
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=2 fV_— Piepemsim x = az, tad dx=adz unfv ==
a’—x
adz =f adz dz
J a®—a?z? aj1—z2 JJ1—2z
=arcsin%+ C.

3. f———Pleqemsnnx—-l—, tad dx:——d—zg unf—-—d—x_—=
x)/x*—1 z x)/x?—1

— arcsinz + ¢ =

el
“—flvl_z-a Ji—z ———arccosz+C= arccol—-f-o

4. [e**x%dx. Piepemsimx®=z, tad 3x’dx=dz un x*dx= %z p
Tapec [ estx*dx= [Zf=ter +-0=}ext4 C.

5. [(a+Dbx)*dx. Piegemsim a-{bx=z, tad dx:ldz un

b
o el g e (a+bx)*+
f(a+bx) dx—bfz dzg= b(n +1)+C_ b i) + C.
Uzdevumi.
1. f xd—-;(a ath. In(x+a)}+-C. 2. _‘3_:"3 atb. In (x—a)4 C.

dx s e — P (ax—b)™H!
3. f e atb. —In(a—x)+C. 4. f (ax—Db)" dx atb. a@¥1) +C.

5. f sin(k x) dx atb.—%cos(kx)—[—c. 6. f cos3xdx  atb. {sin3x+C.

3 f e®thix ath.Le™tbyc. 8. f a™"%3y  ath.—2" i,
a nlna

X

1—ax dx 1
9. [b*dx atb.—P __+c. 10 ath. —— +C.
f X o alnb g2 e i ke*™ te

e*dx 1
i f (€* +a)* M~ e T
12"‘[&:’—{" & ;—arctgax—}—(l
d
13. f&ﬁ—n—;‘-@ » o tgx+ayC.
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2 n+41
14, f Eﬁf(%x——m , —etg (ax—b). 15. f (x’+a)* xdx , X +aT

2( +1)
xdx
16. f Vidoxdx. , § S arxttc 12 = id ! nee—14c.
18. fﬁ » —2JT—x4C. 19 fctgxdx atb. Insinx+-C.
1
20. ftgxdx » —Incosx4+C. 21 fsin(ax)dx .,—j‘-cos(ax)—}—c.
3 5
22. f cos(nx)dx ,,% sin(nx)}+C. 23. f cos” x sinxdx —n—_i_"icos“""x—}-c.
sinxdx 1
. = C.
= f cos” x (n—1) cos™1x +
in# L3
25. fsinsxcos’xdx atb.MITx sinx+c
5dx 5 X
26. fm 9 .§arctg§+0.
X
27. fVQ — ” arcsin_3.+C.
xi
28.f;_ff}f1$ n 5eretg s +C.
t
29.fi (:tgt ,, arcsine' +C.
nx__jmx P el
Sﬁ.f(a p™*)dx T m+c.

Apskatisim daZzus raksturigus, vairak sastopamus, integralus.
Zinam, ka
[sinxdx=—cosx+c; [cosxdx=sinx+}c.
Noskaidrosim, kam vienlidzigs

d—x=? unf ax =2

sinx COS X
Tapat zinam, ka
f]/l s=—arce sinx - c; f i1 ————5 =arc tgx 4 C.
Atradisim

fV ?unfldx =7
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lfdx_f dx __I dx __]d(tg )
fsimx o X w0sX JoteX.costE | tg 2
. 23m2 cox@;2 2tg2 cos tg 5

5
:mm§+a

ax. | dx i X, ®
2’fcosx"_[ ; T _lntg(~2—+4)+c.
sln(x+§)

3 f T%' Sadalisim zemintegralo funkciju Sadi:
il 1 A
1—x2"—§[1—x+1—!—x]' Hopee
1 — — — -
ﬁ 2f( +1+x)dX g l=vin(t —X) 4
+I(+0]4+C=3m1 %40

4. f ﬁ Vispirms atradisim diferencialu:
X

+ X ross Uk
( 2I/x2+1) A TR G VT
Lot ek ks ST eI

—_—— TE éc
Fo=t
f T =t Jx® +1). Lidziga karta atrodam f i
_._ln(x—!-l’x‘_a)-{—c
Atrastas formulas pievienosim integreSanas tabulai:
gxs " 2 X
f e =Intg ?—I—C i L s S (11)
ax s X T
fcosx —lntg(?—l—T)—i—C ....... (12)
gx - l—f—x
e by o 2 +C .......... (13)
dx
= =] e, AR Rl 14
fvxgia n(x+l/x_)+ (14)
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Uzdevumi.

dx X
Lfsini atb. alntg5 - +C. 2 =1 o

cosax

atb. Lintg (—+—)+c.

a.fctgi;:dx atb.21_nsin§+c. 4-ftng2dx ,.—-’b—lncosbx+0.

dx 1 2438x dx ; .
% 4—9x* » piiz_gx +C- B'fo’——Q » Inj(x+}x*—9) 4 C.

d 1
7. flflﬂ}é’? atb. 1 n(ex+ VbrFei+ O

edt e bt+4a
. f O T e T

y 1 Tul__ g2

9. {V_—b_'y’_—-? atb.Eln(by—H/b y*—a?)+C.
dt 1 | 2

0| e, o intmt I O

Biezi vien, ja zemintegrala funkcija ir dala, ka skaititajs ir
polinoms, tad to var sadalit vairaku citu daju algebriska summa

un atrast saskaitamo integralus vienkar$ak neka doto integralu.
Pieméram,

b+ ex bdx

i L of exdx b X8

atx - )are ) afx g are tg = +.2ln(a +x%)-}-C.
Uzdevumi.
4 s ! : x/3—12

1. dx ath. sIn(3x*—2 _.[

fa — b ooty oz o
@;g—__ii—f! atb. —3)9 —t*— 2arcsin 3£+ C.
(x+3)dx

Vi atb.[x* +4+3In(x+ Jx*44)+C.

4.f(“x‘““—ex)d" atb. § a* —fe* 4 C.

5
(Vx+Vx’—5)dx atb.—vfzf.[.——s +—+C
2] x?
f(2x5_6]idx atb.%x’—l2x'—¥+c.
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Apskatisim vel integréSanu pa dajam jeb parcialo in-
tegreSanu

Ja. u un v ir X funkcijas, tad d(uv)—udv-}vdu jeb
uv—= Judv+ [vdu. Tapec

Judv=uv— [ vdu.

Ar So formulu varam aprekinat [ udv, ja protam aprékinat
Jvdu un uv.

Piemeri.
1. [xsinxdx. Piegemsim u=x un dv=sinxdx, tad du=dx un
v=[sinxdx=-—cosx. Tapec [ xsinxdx—=——xcCosX—

— e08sxdX=—xcosx-} sinx+ C.
2. farctgxdx. Piepemsim u—=arefgx un dv=dx, tad du=
I—I-Xz un v= fdx=x. Tapec [arcigxdx =xarctgx—

—f_l—_i_;g :xarr.ztgx-—-%hl(I +x*)+C.

3. farcsinxdx. Piegemsim u=aresinx un dv=dx, tad du=

un v= [ dx =x. Tapec [arcsinxdx—=xarcsinx —

2
—fvgi_xarGSInx+V —x24-C.

4. [Inxdx. Piepemsim u=Inx un dv=dx, tad du= %
unv:fdx:x.Tapchlnxdx:xlnx—fx—ii:xlnx—x+C.

Gadas, ka parciala integresana, kada uzdevuma ir jaatkarto
vairakas reizes. Pieméram, [x®e®*dx. Pienemsim u—x2? un

* ax
dv=e"™dx, tad du=2xdx un v:fe“dx:%. Tapec

[x?e>*dx=x? ———f— 2xdx :%fxe“dx.
Ar S0 paSu papémienu atradisim [ J\Ie”x dx, piegemot u—=xXx un

ax
dv=e®*dx. Tad du=—dx un v:fe“dx e Tapec

a
B LI Rl SO |
f % dx=—x —f—dx—T = a(x a).'l‘ata.d
2 ax ax
fx e“dx:x: _2_';?( __,)_|_C-—_( ___|_ )-{—C
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Uzdevumi.
l.fxzinxdx atb.%(lnx—%.)+0,

zfaysinydy » —aycosy-sinyC.
n x““( e
S.fx Inxdx » E—-}?I Inx ﬂ+1 +C.

2
4.fxarctgxdx e ;Iarctgx—.’;-f-c,

5.farcctgydy » yarcetgy++In(14y*)+C.

1
6. fxa‘ dx » a* (%,_ 1n’a)+ 9

« efaF . B 73
L fretar .ot (Eogmy ms?)* &

8. [ xe¥dx . 5 (x*—2x+42)+C.

9. [x*e%dx 5 0 (—2xX—x+C

10. [ xcosxdx . xsinx-4cosx-C.

11. fx’alnxdx w —X'cosx+2xsinx+2cos x4 C.

12. [sin*xdx » %(x—sinx cosx).
13, [cos*xdx » %(x+sinxcosx).
14. [sin*xdx  atb.— % cosx (sin?x 4 2)+ C.
15. [ xsinxcosxdx, 4 sin2x—}{xcos2x+C.
16. fxtg*xdx » Xtgx— ’_‘;_—}—lncosx—f- C.

17. [Va—xtdx ;‘ Yai— x4+ % are sinﬁ. + C (aizrad. u=]a"—x).

18. [Vai+x*dx ”;Va—a-f——?ﬂ—fln(x—i-]/a*-i-x’)ﬁ—c.

x*dx X1——— , a? g
; »— o ja%—x2 g
19 f]/a’—x’ s Var—x2 4 2arcsma +C
20.fe sinxdx ,, E;.(slnx—cosx)-g—c_
21. [e*cosxdx , e*(sinx-+cosx)4C.
sinx dx sinX -+ cosx
22, f o s

X 2sin2
%-fe‘sin*xdx - e_(l_ L}:ﬂﬁ)_’_c_

2
2sin2x+cos2x

24.fe’cos’xdx,, %’(H— )+c
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64. § Nenoteikta integrala Jeometriskais iztulkojums.

1 Piegemsim, ka dota augoga
v 7 RS S funkcija y—1(x), ka grafika ir
R 19. zimejuma attelota likne. Ap-
- zimesim kadu liknes nekustigu
punktu ar A, ka abscisa ir a
a fle un ordinata f(a); kadu liknes

ffe kustigu punktu ar P, ka absci-
h X sa ir X un ordinata f(x). Tada

0| KK M H "~ gadijuma a un f(a) ir pastavigi,

bet x un f(x)mainigi lielumi.

19. Zim. Apskatisim no liknes loka AP,

abscisu ass gabala x—a, ordina-

tas f(a) un f(x) ierobezoto laukumu AKMP. Punktam P kusto-

ties laukums mainas. Bet punkis kustas, ja arguments x mainas.

Ta tad argumentam mainoties, mainas laukums. Tapec laukums

ir x funkcija, ko apzimesim ar F (x). Dosim argumentant X pie-
augumu h, Tad ari laukums F (x) dabnis pieaugumu:

F (x-}-h) —F (x),

ko ierobezo liknes loks PQ, h, f(x) un f(x-+h). Vilksim no P
un Q paralleles abscisu asij PR un QT. Tad, acimredzot,

Lipwne < Lpmyo < Lirung jeb
h.1(x)<F(x+h)—F(x)<h.f(x--h) jeb

f(x)<F(x+h1)l—F(x) <2x-Lh) 5.0

Ja punkts Q tuvojas punktam P, tad x-+h -—»>x, I (x+h)—{(x)
un h—>0. Bet ja h—>0, tad IU_EUF(X—I_h] ok g RPN
Ta ka f(x + h) —f(x), tad tas nozime, ka starpiba starp
f(x-+h) un f(x) ir bezgaligi maza. No (1) izteiksmes secinams,

ka starpiba starp £ (X‘Hll]l_F(x) ir ar1 bezgaligi maza, kas

F(x+ h)—F(x)
h

F' (x) —=f(x) je 3 ( )—f( ) jeb dF(x)=fi(x)dx jeb

F(x)=[ix)dx.

Piepemot par sakuma ordinatu A’K’ un spriezot lidzigi ka
iepriek$gja gadijuma, dabujam, ka ari laukums A’K’MP ir x

nozimg, ka f(x) ir

robeza, ja h—- 0. Ta tad
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funkcija, ko izteic ,f(x)d x. Abi laukumi viens no otra atSkiras
ar laukumu A’K’AK, kas nav no x atkarigs, bet ir pastavige
lielums, ko apzimésim ar C. Katram sakuma ordinatas stavok-
lim atbilst noteikta C nozime, integracijas konstante. Tapéc bez-
galigi daudzos laukumus, kas atSkias ar sakuma ordinatas sta-
vokli, izteic izteiksme

Ji(x)dx=F(x)4 C.

Ta tad nenoteiktais integrals izteic laukumu,
ierobezotu no patvaligi izveletas sakuma ordi-
natas, mainigas gala ordinatas, abscisu ass un
liknes loka.

Analoga karta So paSu atzinumu var dabmit ari dilstoSai funk-
cijai. Ja funkcijai dotaja intervalla ir ekstréems, tad So intervallu
var sadalit divi intervallos, kuros teiktais ir pareizs.

65. §. Jedziens par noteikto integralu.

Aprekinasim laukumu AKNQ (19. zim.), ierobezotu no pa-
stavigas sakuma ordinatas f(a) un pastavigas gala ordinatas
f(b) =NQ. Zimgjuma redzams, ka

Litma=Eisne—Damma~i= =W
Bet [, cng = [/i®)dx]x—s=F(b)+C un
Laxxs =[/1(x)dx]:—a=F(a) + C.

Ta ka abiem laukumiem ir kopiga sakuma ordindta A’K’, tad
ari C nozime ir viena un ta pati. Tapec no (1) vienlidzibas
dabnijam, ka ;

LAKNQ:F(b)_F(a) < (2

Ta tad mingtais laukums ir vienlidzigs integrala nozimju star-
pibai, pemtam pie argumenta gala nozimes x—>b un sakums
nozimes x—a. S0 divu nenoteikta integriala nozimju starpiba
ir pilnigi noteikts lielums un to sauc par funkcijas f(x)
noteikto integralu no a lidz b.

Argumenta nozimi a sauc par integracijas apak$gjo robezu
un b par integracijas augsejo robezu. Noteikto integralu apzime
simbols [} f(x)dx. Ta tad

I f(x)dx=F (b)—F (a;).

146



Redzam, ka noteikta integrala aprekinaSanai jaatrod neno-
teiktais integrals F (x) un jasastada starpiba F (b) —F (a).
1 1
Piemeérs. fxsdx= x* :~1-—0=1-, Izteiksmes nozimju
0 4, 4 4

starpiba dotajam argumenta nozimém a un b apzime $a: [ /]°,

66. §. Noteikta integrala visparigas ipaSibas.
I. Mainot integracijas robeZas vietam, inte-
grils maina zimi.
Tiesam, /’i(x)dx=F(b)—F(a) un
[3 i(x)dx=F(a)—F(b) jeb
P ix)dx=—[; i(x)dx, k. b. j.
II. Ja integracijas robeZas ir vienlidzigas, tad
noteiktais integrals ir vienlidzigs nullei:
[: i(x)dx=F(a) —F(a)=0.

Ill. Noteikto integralu var sadalit vairaku no-
teikto integralu summa péc formulas:

[2i(x) dx =[S f(x)dx + [0 E(x)dx.
TieSam,  (“f(x)dx=F(c,) —F(a)
Joi&)dx=F(b)—F(c,)

J2+ Jo=F®—F@=[>, kb.j

IV. Ja zemintegrala funkcija ir pozitiva un in-
tegracijas augseja robeza irlielaka par apak$éjo,
tadintegralsir pozitivs; jazemintegrala funkcija
ir negativa un integracijas aug$eja robeza liela-

kaparapaksSejo,tadintegralsirnegativs.
Tiesam, f(x)=F'(x) un ja
5 f(x) >0, tad ari F’(x) >0. Bet
v ja F’(x) >0, tad F(x) ir augo3a
: funkcija un tapec, ja b>>a, tad
F (b) —F (a) >0, k. b. j. Analogi

s+ X pieradama ari §is ipaSibas otra
of \_) puse.
IV. ipaSiba §eometriski no-
zim#, ka laukumi virs abscisu ass
20. zim. ir pozitivi, bet zem — negativi.
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67. §. Noteiktais integrals ka summas robeZa.

Nemsim funkciju y==1f(x) un aprékinasim laukumu AabB
(21. zim.). Sai nolnka sadalisim gabalu b—a n vienlidzigas dalas,

A B P—;i apzimesim ar Ax, dali-

4

/ juma punktos a-| Ax, a2Ax,
a+3Ax%,... a+(n—1)/\x vilksim
ordinatas un to galos vilksim pa-
ralleles abscisu asij, ka tas zI-
méjuma redzams. Tad laukums
AabB sadalisies divi summas S
, l un R, kur S ir taisnstoru lauku-
| X , mu summa, kufus ierobeZo ordi-

0 a & natas un x pieaugums Ax un
R ir mazo laukumigu summa, ku-

21. zim. rus ierobezo liknes locip$ starp
divi kaiminu ordinatam, abscisu

asij parallelais gabals /Ax un ordinatas pieaugums. -

4

Tapec varam rakstit, ka
Liasss=S-FR un .
S=1(a). Ax + f(a - Ax) . Ax + f(a+ 2Ax)Ax + f(a + 3Ax) . Ax +
+...+f[a+ (n—1)Ax]. Ax.

S ir summa, ka saskaitimo veids ir f(x)./\x un kurus daba,
ja funkcijas f(x) arguments x mainas lecieniem, vienlidzigiem
ar Ax, no a lidz a4 (n—1) Ax. Ja sadalijumu skaits n paliek
arviea lielaks, tad R paliek arvien mazaks un ar n neaprobeZotu
augSanu R neaprobeZoti dilst un S tuvojas laukumam AabB ka
savai robezai, Jan— o tad Ax—0 un ta ka f(x) ir galigs, tad
f(x). /Ax ir bezgaligi mazs (2. tedr.) un varam teikt, ka L aas
ir bezgaligi daudz bezgaligi mazu saskaitamo f(x)/Ax summas

b

robeza. Bet Laavs ir noteiktais integrils [f(x)dx. Tapec varam
b a

secinat, ka noteiktais integrals [ f(x)dxir bezgaligi
a

daudz bezgaligi mazu saskaitamo f(x) Ax summas
robeza.

No varda summas pirma burta S ir atvedinata integrala
zime [.

Integralrekinus lieto geometrija, méchanika, fizika un vispar
dabas zinatnes pec vienas un tis paSas schéemas. Kada lieluma
V aprekinaSanai to sadala mazas dalipas, kuras var apvienot
divi summas. Vienas summas saskaitamo forma lai batu f(x)/Ax
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un otra summa IE, ka robeza, ja /Ax—0, lai bitu nulle. Tada ga-
dijuma V= /f(x)dx. Saskaitamo f(x)Ax sauc par lie-
luma V elemesrtltu. Ta tad V aprekinaSanai jasastada ta ele-
ments un jaatrod [ f (x) dx.

68. §. Laukumu aprekinaSana.

Ta ki noteiktais integrils ir vienlidzigs laukumam, ierobe-
7zotam no divi ordinatam, liknes loka un abscisu ass gabala,
tad to var izlietot laukumu aprekinadanai jeb liniju kvadra-
taurai.

1) Aprekinat parabolas y2=2px segmenta laukumu Loge.

A
- g J

R
b
L o
0 : K

22, zim. 23. zim.
Lowr= [ yax= [} |2pxax = [5/2px] = Jal2pa=F ab
. 0
Tagad viegli aprekinat ari laukumu OPR:
Lopr = Logpr — Liogp =ab — ;ab =} ab.
2) Aprekinat rigka x? - y2=r12 laukumu.
L=4[ Jr®—x%dx. Ta tad jaaprekina [)r’—x2dx.

So integralu atradisim ar parcialo integresanu.

Lo d
u:Vl"“—xﬁ‘ dv =dx. du:_v:f XXQ,V:X
2dx
P—xtdx =x|rP—x®— 2 =x|r—x2
fvﬂ 2 2 : f Vr2 X2 2) v
(%2 dx o —X dx
e =x|)r—x2— | —"
f Vl‘“‘—xﬁ V * Vrz —x fvl- —X'
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: dx LR,
=x|rP—x*— [JrP—x*>dx+ rgfﬁszra— x*—
S X
— [)/r*—x*dx+-r*arcsin . Tapéc
2 [JrP—x%dx =x}r*—x* 4 r?arc sin]; jeb
| _X Vl‘"‘—xe }f = 5
f[/r x dx =2 =% 4 Sarcsin X un

r

e g B e -EJ_r_"-_rzﬂ
fl/r‘*‘ X dx_[ 5+ g arcsin I_20-_2:11'(331n1.—T.
0 .

Ta tad L=m=r%

69. §. Likgu garumu aprékinasana.

Apskatisim likpu gajumu aprekinaSanu jeb likyu rektifi-
kaciju.

A B

L P Liknes y=1f(x) loka AB ap-
rekinaSanai sadalisim abscisu ass
e gabalu b—a n vienlidzigas dalas
un daliS8anas punktos vilksim or-
dinatas. Tad liknes loks ari sa-
X dalisies n dalas. Sos liknes loka

axX -
v o daJu gajumus apzimeésim ar As
¢ un pasu loka garumu ar s. Tad
24, zim. /s ir lieluma s elements. Ap-

Zimésim ’l“ﬁla ar Ax. No/AARP

dabnjam, ka AP= )/ (Ax)* + (A y)T:Vﬂ—(g)z. Ax.

Ja /Ax—0, tad AP vieta varam pemt As un %—% vieta y’'.

Tapec par s elementu varam uzskatit |1+y’2.AXx un

b

s=[ITF @) dx.
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Piem@rs. Atrast rigka linijas gajumu. Diferencejot rinka no-
lidzinajumu

xz + y‘ﬂ — rzl atrodam, ka y - ; TﬁpEC

s—d JV1+§:dx=4 JV%}“ dx—=4 fV?aixzdx=

r

rdx f rdx X i

— e ———— —rarecsin-. Tapéc
4-[Vr2—x9 2 Vrn_xz r p

r
T
s=4[rarcsin§] —4rarcsinl —4r. 9 =2=r.
0

70. §. Rotacijas kermenu tilpuma aprékinaSana.

\ 3 Apskatisim rotacijas kermenu
v tilpuma apréekinasanu jeb rotaci-
jas kermepu kubattiru. Sai no-
n lnka domajam AB rotéjam ap
abscisu asi. Abscisu ass gabalu
b—a domasim sadalttu n vien-

ax b X

Iidzigas dalas un bv;—a apzime-

sim ar Ax. Caur daliSsanas pun-
a ktiem vilksim perpendikularas
plaksnes x asij. Par rtotacijas
RS Y kermepa elementu pienemsim

b cilindri, ka augstums ir /AXx
95. zim. un radijs y un ka tilpums ir ta

tad ny2/Ax un

b
T=xiy'dx

Piemérs. Aprekinat lodes tilpumu, ko veido rigkis x2{-y2=—r?
rotgjot ap x asi

+l‘ +r 5_"_'..
T:nfyzdx:uf(rﬁ_xz) dx:“[ﬁx—%]zgnﬁ_

71. §. Rotacijas kermena virsas aprekinaSana.

Apskatisim vel rotacijas kermepu virsas aprekinaSanu jeb
rotacijas virsas komplaniciju. Izlietosim iepriekseja pa-
ragrafa ziméjumu. Savienosim tai kaimigu ordinatu galus. Tad
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dabiisim noSkeltus konus, ka sanu virsu piegpemsim par rota-
cijas virsas elementu. NoSkelta kona sanu virsas formula ir
#(r+R); r=y, R=y+Ax un 1=As. Tapéc elements ir
72y +Ay).As=2xy.As+nAy.As. Bet 2nyAs|nAyAs ~

~2nyAs. TapécV elements ir 2zyAs jeb 2zy|1-+y’?.Ax.

=3 V=2z [} y/1+@F') dx

Piemérs. Aprekinat lodes virsu.

Rigpka nolidzinajums ir x>+ y*=r2 un y=|rP—x%; y'=

b3 r? g T
=, 14+(y)= . . Tapec V=2xn " Jr*—x*,
o O P JZ
s L dx =2 [Prdx=2z[rx]TF =2x(r2 4 1*) =4 1’
Vrz_xn

Uzdevumi. 1. Aprekinat laukumu, jerobsZotu no taismes y = 5x, ab-
scist. ass un taismes x=2. (Atb. 10.)

2. Apréekinat laukumu, jerobezotu no parabolas y? — 4x, abscisu
ass, taisnes x = 4 un x = 9. (Atb. 251/,.)

3. Aprekinat laukumu, ierobezotu no Ilinijam y2 = 0x un.y = 3x.
(Atb. 1/3.})

4. Aprekinat laukumu, ierobeZotu no vienadsanu hiperbolas xy = a2,
abscisu ass, taisnes x = a un x = 2a: (Atb. a% In 2)
5. Aprekinat laukumu, ierobeZotu no parabolim y% = 2px un
x2=2py. (Atb. 4 p2)
xi 2
6. Aprékinat ellipses —; + w5 = 1 laukumu (Atb. ~ab).
7. Aprekinat rotacijas kermena tilpumu, ko veido viens sinusoi-

das y = sin x loks, rotgjot ap x asi. (Atb.%

8. Aprekinat rotacijas kermena tilpumu, ko veido parabola y2=4x
un taisne x = 4, rotgjot ap x asi. (Atb. 32=.)

9. Aprekinat liknes ay?=x® Ioka gajumu no koordinatu sakuma
punkta lidz ordinatai x= 5a. (Atb. 97 @)

10. Aprekinat liknes 0 ay®? = x (x—3a)? loka gajumu no x=o
x=3a. (Atb. 2a}3)

11. Aprekinat lodes virsu, ko veido rinkis x2-}-y2= 22 grieZoties ap
diametru. (Atb. 16=.)

12. Aprekinat virsu, ko veido parabola y?= 4ax, griezoties ap
abscisu asi. Loka gala punktu abscisas ir 0 un 3a. (Atb. %na')



