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Основные условные обозначения 
-» 

А - векторный потенциал магнитного поля (2.25); 
А1 - число Альфвена (2.10); 

А Й )А 4- первичный и вторичный потенциалы; 
А4, Д г- итерационные параметры; 

а - зазор между индуктором и проводником (2.40); 
<* - квадратный корень безразмерной частоты (2.28); 
й - индукция магнитного поля; 
Ь и- полувысота индуктора; 
р - обратная величина магнитной проницаемости; 
с,(и1,ч),С5- эмпирические постоянные в уравнении для цент­

ральных моментов второго порядка, 
^,Г^Г^- границы сеточных областей; 

;̂ - шаг разг "тной сетки до аксиальному направлению; 
д.- ускорение мы тяжести; 
д и- толщина обмотки индуктора; 
? - безразмерное волновое число (2.45); 

дгр - сдвиг поверхности раздела; 
д1, д" - заданные погрешности итерационного процесса; 

сГ - толщина скин-слол ( 2 . 2 9 ) ; 

Е - напряжённость электрического поля; 
Е - характеристика турбулентности (5.38); 
С; - единичный вектор; 
с - основание натуральных логарифмов; 
ь - ротор плотности силы (2.41); 
^.- пиркуляция силы (2.37); 

2иц,̂ »и~ координаты нижнего и верхнего торцов секции ^{дукт .; 
1йи,хс„- координаты плоскостей симглетр"*! индуктора и металла; 



1 ' г?о и верхнего торцов проводящей обла­
сти; 
!•-• орд?-: очь не.нтрсв зеохнего и нижнего вихрей; 
у . ир.кож.".углов аксиальной составляющей скоро­
сти ъ поверхностном к донном потоках; 
коордкнзтч так сим;: .-.ад ротора электромагнитной силы; 
тг-,-.:ч.:'ач ш̂. якция плотности вероятности; 
лнпрнжёьность магнитного поля; 
высота гадук^ора; 
асота проводящей области; 
зг раз тоствой сетки Б радиальном направлении; 
угол между ращальным и тангенсальным направлениями; 
линейная плотность тока (настил); 
поверхчостнея плотность азимутального тока: 
мнимая единица; 
^Съемная плотность тока; 
плотность нар:>жього безвихревого тока (3.2); 
^егическал э; ргия турбулентных пульсации (5.35); 

волновое число 2.44); 

нос тоянная Ка рлана; 
параметр турбулентности (5.41); 

длина ьолнн бегущего поля (2.46); 
"'• чил аб т.'] буиентностж; 
в-"-.-"' и тт:'..•••ги'.: вылеты индуктора (4.72); (4.73); 

мело злт. Г' тг. чек сетки в аксиальном направлении; 
.г. . ая • агнитная проницаемость; 

--.г. сетки в радиальном направлении; 
«... г".- .. / унарно"1, турбулентной и эффективнок 
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, - коэффициенты з полуэмпирических формулах турбулентной 
вязкости; 

р - давление; 
р - объёмная плотность; 
К - обратная величина эффективного числа Рейнольдса (6*20); 

&е,Ре,,Кг^- ламинарное (2.9), турбулентное (5.6) и эффективное (3„ 

22) число Рейнолыгса; 
(че т - магнитное число Рейнольдса (2.7); 

ги - радиус кольцевого индуктора; 
г8 - радиус магнитного экрана; 

гче,,г™~ координаты цент; )В верхнего и нижнего вихрей; 
гр - координата поверхности раздела противонаправленных те­

чений; 
гт - коэффициент в полуэмпирических формулах турбулентной 

вязкости; 
гм - координаты максимумов составляющих скорости; 
5« - коэффициент схемной вязкости; 
5 - скольжение; 
6 - удельная электропроводность; 
1 - время; 
Г- полюсный шаг индуктора; 

3̂ ,3̂ - итерационные параметры; 
1Гц" тензор турбулентных напряжений (5.5".); 

*> - число Фруда (2.11); 

| - объёмная плотность средней электромагнитной силы (2.33); 

? - плотность турбулентной силы (3.21); 

<ф> - фактор плотности силы (2.39); 

4>у - диссипативная функция Релея (5.19); 

Т - скалярный потенциал электрического поля; 



V - скорость движения жидкости; 
Ч,- максимальное безразмерное значение скорости; 
Ч,*- ориентировочно заданное максимальное значение скоро­

сти; 
^хц.Чьс- максимальные значения аксиальной составляющей скоро­

сти в центральном и в пристеночном потоках; 
г̂м, V* , , - максимальные значения радиальной и аксиальной состав­

ляющих скорости; 
максимальное значение аксиальной составляющей скоро­
сти в донном потоке; 

ы^Ут,Уги," максимальные значения радиальной составляющей скорос­
ти в торцевых и в центральном потоках; 

\3 - ротор скорости (2.52); 
\Аи\Хг- параметры релаксации; 

У - функция тока Стокса (2.53); 
2в,Й1|5^а - сеточные области; 

со - безразмерная частота (2.28); 
со - циклическая частота; 
^ - оператор набла. 

Индексация (на примере величины X ) 

Х 0 - характерное значение; 
X - осреднённое значение; 
*' - пульсация; 
X - вектор; 

X* Х к- контравариантные и ковариантные компоненты вектора 
(аналогично для тензоров); 

X - комплексная величина; 
X*- комплексно сопряжённая величина; 



Х^ = (<еХ , Х:=]тХ- коэсрфициектк действительной и мнимой части 
комплексной величины; 

Xе- амплитуда величины (в тексте часто опускается); 
ХГ,Х^,ХЛ- проекции на оси в цилиндрической системе координат, 

Сокращения 

МГД - магнитогидродинамика; 
ЫПП - индукционная плавЕльная печь; 
ЭМ - электромагнитный; 

ЭВМ - электронно-вычислительная машина. 



I . В В Е Д Е Н И Е 

Принятое в августе 1972 г. Постановление ЦК КПСС п0 ходе 
работ по автоматизации технологических процессов в чёрной ме­
таллургии" наметило широкую программу развития металлургии. В 
связи с этим возник комплекс задач по созданию новых высоко­
производительных, мощных, механизированных и автоматизирован­
ных металлургических установок - плавильных печей, ксистали-
заторов и др. Наряду с резким увеличением количества выплав­
ляемого металла растут требования, предъявляемые к качеству 
металла - необходимо получить чёрные и цветные металлы высо­
кой степени чистоты, свободные от вредных неметаллических 
включений и примесей, а также с определённой лоликристалличе-
ской структурой. 

Для успешного решения этих задач - сокращения длительно­
сти производственного цикла, автоматизации процессов метал­
лургического производства и улучшения качества выплавляемого 
металла, необходсмо исследовать комплекс научно-технических 
проблем, в том числе необходимо решить проблему управления 
физико-химическими процессами в жидком металле с помощью раз­
нообразных методов воздействия во всех фазах технологического 
цикла. Перспективными в этом отношении являются бесконтактные 
методы воздействия на расплав с помощью электромагнитного по­
ля, которые позволяют создавать в жидком металле силовые и 
скоростные поля о заданным пространственным и временным рас­
пределением. Перспективность электромагнитных (ЭМ) методов 
воздействия определяется тем, что улучшение качества и сонш 
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щенпе технологического цикла достигается без соприкасания с 
кнсокотет-зературнои С теггпературы до 2000°С) и агрессивной сре­
дой, соприкасание с которой приводит к быстрому износу уст­
ройств воздействия, а также к ухудшению результатов плавки 
[ 1 3 . Кроме того, ЭЬ! воздействие относительно легко унравляе-
мо. Бесконтактные электромагнитные методы широко применяются 
г металлургических установках - электропечах, миксера: , матки--» 
то-пцфодкнат^Еческих (НПО насосах, лотках, кристаллизаторах, 
сепараторах и др., в тем числе в индуюлдешгых плавильных пе­
чах (ЙПП) С 1,2,3 3, являющихся одной из разновидностей пла­
вильных печей. 

Действием ЗГЛ поля в металле определяются четыре основных 
явления: 

1) переменное во Бремени ЭМ поле наводит в проводящих ча­
стях устройств и в рабочем теле вихревые токи (ток? Фуко), что 
обуславливает выделение так джоулева тепла и тем самым •» на­
гревание, а также плавление металла; 

2) в результате взаимодействия переменного поля с на-
ьедённы-ш токами * металле возникает ЭМ сила с определённым 
объёмным распределение?.:. Действие ЭМ силы формирует поверх­
ность и вызывает движение жидкой фазы; характер движения в 
целом, интенсивность и распределение скоростей зависят от мно­
жества факторов Г 3,4 3, большинством из которых мозно управ­
лять; 

3) электрические и магнитные поля взаимодействую** _с~ 
током электропроводящей жидкости, что может привести :• яв­
ственным перестроениям в течении; 

4) хшдуцироЕанные вихревые токи, а также конвек*^ -го­
нг, определяемые движением электропроводной жидкости, дд» 
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ют наложенное знелнее ЭМ поле, т.е. осуществляется обратное 
.лз действие. 

Таким образом, ЭМ методами возможно непосредстзенно вли­
ять на тепловыделение, движение и форму металла в жидком со­
стоянии. Посредством этих явлений ЭМ воздействие распростра-
Н.;~Л5Я на процессы тепло-глассопереноса и на формирование стру­
ктуры металла, что з конечном счёте приводит к управлению фи-
з;п-:о-хи1йическиы2 процессами для достижения формулированных ра-
у-'в технологических пелен. Причём, задачи ЭМ воздействия су­
щественно зависят от применяемого устройства, от конкретного 
этапа технологического цикла и могут иметь противоречивый ха­
рактер. Можно указать на три основные гругшы задач по управле-
:~ о двит.ением: 

1) ограничение движения, 
2) усиление движения, 
3) изменение характера течения и распределения скоростей. 
Зсли первая и вторая группы задач в первом приближении 

разрешимы на основе представления об общем характере процесса. 
и юиолижённых эцё; .-?., то третья группа связана с более глуоо-
клл исследованием структуры течения электропроводящей жзлко-
стп в ЭМ поле на основе эксперимента или построения теоретиче­
ских моделей с последующей разработкой мето :оз их количествея-
"_:го расчета. 

Сэеди 2сех металлургических установок особое место занн-
'..з? тройства, обладахше цилиндрической симметрией (пла-

гтзьлые печз. миксеры, ЖД-насосы, кристаллизаторы и др.): 
1) Ци.-о2цдрические МГД-ус тройстза широко распространены и 

несомненно будут быстро раз-пваться в перспективе. 
2) Из-за симметрии эти устройства более доступны для ма-
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тематического моделирования, но тем не менее позволяют иссле­
довать множество пространственных эффектов, присущих также 
другим классам МГД-устройетв, не обладающих гщлиндрической 
симметрией. 

Можно указать на множество проблем общих для практическо­
го применения металлургических КГ..-установок, здесь коснёмся 
только некоторых из них, связанных с двойственным (тепловым и 
силовых.!) характером воздействия переменного ЭМ поля:, созданно­
го индуцирующей системой, на металл: 

1) В результате поверхностного эффекта основное количест­
во джоулева тепла выделяется в тонком поверхностном слое про­
водника, толщина которого определяется безразмерной частотой 
14 1. Тепловая конвекция, скорость которой, например, в пла­
вильной печи не превышает 5 см/сек, недостаточно эффективна 
для выравнивания температуры в объёме металла. Это может при­
вести к перегреву металла в зоне выделения тепла. Однако, ско 
рость движения расплава, создаваемая целенаправленным располо­
жением нагревательного индуктора или дополнительного индукто­
ра, специально предназначенного для перемешивания, может до­
стигнуть значительных величин (до нескольких м/с в промышлен­
ных установках) и существенно влиять на выравнивание темпера­
туры ; гомогенизацию жидкого металла С 3 1. 

2) С другой стороны, интенсивное движение высокотемпера­
турной среды вблизи стенок сосуда, заполненного металлом, име­
ет и отрицательные стороны: 

а) сильно изнашивается тигель, что сокращает срок работы 
устройства, 

б) металл загрязняется, в результате чего ухудшается его 
качество. 
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По этой причине очень важно управлять не только абсолют­
ным значением скорости, а также её распределением. 

3) В процессе выплавки металла осуществляются различные 
физ1шо-химические процессы (выделяются примеси, вводятся до­
бавки) ,. направленные на аовышение качества. В зависимости от 
этапа тс нол гсческоп дкла и расположения активной зоны ме« 
няготся условия, необхо, мше для оптимального протекания ътих 
процессов. Эти условия ? а также скорость протекания физико-хи­
мических реакций можно регулировать измене.-лем движения рас-
плава. Например, если вободная поверхность металла в ИПП по-
крыта шлаком, то для ( ютрого протекания реакций необходимо с 
определённой скорость менять слои металла, соприкасающиеся со 
шлаком, с другой стор- зы движение расплава не должно нарушать 
глаковый покров, что едет к окислению и загрязнению металла. 

Кроме трёх рассм -тренных проблем существует множество 
других (обжатие и поддержание металла во взвешенном состоянии, 
регулирование формы мениска, гомогенизация расплава, выделение 
продуктов реакций, увеличение мощностей установок, охрана окру­
жающей среды и др.), где ЭМ методы воздействия находят успеш­
ное применение. Существующие проблемы определяют необходимость 
исследования ЭМ-поля, вихревых токов, движущей ЭМ силы и осо­
бенно - движения расплава в циллшщрических металлургических 
установках. Теоретические и экспериментальные исследования 
этих процессов должны привести к лучшему решению задач конст­
руирования широкого класса металлургических устрой̂  з опти­
мизации протекающих в них процессов. 

Из анализа научно-технический литературы следует, что до­
статочно подробно изучены технологические аспегты плавки и 
кристаллизации металла с применением 3*1 воздействия I 1,2,3, 
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5 3, накоплен определённый практический опыт и эксперименталь­
ные данные, позволяющие давать рекомендации для решения част­
ных проблем. Разработаны инженерные формулы для оценки харак­
теристик ЭМ поля, а также для оценки по порядку величины ско­
рости движения расплава в конкретных устройствахс Разрабаты­
ваются экспериментальные и теоретические методы для определе­
ния структуры ЭМ поля и поля ЗМ-сил Г 6 ], однако, во многих 
теоретических исследованиях математическая модель ЭМ процессов 
в цилиндрических металлургических устройствах сильно упрощена 
(модель одномерна или квазидвухмерна) и теоретический подход 
может не отражать существенные стороны процесса. Более слож­
ные модели, приводящие соответственно к более сложным матема­
тическим задачам, в свою очередь, страдают тем, что недоведе-
ны до конкретных численных результатов, позволяющих давать ре­
комендации для практического применения. В последние годы 
много работ посвящено исследованию гидродинаглических явлений 
г жидком металле, где экспериментальные исследования затрудне­
ны из-за высокой температуры и агрессивности среды, а также 
из-за турбулентного характера течения. Если течения в каналах 
Г 7 ], автомодельные струйные течения Г 8 ! и некоторые другие 
виды незамкнутых течений в ламинарном, а также в турбулентном 
режимах теоретически и экспериментально хорошо исследованы, то 
работы, касающиеся изучения замкнутых турбулентных течений в 
металлургических установках под воздействием ЭМ поля встреча­
ются более редко I 3,9 1. Данное обстоятельство объясняется 
трудностью эксперимента и сложностью такой математической мо­
дели процесса, которая позволила бы исследовать пространствен­
ные и временные распределения хидродинамических параметров с 
точностью, необходимой для применения результатов в таких об-
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ластях практики, которые недоступны существенно упрощённым мо­
делям процессов тепло-массо переноса, допускающим аналитичес­
кое решение. Применение усложнённых моделей связано с исполь­
зованием численных методов, влекущих за собой ряд вычислитель 
ных трудностей. 

Из-за сложности отдельных этапов исследований в настоя­
щее время отсутствуют разработки, охватывающие весь комплекс 
явлений, начиная от технологии и техники, включая этапы иссле­
дования ЭМ, 1-идродкнамических и тепловых явлений, до решения 
проблемы тешю-массопереноса в целом для конкретных МГД-уст­
ройств. 

Настоящая работа посвящена исследованию МГД явлений в ак-
сиально-сигллетричных металлургических устройствах с жидкоме-
таллпческим рабочим телом, находящимся в состоянии замкнутого 
течения (как в ламинарном, так и в турбулентном режимах), На 
основе двумерной математической модели, учитывающей геометоиг 
г Э1й-параметры существующих на практике устройств, разрабаты­
валась численная методика расчёта комплекса МГД величин: ЭМ-
-поля и сил, вихревых токов, джулева тепла, осреднённых скоро­
стей движения жидкой фазы. С помощью методики проводились ис­
следования ряда МГД-устройств. При этом необходимо было: 

1) Сформулировать уточнённые математические модели проце 
СОЕ, позволяющие передать существенные для практического ис­
пользования результатов стороны рассматриваемых явлений. Выбор 
моделей был осуществлён на основе анализа предшествующих иссле­
дований. 

2) Выбрать и осуществить методику решения нелинейной си­
стемы дифференциальных уравнений в частных производных, при­
годной для практических расчётов в широком диапазоне парамет • 
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ров процесса. Из-за сложности проблемы пришлось отказаться от 
попыток определения неизвестных функций Б аналитическом виде, 
а пользоваться численными методами с созданием алгоритмов и 
программ для ЭМ. 

3) Оценить численные результаты и сопоставить их с экспе­
риментальными данными, что привело к усовершенствованию мате­
матического моделирования геометрии системы и описания усред­
нённого турбулентного течения, а также привело к улучшению чис­
ленной методики расчёта. 

4) Выявить закономерности процессов в конкретных МГЦ-уст-
ройствах и применить результаты расчётов на практике, 

Основные трудности в работе возникли при учёте в модели 
турбулентного характера течения, а также при создании методи­
ки и устойчивых численных алгоритмов, пригодных для исследова­
ний в широком диапазоне параметров, однако, поставленные ранее 
задачи удалось решить. Их решение вносит частный вклад в раз­
работку комплексной методики исследований ЭМ-процессов и теп­
ло-масс с—обмена в КГД-устройствах, при этом в одно целое объ­
единяются Ж и газодинамические процессы, вне поля зрения 
оставляя тепловые явления. Практическое применение разработан­
ной методики уже сейчас позволило выявить некоторые характери­
стики МГД-процессов в ИПП, расчёты применяются для усовершен­
ствования существующих устройств и конструирования новых с за­
данным режимом изменения МГД и технологических параметров. 

Диссертационная работа состоит из "Введения", шести раз 
делов, "Заключения" и "Списка литературы". 

В разделе 2 характеризуются и анализируются научные рабо­
ты, предшествующие настоящему исследованию, а также делаются 
выводы по состоянию предмета исследований .для формулировки рас-
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чётной модели МГД-процессов в классе аксиально-симметричных 
устройств с замкнутым течением электропроводящей жидкости в 
плоскости г» , г . математическая модель, учитывающая конеч­
ность размеров всех элементов такого устройства, а также ос­
новные уравнения И граничные условия для описания процессов 
сформулированы & разделе 3, где проведена также оценка пара­
метров класса математически моделируемых устройств. В разделе 
4 описаны и сопоставляются разработанные методики и алгоритмы 
расчёта ЭМ параметров устройства, а также характеризуются воз­
можности их применения. Здесь приведён также ряд характерных 
результатов расчета ЭМ величин. Описание осредяённого турбулен­
тного течения в работе осуществлено на основе двух подходов: 
полуэмпирических формул и теории центральных моментов. В разде­
ле 5 характеризуются эти способы определения турбулентных на­
пряжений в случае замкнутого течения в плоскости г , г . Создан­
ные на этой основе методики и алгоритмы расчёта осреднённого по­
ля скоростей турбулентного течения (методика в упрощённом виде 
трименвна также для ламинарного течения) описаны в разделе б, 
где эти методики также сопоставляются. Результаты расчётов, по­
лученные на основе введения переменного коэффициента турбулент­
ной вязкости и применения теории моментов сопоставляются с экс­
периментальными данными в разделе 7. Здесь приведены также ре­
зультаты серий расчётов, проделанных для конкретных МГД-уст-
ро-':ств и характеризуются полученные при этом зависимости для 
определяющих параметров металлургических МГД-процессов. 

Методики расчёта ЭМ поля, сил и поля осреднённых скоро­
стей в аксиально-симметричных устройствах с течением в плоско­
сти г,г в виде комплекса алгоритмов и программ для ЭВМ БЭСМ-6 
внедрены во ВНИИ Электротермического оборудования (г.Москва). 
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С помощью разработанных программ проводятся расчёты параметров, 
а также анализ течений индушшовяых плавильных печей (ИЛИ), до 
лью которого является усовершенствование существующих плавиль­
ных установок, а также конструирование новых ИПП и устройств 
электромагнитного перемешивания (УЭЩ) с заданным оптимальным 
режимом течения жидкого металла. Проведённые серии расчётов, НС' 
обходкглые для конструирования ИПП с ёмкостью 20-60 тонн показа­
ли эффективность разработанной методикх. 
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- 2. ОБЗОР МАТЖАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ И МЕТОДОВ 
РАСЧЁТА АКЖШО-С1ШЕТРИЧНЫХ 

МЩ-УСТРОЙСТВ 

2.1. Основные положения МГД жидких металлов 

Матнитопадродинамические процессы в жидких металлах описы­
вает система уравнений магнитной гидродинамики [ 7,9 3, состоя­
щая из уравнения магнитной индукции, уравнения движения (урав­
нения Навье-Стокса в случае ламинарного течения или уравнения 
Рейнольдса в случае турбулентного течения), уравнения неразрыв­
ности, дв^еренциального закона Ома и некоторых дополнительных 
связей. 

Для получения удобной для пользования безразмерной формы 
этих уравнений, вводятся характерные параметры: 

г^м]- характерный размер, в качестве которого обнч 
но используется один из основных размеров ис­
следуемой области или толщина поверхностного 
слоя ь при ярко выраженном скин-эффекте; 

ч$г]- характерная скорость; в качестве V, можно вы­
брать максимальное значение скорости движения 
жидкости, или определить с помощью характерно­
го значения магнитной индукции: 

1 (2.1) 
8^Ь]- характерная магнитная индукция, например, -
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максимальное значение на поверхности металла; 
М"гЙ ~ характерная плотность; 
Цс1- характерное время, которое удобно связать с 

характерными длиной и скоростью: 

РЙЙ-

; ( 2 , 2 ) 

характерное давление, один из возможных спо­
собов определения которого следующий: 

*> • ( 2 . 3 ) 

^•фЭДо -гр - магнитная проницаемость вакуума.; 
характерная плотность тока, задаётся как плот­
ность тока в индукторе или связывается с хара 
ктервым значением магнитной индукции: 

1ч^]я1уГ. " характерная объёмная плотность электромагнит­
ной силы. ( 2 с 5 ) 

В результате определения безразмерных переменных система 
уравнений МЦЦ принимает следующую форму: 

1) Уравнение магнитной индукции для однородной среды: 

где %#^*ръ%т0Ъ - магнитное число Рейнольдса, характеризующее 
отношение индукций поля наведённых движением 
среды токов (вторичного поля) и индукции при­
ложенного внешнего поля; (2.7) 

^соп$1 - электропроводность материала. 
2) Уравнение движения несжимаемой жидкости (рв*соп*1 ], 
а) Уравнение Навье-Стокса для ламинарного течения: 

! ^ 4 ( ? 7 ) у - - 9 р + А ^ + А 1 | + ^ , ( 2 . 8 ) 



;;>_= - число Рекнольпса, характеризующее соотноше­
ние кинетической энергии и энергии, диссили-
руекои трением; (2.9) 

- число глъфвека, характеризующее отношение 
кагнхтиой энергии к кинетической; (2.10) 

"г~ 7~~ - числе у-руда, выражающее соотношение сил инер­
ции к сил тяжести; (2.11) 

* - плотность объемной электромагнитной силы; 
V -—"!=и>»лТ - ксэа^идпент кинематической вязкости. 

ктгрнув скорость определить не как максимальное 
'.: П;г скорости ?. ось оме, а с помощью соотношения 

%=4/г0, (2.12) 
:: уравнение Навье-Стс-кса приобретает след̂ чешгй безразмерный 

г • • 

^ г П у у ; У - - « р * ^ м 1 - к * т + - р - ч , ( 2 Л З ) 

г- к-Ьъ'ИХ/м? ; (2.14) 

рг Ч?* . (2..1.5) 
При этом максимальное значение безразмерной скорости в об-

л*:сп: совпалает с числом Рейнольдса рассматриваемого потока. 
б) Уравнение Рьпнольдса для осреднённого турбулентного те­

чения: 

(2Л6) 

где у,'ук1 - турбулентные напряжения, 
керость и другие ВСЛИЧЕНК при этом представлены в виде суммы: 

У ; * У; • V ; , ( 2 . 1 7 ) 

"До у ; - осреднённое значение, 
V) - пульсапионная часть. 
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Для затыкания системы уравнений МГД, использующей уравне­
ние Рейнольдса, необходимо ввести дополнительные связи для оп­
ределения турбулентных напрянений '̂у*' (см.раздел 5). 

3) Уравнения неразрывности для магнитного поля и течения: 

^ § - 0 ; | ^ + сЦ^>у>0 . (2.18; 2.19) 
При р=^0 = ссп5{ из уравнения неразрывности течения следует 
условие несжимаемости: с̂1уV = о. (2.20) 

4) Ддфферендаальный закон Ома: | -&е«,(Б * V ; (2.21) 

где [̂"гч"] ~ напряжённость электрического поля. 
5) Выражение для плотности электромагнитной силы: 

{ М ' ^ ^ З ^ Ь ' - ^ Н ^ о - ^ Л , (2.22) 
где Н["4?] " напряжённость магнитного поля, 

рх - относительная магнитная проницаемость среды. 
Так как интервалы изменения характерных величин МГД уст­

ройств широки Г 1-9 I, то и критерии подобия,А 1,Рг,&«™) для 
различных устройств меняются в широких пределах. Однако, если 
размеры устройства порядка одного метра, электропроводность ме­
талла — , то при у„< 1 и/с (такие скорости наблюдают-

0ц.г1 
ся в эксперименте), выполняется условие Ке„ < 1 

Следовательно безиндукционное приближение $ е т « * (2.23) 
применимо для лабораторных устройств. 

Условие ^е^< 1 может нарушаться в промышленных МГД-уста-
новках из-за больших размеров и больших скоростей движения ме­
талла. Например, показано Г 10 3, что при скоростях до I м/с я 
частотах не менее 50 Гц, влияние движения расплава на индукцию 
не преылдает 6 и 1352 соответственно для стального и алюминиево­
го сплавов. 
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Применение безиндукционного приближения (2.23) радикально 
упрощает задачу, поэтому оно используется в большинстве сущест­
вующих теоретических работ. 

В результате пренебрежения влиянием движения среди на маг­
нитное- поле уравнение (2.6) упрощается: 

У Г « К ^ А В > (2.24) 
т.е., величина магнитной индукции находится независимо от гид­
родинамических характеристик. 

В случае плоскопараллельного или аксиально симметричного 
магнитного поля, т.е., когда трёхмерная задача сводится к дву­
мерной, целесообразно введение векторного потенциала 

&-го1А / (2.25) 
уравнение для которого с учётом периодической временной зависи­
мости ^«Дв(?)е1и*, (2.26) 

/> 
где А - комплексная амплитуда векторного потенциала; 

I - мнимая единица; 
<о[*/с]- циклическая частота периодического электро­

магнитного поля, 
принимает вид: дА«1и>Д (2.27) 
где ь)*/1*<ооэг} - безразмерная частота, характеризующая проник­

новение ЭМ поля во внутрь проводника. (2.28) 
Частота оо определяет безразмерную толщину скин-слоя: 

. (2.29) 
Если в выражении магнитного числа Рейнольдса (2.7) в каче­

стве характерной скорости V© рассматривается относительная ско­
рость движения бегущего магнитного поля и проводящей средь:: 

У.-с05/а<1 , (2.30) 
г*» о^т 5Г/Г • (2.31) 
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з - скольжение; 
Г - псч7поскь*2 пат индуктора, 

;*_•. критериям к-™ и и> можно придать один к тот ж~ 
смысл. 

.аосмотоекЕк ЖИДКИХ металлов. я^гчкдпхся кемаг'нктньш: 
"I, ::)аг:еп::е электсог̂ агнитной СИЛЕ (2.22) суп: 

•тся г сходится к первому члену этой формулы: 

г-тм:;::х устройств время релаксации жидкости х 
гл аемом объеме Г > < сек. Г I I 3, поэтому при частоте 

)магнит1:ого поля и) » 1 Г / Г жидкость не успе-
:...о: реагировать ка г:7-:с::ощ силы (сила пульсирует с з'двоен-

частотой пола) Е движение определяется усредненной по пери-
кслгбанп!! величиной силы 4 • Усреднение по периоду колеОе-

г.:: прог;?ьддепкя сшгусопдалько меняющихся величин, пред-
одавленных Б комплексной форме (2.26) приводит к следующему вн-
"эженнЕ плоты, гти средней силы Г 6 1 : 

I * ГЛЬ.у * С ) : (2.33, 
где звёздочкой обозначена комплексно сопряжённая величина к 
л* - реальная часть выражения. 

Таким образом, задача определения движения жидкого метал­
ла в оегхз̂ тукциенном приближении разделяется на два этапа: 

1) Нахождение распределения электродвижущей силы (2.32) 
или (2.32) в геддкем металле на основе решения уравнении для по-
ля (2.24) ЕЛИ для потенциала (2.2^) с соответствующими градич-
нг~ условиями. 

2) Решение гидродинамической части задачи, содержащей урав­
нение ламинарного (2.13) или осреднённого турбулентного (2.16) 
течения. При этом используется оанее найденная плотность силы̂  
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В общем виде для произвольной формы проводящей области и 
произвольного распределения тока индуктора эти задачи не ре­
шены даже в безиндукционном приближении при ламинарном харак­
тере течения. Поэтому в каждом конкретном случае делается те 
или иные допущения относительно формы и физических характери­
стик модели. Основные модели и методы, применяемые для решения 
поставленной задачи МГД в случае аксиальной симметрии устройст­
ва с течением в плоскости г ; г характеризуются в следующих 
>вух подразделах. 

2.2. Исследования электромагнитного ноля и силы 

Как уже отмечалось, первым этапом для теоретического реше­
ния задачи о движении жидкого металла в пдлиндрических МГД уст­
ройствах в безиндукционном приближении, является нахождение рас­
пределения плотности ЭМ силы, а вторым этапом - исследование гид­
родинамических явлений в жидком металле. 

Рассмотренные в данном подразделе работы условно разделяют­
ся на аналитические, в которых находятся аналитические выраже­
ния для магнитной индукции и ЭМ силы, и на работы, в которых 
;авнения для ц> и для векторного потенциала решается численными 
методами. В большинстве аналитических работ пренебрегают конеч­
ной высотой проводника - моделью служит бесконечно длинный про­
водящий цилиндр с постоянными по всему объёму ЭМ свойствами. В 
тех случаях, когда допускается также предположение о бесконеч­
ной высоте индуктора, его воздействие учитывается заданием ин­
дукции на боковой поверхности проводящего цилиндра в виде перио­
дически зависящей от времени функции (однофазная обмотка) или в 
виде бегут ей волны (многофазная обмотка). Для учёта конечной зы-
соты индуктора, последний заменяется бесконечно т нким азимута-
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льным токовым слоем и (рис.2.1). 
Далее анализируются основные математические модели и мето­

пы, применяемне для определения ЭМ поля и поля сил в цилиндри­
ческих проводниках конечных размеров, находящихся в поле коль­
цевых индукторов с переменным током: 

I) Бесконечный проводящий цилиндр с заданным на боковой 
поверхности гмагнитным полем, периодически зависящим ; 1 вре­
мени. 

Решением уравнения для комплексной магнитной индукции 
А&-&/иоо8*0 , (2.34) 

в цил!Шдрическои области I (рис. 2.1а) бесконечной длины с за­
данным на поверхности цилиндра ̂« л> магнитным полем, в работах 
I 11,12 3 находятся выражения аксиальной составляющей магнитной 
индукции В^&г-^В^» 0) и радиальной компоненты плотности сред­
ней ЭМ силы | г через функции Кельвина. Для такой идеализирован­
ной модели | г зависит только от радиуса и ^«|^ * 0 , причём 
абсолютное значение силы определяет магнитная индукция на повер­
хности пклнндра: 

у (2.35) 
где линейная плотность тока (настил) на поверхности 

гшгщ . Максимальное значение силы (на боковой поверхности 
проводника) при значениях безрезмерной частоты оЬ > Ю практиче­
ски меняется пропорционально её квадратному корню: |г(г„)~77о% 

Убывание силы вглубь металла по радиусу, имеющее экспоненциаль­
ный характер, также существенно зависит от безразмерной частота 
и> (2.28), что связано с вытеснением поля из проводника при 
больших значениях безразмерной частоты. Например, для ^ < ю о 
сила уменьшилась по сравнению с её максимальным значением на по­
верхности в 100 раз при г»о.ы, (случай промышленной МГД-уста-



Рис .2.1.Модели индукционного МГД-устройства (в разрезе). 

Рис.2.2.0сесишетричкая мо­
дель инду::шон"огс 
МГД-устройства(в 
разрезе;. 

I-металл, 2-индуктор, 
З-магнитпый экран. 
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новей) , а для * 2 5 (случай модельной установки) та­
лое уменьшение достигается только при г* о,з г. .Во многих ра­
ботах Г 11,12,13 и др. 1 вместо со используется аналогичный па­
раметр оС «"ПЗ"4. (3.36) 

Решение рассматриваемой задачи возможно также на основе 
теории цепей. При ярко выраженном скин-эффекте («\>>>5* ) это 
осуществлено в работе Г 13 3. 

Рассмотренная модель однофазного устройства не даёт возмо­
жности оценить аксиальную составляющую силы отличную от нуля в 
реальных устройствах, кроме того - сила |, в этой модели зави­
сит только от одной координаты - радиуса, а ротор силы, опреде­
ляющий движение жидкой фазы, равен нулю: гоЦ) «о . . Эти резу­
льтаты являются следствиями предложений о бесконечной высоте 
индуктора и металла. 

2) Бесконечный проводящий цилиндр в поле кольцевого одно­
фазного индуктора конечной высоты (рис. 2.16). Решение задачи 
в плоском приближении (пренебрегая кривизной цилиндрической по­
верхности г.» & ) позволяет оценить характер силового поля и 
его интегральные характеристики Г 14 1: 

2; = > (2.37) 
где и - произвольный контур внутри металла. 

циркуляция 2,- характеризует способность ЭМ поля возбуж­
дать движение* Если го1|*й , то и Е; 5 0 , отсутствие завих­
ренности силы определяет отсутствие движения в замкнутом объё­
ме. Заданием эпюры тока на поверхности г = г4 (рис. 2.16) можно 
достаточно хорошо описать систему с однофазным индуктором и 
выявить некоторые характерные особенности силы. Например, ак­
сиальная- составляющая силы преимущественно направлена к торцам 
системы, однако при относительно большой высоте индуктора су 
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шествует зона с обратной ориентацией силы | г . В реальной си­
стеме с осевой протяжённостью металла, значительно превосходя-
щей высоту индуктора, при обычни: параметрах (толщина скин 
слоя о,1-«г о,зъ ), интегральные вихревые свойства поля 
сил оцениваются максимальным значением ЭМ давления в поверхно­
стном слое металла Г 14 ]. 

Решение задачи в цилиндрической области с токовым слоем 
конечной высоты 2 ^ » ^ м

 3 3 поверхности г «г4 (рис. 2Д6), 
аналитически получается методом разделения переменных в урав­
нении для магнитной индукции (2.34) или магнитного потенциала 
(2.27). При этом в пространстве выделяются три подобласти с 
граничными поверхностями г • г9 и г* * ги . Воздействие индуктора 
учитывается при помощи 1тзаничных условий на поверхности разде 
ла г ж |% , где бесконечно тонкий слой азимутального тока задаёт­
ся интегралом Фурье: 

П , г»ри|г| 4к и ; (2.38) 

где ^ - поверхностная плотность азимутального тока. 
магнитная индукция и сила в данном случае имеют две ̂ .хли­

чные от нуля составляющие Ь г, м | г } | х 

Влияние конечной высоты обмотки на распределение силы ха­
рактеризуется фактором плотности силы [ 11,12 I: 

где - сила на боковой поверхности металла длят ин­
дуктора конечной высоты, 

Д сила на боковой поверхности, рассчитанная на 
основе модели с бесконечным аз^ттальным токо­
вым слоем на боковой поверхнос I цилиндра (см. 
пункт I ) . 
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- . д а л е к и е пантере с±>г по высоте на поверхности цидин--
"••с.твенно зависит от безразмерной частот?: (2.27), относи-
: Грооты индуктсра и пд'ргнк зазора между металлом и ИР~ 

р-...: (рис . 2.16): з»г м-г с (2.40) 
ед^ имеет максимум в плоскости симметрии индукторе 

ее значение максимально равно единице при - ьи/в— 
- о . На бпкенровакнои высоте!д/Ьм|<1 значение сЬг уменьшает-

:.: ?. увеличением непроводящего зазора с, или с уменьшением от--

-"гт.-'ьнгй высоты и:ндуктбрад Скорость зат̂ тсаккя силы вне зоны 
• _. ; также задпеит ст ги и и ; чем уже зазор и длиннее ив--

..?:.:. (ЕЛГ больше, частота), тем быстрее убывает /г с отдале-

от плоскости симметрии системы. 
'д:едалы;ая составляющая силы заметно отклоняется от нуля 

.ддко в зоне ТООЦОЕ шпгукторг, но и там значение {' не превы 

чет 1С% максимального значения Т . Поэтому в рамках рассмаг-
\-.21С1:о!А приближенной модели значение аксиальной составляюаеь 

едлы не учитывается I I I ,12 ]. 
Вихрь плотности средней *~и*строкагнитнок силы 

1^го\1 (С.41) 
..-•_т одну отличную от нуля составляющую (б.г* сг * с} .Мак-
.:-•.-.льнос значение ротор силы достигает на боковой поверх-

."-.оси' проводника Гг-= гр) около торцов иьцгуктсра {г.) = ? на 
с:- симметрии о) и в плоскости симметрии устройства ( * о) Ц 
обращается Б нуль. 

Ь работах I 6,т5,1€ ] для рассматриваемой модели (рис.2.16) 
: :ыра~еЕие векторного пстекцдада [А г*Аг в0 . А**А^(>*,2)| , а 
также распределения 3" поля и сил найдено путём суммирования по-
.опциалэв элементарных токов витков: 
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1 •> ^Л^р^КДЛ^р^г.Ж^ЛГ,) ' . (2.42) 

где . Зв.^КоХ- модифицированные функции Бесселя; 
р а

в Л а+1б)1 в40. (2*43) 
Численное интегрирование комплексных подинтегральных фун­

кций типа (2.42) для получения распределений интересующих вели­
чин ло объему проводника задача трудоёмкая даже для выполнения 
на ЭВМ. Поэтому делаются попытки подиятегральное выражение в 
(2.42) заменить приближёнными формулами, которые в определённых 
интервалах значений параметров устройства аппроксимируют исход­
ную функцию С 17,18,343. В работе Г 18 3 такая аппроксимация 
позволяет найти при и >Ю<Г распределение ЭМ силы без примене­
ния численного ин егрирования. 

Рассмотренная модель объясняет вихревой характер электромаг­
нитных сил и тем самым возможность существования стационарного 
течения жидкого металла под действием этих сил. Описание МГД-уст­
ройства в давнем приближении допустимо, если высота металла боль­
ше высоты катушки индуктора и если индуктор расположен в зоне 
|х|<Ьм/2 - основная часть мощности индуцируется в части про­
водящего цилиндра, ограниченной торцами индуктора. В противном 
случае картина поля и силы в значительной степени возмущается 
концевым эффектом проводника. 

3) Бесконечно длинный проводящий цилиндр с заданным на бо-
ковой поверхности "гдеальным" бегущим полем. 

Решение уравнения магнитной индукции (2.34) методом разде­
ления .переменных в бесконечно длинной проводящей цилиндрической 
области, магнитное поле на поверхности которой задано в виде бе­
гущей волны | . ^ е ^ " с ^ ; 6^-0 , (2.44) 



:е >; - волновое число, позволяет выразить компоненты плотно-
•:: силы через функции Бесседк Г 11,19,20 2. Для данной модели 
отличие 01 предыдущих, аксиальная составляющая средней плот-
-сти силы существенно отличается от нуля. Также как в любом 
•ссд:с.:етричнсм случае радиальные составляющие поля и силы на 

симметрии равны нулю, кроме того все величины зависят толь-
• от одной координаты - радиуса. 

Зависимость радиальной составляюшей силы от квадратного 
;рня безразмерной частого * «73 4 , также как в случае "иде-

мерный участок при <*. > 5 , сила +; при-зО!?1 становится прак-
юфазнсгс шдгуктора (рис. 2.1а) имеет характерный 

ски нсзаЕДепмзк от ^ . .безразмерное волновое число 

/ ? «= 25Гг0// * } (2.45) 
де л - ̂  - длина бегущей волны. (2.46) 
сди со постоянна, то плотность аксиальг силы на поверхности 
- гг . максимальна при Со . Для про1.щшленной Ш71 установки 
о-»1со) это условие ь-лолняется, если /\*-с,5м. 

4) Бесконечно д.̂ттгглп.̂  проводящий цилиндр с заданной на по-
ерхноотиг=ги токовой нагрузкой (рис. 2.1г). 

Заданием линейной токовой нагрузки 

а поверхности г - гя и решением уравнения для азимутальной со-
таддедющеп комплексного векторного потенциала (А^»Ау 

состветстгутеегеод: граничными услоЕиягли, исследуется влияние пе­
реводящего зазора между металлом и индуктором на ЭМ поле С б 3. 
рамках упрощённой модели рассматривается два частных случая: 

а) пространство вне индуктора заполнено ферромагнитным ка-
ериалом с магнитной проницаемостью р * •* , €*»0 , (кдеаль-
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.. фярромагнитннй экран), 
б) пространство вне индуктора не ферромагнетик и изолятор 

;-!-1;С=о ). Показано Г 6 3, в обоих случаях зависимость 
-трального значения поля на боковой поверхности проводника 

/>0 мало чувствительна к изменению частоты ( ю<.и>^*оо ), 
т*уЕствительна к изменению длины волны бегущего поля. При 
-ог0 поле убывает с увеличением ги; гс медленно (пятикратное 
..тпчение ги|г„ уменьшает Н» менее, чем на 2 0 ^ ) , а при малом 

длгнк волны -> «0.6го , поле с увеличением ги|г„ убыва-
~ ^чонь быстро (при Ги*1,ГГв ,N«^0 }. 

Рассмотренные в пунктах 3 и 4 модели объясняют возникнове-
с дЕлкекия гишсой фазы металла и характеризуют зависимость 
-V от частоты СЬ и длины волны бегушег .юлч, однако в реаль-
..:: устройствах из-за конечной шсоты ь: гофазной обмотки и ви-
\ъ секщгонирозакия поле не имеет харак' за бегущей волны, а 
аллется пульсирующим. 

5) Проводящий цилиндр конечных размеров с заданным бегущим 
•.агпитнш/ полем ( 2 . 4 4 ) , не поверхности г*гщ чрис. 2.1д). Б окру­
глом пространстве при г>г0 : с«о;»ч««^ I 6 3. 

Такая абстракция достаточно отдалена от реально существую-
."е: металлургических ЮТ устройстз, так как применима, если 
-,.ч.ч »\ и металл не вцдт.инут из индуктора, т.е. торцевым эффек­
том кчлтктора можно пренебречь. 

о) Бесконечно длинный проводящий, цилиндр в поле многофазно­
го индуктора конечной высоты (рис. 2.1е). 

Качество приближения этой модели в основном определяется 
"ем, насколько заданное распределение настила соответствует дей­
ствительному распределению тока ь индукторе. 

В коыограсши Г 5 3 приводится выражение силы для рассматри-
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веемой модели, найденное путём суммирования потенциалов (2.42) 

элементарных токовых витков по высоте катушки и последующим 
суммированием векторных потенциалов отдельных катушек с учётом 
сдвигов фаз токов, протекающих в них. Аналогичные выражения 
приводятся в работах Г21.22,23.24]. Индуктор везде заменяется 
токовым слоем Ц на поверхности г=гги . Результаты расчёта ради­
альной составляющей магнитного поля на поверхности пилиндра хо­
рошо согласуются с экспериментом Г231. Составляющая силы ̂  име­
ет выраженный максимум по частоте. В зоне концов многофазного 
индуктора имеются области, где меняется направление компоненты 
силы ^х - в модели с "идеально* бегущим полем это не наблюдает­
ся. 

В работе Г371 расчёты потенциала и поля Н(гв)1) проводятся 
в случае сильно выраженного скин-эффекта - токи в провод м 
цгдивдре заменяются поверхностными токами и учитываются с помо­
щью граничных условий при г»г, . Этот подход для дальнейших 
расчётов движения жидкого металла не пригоден; так как не позво­
ляет находить силовое поле внутри проводника. 

Сравнение интегральной силы, действующей на единицу длины 
металлического цилиндра, с соответствующей величиной для беско­
нечного индуктора 124] показывает, что различие не превышает 5%, 

Однако, интегральная сила является второстепенным показателем и 
не определяет применимость той или иной модели для описания МГД 
процессов с замкнутым течением, где существенно распределение 
сидя по объёму расплава. 

Модель, где проводящая область, также как индуктор, имеет 
конечные размеры, более точно соответствует реальной конструк­
ции МГД устройств и позволяет объяснить эффекты, определяемые 
конечное высотой индуктора ж металла (первичный и вторичный кон-



где вые эффекта), а также взаимным расположением этих составных 
частей.Расчёт моделей этого класса требует применения числен­
ных методов, так как соответствующих аналитических решений не 
существует. 

7) Осесимметричная проводящая область конечной высоты в 
иоле кольцевого индуктора конечных размеров (рис. 2.2). 

_ Расчёт вихревых токов в осесимметричной области сводится 
к ре пению интегрального уравнения Фредгольма второго рода отно­
сительно составляющей напряжённости электрического поля 
[25,26,27]. Учитывая аналогию уравнений, таким же образом мож­
но провести расчёт азимутальной составляющей векторного потен­
циала. Однако на практике эта методика может применяться толь­
ко для небольших сплошных или больших тонкостенных проводников, 
т.е. , при небольшом числе (*<юо) точек расчёта [253. Кроме то­
го, область сходимости итерационного процесса решения этих ин­
тегральных уравнений ограничена. Границы интервала сходимости 
зависят от частота и геометрических параметров системы, однако 
в рассмотренных работах эта область не определена. 

Делаются попытки учесть первичный и вторичный концевые эф­
фекты, т.е. рассчитать модель с индуктором и металлом конечной 
высоты, комбинацией результатов, полученых для двух более про­
стых моделей (пункты 5 и 6) 128,293. Для упрощения задачи - све­
дения интеграла типа (2.42) к ряду Фурье-Бесселя, рассматривает­
ся периодическая система индукторов с периодом Т многократно 
превышающим высоту индуктора ( Т^Зо1пи ). Сопоставление Г281 
теоретических ж экспериментальных распределений относительных 
зеличжн поля по высоте проводника указывает на заметные расхож­
дения в Зтих распределениях, а информация о совпадении абсолют­
ных величия отсутствует вообще. 



Для осесимметричиоя модели с произвольным распределением 
азимутального тока, 5М силы вычисляются по методу, изложенному 
_ статье [303 . Составляется неконсервативные конечно-разностные 
""„озкения для азимутальной компоненты комплексного векторного 
тз^енциала в кусочно однородной (С^я - кусочно постолнвые функ-
тдш) двумерной области, на границе которой полагается А* «О .Ука­
зывается, что для получения распределения векторного потенциала 
с точностью до 1% на сетке 70x70 узловых точек потребовалось 
около 50Г итераций, но проверка данной разностной схемы показа-
- - — * * » -

а) с увеличением значений % и р сходимость замедляется я 
при больших значениях этих параметров схема становится неустой­
чивое, 

б) при **юс в на сетке 30x30 узловых точек (5-6 
?оз меньше указанной г статье) точность 1% достигается примерно 
в 400-х итерациях, 

в) если проводящее тело не является цилшщром, то в погра­
ничной зоне точность вычислена существенно ниже, чем в других 
точках. 

Практические консервативные разностные схемы с переменным 
тагом сетки для расчёта векторного потевхщала методом нижней 
релаксашш в осесимметричнок проводящей области (рис. 2.2) по­
строены Е работах 131,323, однако примеры результатов расчёте 
электромагнитных сил отсутствуют. Кроме того, схема имеет целый 
рдл недостатков вычислительного характера (первый порядок ап­
проксимации, медленную сходимость к др.). Аналогичная методика 
расчета для ферромагнитной среды приведена в работе Г383. 

Результаты численных расчётов азимутальной составлявшей 
ротора средне,. З.й своты ( Сг

с1хт0 ) 
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для рассматриваемой иилщдрической модели с однофазным и двух 
фазным индуктором (сдвиг фаз в секциях!" ) приведены в статье 
Г331 (описание численной методики отсутствует). Получено, что 
наибольшие значения с^для однофазного устройства принимает око­
ло верхнего конца индуктора и нижнего конца проводящего цилинд--
ра, если индуктор имеет отрицательный верхний и положительный 
нижний вылеты. В этих зонах необходимо считаться с большой ин­
тенсивностью движения. Е случае двухфазной обмотки максимум ро­
тора силы (2.49) расположен напротив середины индуктора. Абсо­
лютные величины вихря, определяющего интенсивность движения, 
больше в случае двухфазного индуктора. 

Завершая на этом краткий обзор моделей, при: темнх для 
расчёта ЭМ параметров цилиндрических МГД-устройств, следует от­
метит*, что здесь показана только основные этапы развития теоре­
тической модели и кроме того, сделан определённый предваритель­
ный выбор. Так как проводящая область является металлом в рас­
плавленном состоянии, то не рассматриваются модели, учитывающие 
ферромагнитные свойства рабочего тела и явления насыщения. Од­
нако, ферромагнитные свойства могут иметь другие элемег :ы моде­
лируемого устройства (магнитный экран), что в частности учитыва­
ется в ряде работ [30,31,32,343. Во всех рассмотренных работах 
существенно используетп осевая симметрия модели, что упрощает 
задачу - расчёт поля и сил в пространственной области, сводит­
ся к расчёту в двухмерной области. В случае несимметричностей 
по азимутальному углу ̂  формы устройства или распределения МГД-
величин необходим расчёт трёхмерной модели. 
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2 . 3 . Исследования течений 

Ъ данном подразделе рассматриваются модели и методы описа-
. :тдгдодилемических процессов в щшшдрических МГД устройст-
~ задшутым течением проводяшей жидкости. Исследовательских 

' от по этому вопросу гораздо меньше, чем работ, посвященных 
одеванию электромагнитных процессов. Зто объясняется слож-
ьи допроса - уравнений, описывающие движение жидкого метал­
ла:: д ламинарном, так и в турбулентном режиме) существенно 

. да, лднеаризовать и решить эти уравнения аналитически 
:тсл только в самых простых случаях. ?1роме того, всегда для 

л оценил задачи используется безиндукционное приближение 

Далее рассмотрим основные модели, применяемые для описания 
-'.дену того !-1ГД-течед11Я в ламинарном режиме; 

I) Бесконечно длинный цзьлиндр с заданным на боковой поверд-
эсти периодически зависящим от времени магнитным полем, запол-
нный электропроводящей жидкостью (рис. 2.1а). 

Модель не объясняет существующую в реальных индукционных 
Гд-устроиствах циркулящао ра а̂ва, так как сила, рассчитан-
ая по этой модели имеет безвихревой характер ( ^ э ^ х О ] 
г-|1г) ) 1121. На основе выражения для ЭМ давления с исполь-
„даниеа уравнения гидростатики оценивается [12Д. изменение фор-
1 свободной поверхности расплава под воздействием электромаг-
:ткых сил. Однако, в этих расчётах не учитываются концевые эф-
епты, к, как показывают эксперименты, получаются завышенные 
о трех раз значения высоты мениска. 

2} Бесконечно путинный цилиндр, заполненный электропроводн­
ой жддкостью в поле однофазного индуктора конечной высоты 
рис. 2.16). 
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Силовое поле в металле имеет вихревой характер (гсЛ|̂ 0 ) 
и модель в принципе позволяет объясни:ь существование двухкон-
турной циркуляции, но расчёты динамики металла по рассматривае­
мой модели автору не известны. 

3) Бесконечно длинный цилиндр, запс тленный електропроводя-
щей жидкостью, с заданным на боковой поверхности "идеальным''' 
бегущим полем (рис. 2.1в). 

Так как цилиндрический объём принимается бесконечно длин­
ным, но рассматривается замкнутое течение, то на аксиальную со­
ставляющую скорости Чс налагается условие замкнутости Ц9.351: 

С ч-гс!г = о . (2.50) 
Из-за осевой симметрии и характера распределения силы (см. под­
раздел 2.2) скорость имеет только одну компоненту ̂ (у г*уу-0) > 
зависящую от радиуса. Уравнения Нсшье-Стокса (2.3) записывается 
в следующем виде: 

Ж-*ТЯ^ЪГ)^РЭЬ 9 Т* ) (2.51) 
Эру Эг =» *хл& . 

Оценка времени установления стационарного течения [35] поз­
воляет в дальнейшем рассматривать только стационарную задачу. 
Максимальное значение скорости при этом определяется тремя элек­
тромагнитными параметрами - длиной волны >> и индукцией бегуще­
го поля В в на боковой поверхности металла, а также безразмер­
ной частотой Со . Нормированная значение!:: индукции 8>0 , максималь­
ная скорость движения на оси У 0 имеет выраженные максимумы как 
по частоте, так и по длине волны бегущего поля. С возрастанием 
безразмерного волнового числа $ (2.45) максимальное значение 
скорости в пристеночном потоке \/1С возрастает по абсолютной ве­
личине и место максимума смещается в сторону стенки г=ге , одна-

А 

ко, с увеличением и> влияние длины волны становится мало заметным 
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:;: ^ п о о , распределения скоростей для ? ~ 2 и ^«6 практи-
ки еоададздт ). Ыаксккум скорости центрального потока всегде 

д.оддтся на оси симметрии к существует поверхность г*г9 , где 
.оросхь течения у,» о . Положение поверхности раздела также 
:деляется параметрами > и Со . В работе [351 для этой зада-

. рассматривается длинноволновый предел: Ъ»о . Профиль скоро-
'..г. при зто^ определяется значением одного единственного крите-
л - Со , чти подтверждается эксг.зпментом [363. Сопоставление 

..:.лл осреднёнкой турбулентной скорости движения жидкого ме-
е-тлз в средней зоне многофазного 1йГА-устройства с теоретическим, 
.:;д.нарным 112,353 показывает, что максимум осреднённой скорости 
: дристеночном потоке смещён к стенке по сравнению с теоретичес-

профилем, а профиль скорости в приосевой зоне теряет парабо­
лическую форму и становится сплющенным. 

Рассмотренная модель не применима для описания движения в 
::о::девых зонах реальных многофазных устройств, где существенно 
отличны от нуля радиал*д*ая составляющая скорости У г , а состав­
ляющая У 2 - наоборот мала. Кроме того, в этой зоне распределение 
од значительно отличается от поля сил "идеального" индуктора. 

гдддкс, модель даёт представление о движении и управляющих им 
параметрах в средней зоне многофазного устройства. 

4} дилхдедр конечных размеров в поле индуктора конечной вн­
ести (рис. 2.2). 

1кДК уже отмечалось, расчёт движения, учитывающий конечные 
Размеры всех её элементов, в настоящее время возможен только чис-
Д::1НЫМЕ методами. 

сапнедЕ систег.'у ураБнений, опксываг::_ую ла?.гдкарное движение 
еотл.остх суравнение Навье-Стокса и условие несждг.-земости), в фор-
----- ротора для переменных V и ГФ , 
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где \л/^^= "§̂ г - азимутальная составляющая ротора 
скорости; (2„52) 

- функция тока Стокеа, которая определяется в следую­
щем виде: 

± 1 ± ) у * г ' г Зг ) (2.53) 
из рассмотрение /даётся исключить давление. В работе (32] по­
строена и доведена до численной реализации разностная схема для 
/равнений несжимаемой жидкости в переменных ̂  и V*/ , однако, са­
ми авторы отмечают, что схема устойчива только при малых значе­
ниях числа Рейнольдса (2.9). Крот, того, полученные по этой ме­
тодике численные результаты ещё больше, чем результаты, получен­
ные по модели предыдущего пункта, отличаются от эксперименталь­
ных 131. Полученное по методике Г 323 распределение 
имеет нефизический пик на оси симметрии. Это очевидно обусловле­
но плохой апроксимацией исходнях уравнений, что особенно прояв­
ляется при малых значениях радиуса г . 

5) Выпуклый осесимметричный проводник в поле индуктора ко­
нечной высоты Г 391. Разностная схема,предложенная в работе [393, 
обладает рядом существенных недостатков (устойчива только при 
нефизически малых значениях вязкости, граница приводящей облас­
ти заменяется на сетке ломаной линией и др.). Кроме того, отсут­
ствует эффективный способ расчёта распределения сил. Методика, 
таким образом, для практических количественных исследований по­
ля скоростей мало пригодна. 

? заключение следует отметить, что работы, содержащие тео­
ретические исследования замкнутого турбулентного МТД-течения в 
переменном во времени магнитном поле, с существенной двумерно-
стью иди трёхмерностью течения, автору не известны. Использован­
ие в работе сведения из полуэмпирической теории турбулентности 
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.. этой причине харэг." - сзувтся отдельно в разделе 5. 

2.4. Выводы 
Несмотря на то, что количество исследований по применению 

г. ..ленных методов (метода сеток и метода конечных элементов) в 
;:от:тродикш.!Ике, а также в гидродинамике велико, частная зада-
.' о замкнутом осесишетричном течении электропроводящей жидко-
~к (как в ламинарном, так и в турбулентном режимах) под воз-

отвием переменного электромагнитного поля не решена. 
Из проведённого анализа следует: 
I) Более полно исследованы электромагнитные процессы в ин-

шионныж ГЯГД-устройствах: 
а) для получения предварительных сведений и характерных зна-

елшй Э!Л поля к поля силы, а также для получения инженерных оце­
нок прспессов и планирования эксперимента, можно пользоваться мс— 
. елями, пренебрегающими конечной высотой системы "индуктор-ме­
талл" , или одного из этих элементов, в зависимости от соотноше-
етот ДЛЕНЫ и взаимного расположения индуктора и проводника в ре­
альном устройстве. Методика для расчётов такого типа усиленно 
разрабатывается. Решение линейной исходной задачи приводит к 
х^алктическпм выражениям, значения которых необходимо вычислять 
на Ид:,'.. Трудности возникают именно в этапе численного интегриро-
ванил ЕЛИ суггяфования. Кроме того, недостаточно внимания уделя­
ется оценке погрешностей и границ применимости различных моделей 
и методов вычислений. 

С) Для исследования структуры ЗУ поля и расчёта распределе­
ния с'" силы в большинстве случаев необходимо учитывать концевые 

екты, обусловленные как металлом, так и индуктором. Расчёт 
Моделей этого типа основан на применении конечно-разностных ме ­

тодов и требует дальнейшего развития г. целью создания эффекткь— 
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ннх консервативных схем сквозного счёта при произвольной гео­
метрии подобластей моделируемого устройства. 

2) Решение гидродинамической части проблемы более сложно 
и менее разработано, так как задача двумерна и нелинейна. Кро­
ме того, необходимо найти подходы для учёта турбулентного хара­
ктера течения, не выходя за рамки реальных возможностей счёта 
на существующих ЭВМ. 

3) В рассмотренных работах практически отсутствуют количе­
ственные сравнения и сопоставления экспериментгльных и теорети­
ческих результатов, что необходимо для уточнения физико-матема­
тической модели, описывагдей рассматриваемые МГД прс ;ессы. 

4) Имеющиеся экспериментальные и теоретические данные недо­
статочны для выяснения строгих количественных зависимостей дви­
жения от комплекса электромагнитных и геометрических параметров, 
однако, основные параметры, определяющие характер движения, вы­
делены н установлен характер зависг оти тадродшамическггх пока­
зателей, в том числе, максималаного значения скорости движения 
кидкого металла, от параметров системы. 

Предлагаемая далее физико-математи"зская модель рассматри­
ваемых процессов и единая методика численного определения комп­
лекса МЕД величин позволяет перечисленные ранее недостатки уст­
ранить. 



3. УТОЧНЁННАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ АКСШГШО-
-СИШШРИЧНОГО МГД-УСТРОЙСТВА 

3.1. Анализ основных допущений 

В результате анализа математических моделей индукционных 
'.ТД-устройств с ̂замкнутым течением проводящей жидкости, прове­
дённого в разделе 2 и в работе Г403, для дальнейших расчётов 
была выбрана модель, являющаяся обобщением ранее рассмотрен­
ных (рис. 3.1а). В ней выделена сесть ооластей с существенно 
различными свойствами: 

1. Однородный проводник произвольной осесимметричной фор­
мы с удельной электропроводностью С=сол51 . Область неферромаг-

* * 

нитна - относительная магнитная проницаемость /7*4 ,/что выыЬй-
няется практически всегда для жидкого металла (феррожЕдкости не 
рассматриваются). Внутри проводника нет источников наружных то­
ков. Вся среда находится в жидком состоянии и несжимаема (СНУУ« 

-° ), плотность её постоянна во всём объёме (̂р = соп$[ ). Снизу 
и в радиальном направлении металл ограничен непроницаемой, твёр­
дой стенкой, а поверхность жидкого металла - свободна. Течение 
металла имеет ламинарный характер (коэффициент кинематической 
вязкости 0=соп$1) или "турбулентный характер. 

2. Проводящий (<Г»а>г\41 ) или непроводящий (6=0 ) сосуд 
произвольной осесимметричной формы, который может иметь ферро­
магнитные свойства (/»»1 ). Стенки сосуда непроницаемы для ме­
талла. 

3. Кольцеобразный индуктор конечных размеров, которые со­
стоит из произвольного числа секций. Заданы плотности периоди­
ческого во времени азимутального наружного тс .а в секциях или 



дс . З.л.. ссссгоялетричная модель индукционного МГД-устройства ( з разрезе) I 
г - сосуд, 3 - индуктор, 4 - магнитный экоан, 5 - газ или вак-тм V -
ран. Г0 - граница ^металл-сосуд", % - граница "металл-газ". ' 

- жидкий металл, электоический эк-
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перепад напряжения; и проводимость материала секций индуктора. 
Токи, протекающие в разных секциях индуктора могут совпадать 
по фазе (однофазный индуктор) или быть сдвинутыми между собой 
по фазе (многофазный индуктор). 

4. Непроводящий слой с большой относительной магнитной 
проницаемостью - магнитный экран. Предполагается, что внутри 
экрана: /г*соп$Ь>1 . Выбирая р=1 , получаем устройство без маг­
нитного экрана. 

5. Неограниченное, непроводящее (<5"г0 - } 1 ), окружающее 
пространство без источников электромагнитного поля. 

6. Проводящая область с постоянной по объёму проводимостью 
((ГжсоизТ ), т.н. электрический экран. Выбор б"= о эквивалентен 
отсутствию электрического экрана. 

При формулировке этой модели, сделан ряд допущений: 
I) Фиксирована форма проводящей области, т.е. уравнение об­

разующей задаётся, игнорируя тем самым изменение свободной по­
верхности металла под действием ЭМ сил и течения. В большинстве 
металлургических МТД-устройств мениск слабо выражен (исключени­
ем является МГД-обжатие). Высота мениска в индукционных плавиль­
ных печах (ИПП), например, не превышает Ъ% высоты столба рас­
плавленного металла Г23. Поэтому во многих случаях оправданно 
игнорируется изгиб свободной поверхности металла - мениск, воз­
никающий под действием ЭМ сил. Поверхность металла при этом за­
даётся уравнением 2 * ЕЬп

 ш соп»1 , 
Как показало сравнение соответствующих численных методик, 

в результате сведения формы области, заполненной жидкостью, к 
комбинации цилиндрических тел значительно упрощается алгоритм 
счёта, и тем самым экономится машинное время по сравнению с об­
щей методикой, рассматривающей область произвольной криволкней-
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.-..ерик (см. также разделы 4 к 6). 
2) электропроводность, плотность и ламинарная вязкость рас-

..• га гю всём объеме постоянны. Ь реальных устройствах существу-
градиенты температуры, которые определяют различия физических 
алотв в объёме расплава. Однако, эти различия относительно не-
•т.:.-.,:. Например, при возрастании температуры пинка от С00°С до 

•'-••Л, т.е. на ЮС°, его плотность уменьшается примерно на 1,3$ 
проводимость на С,3^ [73. 

3) Предполагается однородность расплава относительно соста-
• т. свойств, не учитываются неоднородности, определяемые при-

л'тствнеы твёрдых металлических и неметаллических включений. В 
мл/чае интенсивного перемешивания в объёме металла эти допущения 
а разлапы [ 3 ] . 

4) Предполагается, что присутствие ферромагнитных частей в 
устройстве не нарушает синусоидальную зависимость ЗМ поля от вре-
:.:зш:. 

5) Моделирование осреднекного турбулентного течения проводит-
с.\ Б рамках полуэмпкрической теории (см. раздел 5). 

6) Используется приближение квазистационарного ЭМ поля. 
Убранная модель содержит шесть областей конечных размеров 

о различные физическими свойствами, и поэтом;/ 1ЛГД-процессы в ней 
поддаются только численному расчёту. 

3 . 3 . Безразмерные уравнения МГД в случае аксиальной снимет-

Обетин зпд системы уравнений !Л^Д представлен Е разделе 2, зе-
настоящего подраздела является запись этой системы с учё-

:ом оссоенностэм рассматриваемой модели (рис. 3.1С) в случае акси-
'. —т : ' " *з" , 'лтг*" 



Как уже отмечалось в подрапделе 2.1., в случае осевой сим­
метрии исследуемого устройства пространственная задача сг длит­
ся к квазидвумерной и целесообразно введение векторного потен­
циала (2.25). Кроме того, уравнение магнитной индутчли (2.24) 
может быть использовано только для проводника без наружных то­
ков, а также при отсутствии ферромагнетиков. Поэтому оно не­
пригодно для описания ЭМ процессов в рассматриваемой здесь мо­
дели в целом, где кроме электропроюдящих областей ещё сущест­
вуют области с заданной плотности) тока, непроводящая область 
- окружающее пространство, и в большинстве случаев (в зависи­
мости от вида моделируемого устройства) также ферромагнитный 
экран, гдеу»»1 . Безразмерное уравнение для комплексного по­
тенциала описывающее ЭМ явления в такой неоднородной области 
получается из системы уравнений Максвелла в квазистапионарном 
приближении ГЗО.ЗП: 

г д е ]ажкГ^,т(3,*Т) ~ плотность наружного безвихревого тока, ( 3 . 2 ; 

^ - скалярный потенциал электрического поля, 
- характерная плотность тока - азимутальная 
составляющая плотности тока в одной из сек­
ций индуктора. 

Для приведения уравнения (3.1) к безразмерному виду испа ьзо-
ван характерный векторный потенггал А.^^РоГо . (3.3) 

вместо \9 характерными величинами можно выбрать настил тока 
или амплитуду суммарного тока в секции индуктора. При этом ме­
няются выражения (3.1) и (3.3). 

В индукторе существенно отлична от нуля только азимуталь­
ная компонента плотности тока I* — ]о-|(г,*) . Остальными ком-
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Агентами тока пренебрегается: и « | г
в 0 . Из осевой симметрии 

к азикутальностк токов возбуждения для магнитной индук-
следует, что В * « 0 • В^»|(г*^ ) К^[г)*) ) <3-4) 

1 • 'о *• 
-л- векторного потенциала -А^-А г*0- А^=А=«^(г;^). (3.5) 
равнение для азимутальной составляющей комплексного векторно-
потенциала в цилиндрической системе координат принимает вид: 

(3.6) 
+ оГ' ^ • 

Последний член правой части уравнения (3.6) отличен от ну­
ля только там, где/г^соп^ , т.е. на границе ферромагнитного 
о.Фана и внутри экрана, если учитывается зависимость уч от маг-
: л. г и он гшдукцип. Влияние индуктора учитывается путём задания 
распределения плотности наружного тока. Предполагается, что в 
гоедукторе и^о . а вне индуктора | а»о . Безразмерная частота 
отлична от нуля ( о ) в проводниках, а вне них ю»о . 

В частном случае, если ферромагнитные области отсутствуют, 
уравнение для азимутальной составляющей векторного потенциала 
упрощается: 

(3.7) 
Так как величины ]̂ ,&г,&* выражаются через векторный потен­

циал : 
,;=-10А; К-ЛЬ ; К=т^ ; (3.8-3.10) 

и компоненты средней плотности силы ( 2 . 3 3 ) тлеют следующие вы­
ражения : 

го в конечном итоге: 
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1 ^ * * - * * ^ ( З Л 2 ) 

где через А» и А х обозначены соответственно коэффициенты дейст­
вительной и мнимой частей когшлексного пот ..шпала (А=А й-кА т ). 

Характерная плотность силы определена следующим образом: 

( 3 . 1 3 ) 

Принятое здесь приближение малых магнитных чисел Рейнольд­
са (2.23), которое указывает на малую плотность индуцированных 
движением проводника токов.отнюдь не означает, что и плотность 
. стромагнитной силы мала. 

Величины ̂  ог> Р г в выражениях (3.8) - (3.10) записаны в 
комплексной форме, поэтому амплитудное значение этих величин оп­
ределяется как модуль комплексного числа. Например; 

\\;\- ̂ А ^ Ь п А ) 1 о (3,14) 

соответственно осредненная по периоду изменения поля тепловая 
мощность тока (тепло Джоуля) ^^(Ыр{Ы)'}, (3.15) 
где безразмерная реличина определена на основе характерной ве­
личины %ош\1[*Ъ * (3.16) 

Более удобной для численной реализации уравнения движения 
(Навье-Стокса) в двумерном случае является роторная форма, кото­
рая получается в результате применения к уравнению (2.3) опера­
ции ротора и несложных векторных преобразовании: 

- 5 . [ ^ ? » ( ? . у ) ] + А 1 ^ . ( 3 > : 7 ) 

Таким образом, из рассмотрения исключаются давление и сила тя­
жести. Введением функции тока Стокса^ (2.53) тождественно удов-



тдерлетсг; условие несжимаемости (2.20), поэтому оно далее не 
пользуется. 

1пз равенство (2.17) при кегсс-п$! следует нелинейное ураь— 
где четвёртого порядка для функции тока: 
т. Хд2д • 1 Г + 

"Ч , ; з 5^/1 ЭЪг<1' \1 

._тт- - 'о,и""" г Ъго2* ~ Г Г 1 Г 1 6.' г * 

: и А [ / 1 & - - ^ . (зле) 
4 •-*•! \ 02. с* Г : 

Существует ещё другая возможность записи уравнения движе-
ирг этом попользуется единственная отличная от нуля азиму-

лькач компонента ротора скорости и (2.52). 

1 случае стационарного течения из уравнение (3.17) при 
-;-сл^ следует уравнение для ротора скорости: 

л о с - азголуталъная составляющая ротора силы (го^)? (2.49 ). 
а определения (2.52) и (2.55) следует уравнение связи между ро-
ором скорости \л/ и функцией тока ̂ : 

~ Т г * ^ \ ~ Т Г ] в У ч / • С3.2С) 
Таким образом, система трех уравнений, схшсывающих ламинар-
течение Б аксиально—сгхметрпчном случае (два уравнения для 

емлолект скорости и уравнение неразрывности) сводится к одно-
:> уравнению четвёртого порядка для функции тока (3.16) или к 
дстеые двух уравнение, второго порядке (3.19) и (3.20) для пе-
ч; .иных ̂  и 'У . 

Как оудет показано в разделе 5 при определённых допущениях 
:;сднькное турбулентное течение также описывается уреонениек 
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(3.17), где число Рейнольдса Ке заменено некоторым эффективным 
числом Се^ссо*1 , определение которого является самостоятель­
ной проблемой. С использованием ротора скорости СЗ- уравнение 
(3.17) записывается в следующей форме: 

где 

~ г о Ы \ 3 + г о ^ - Д Ы [ , (3.21) 

- плот­
ность турбулентной силы, 

И*,.- турбулентное число Рейнольдса, которое опре­
деляется соотношением: г— - -4- + -~— . (3.22) 

Сравнение (3.21) решается совместно с уравнение связи (3.20) ж 
дополнительными соотношениями для определения функции &ц (см. 
раздел 5). 

Так как при этом использовалось безиндукционное приближение, 
то электродинамическая часть задачи решается независимо от гид­
родинамической. Если отказаться от условия ̂ ет« * , то уравнение 
для азимутальной составляющей потенциала принимает вид: 

(3.23) 

) 
где р « 1/^ 
а выражения средней электромагнитной силы 

ЭГ Э2 

(3.24) 

г1*ж 

( 3 . 2 5 ) 

(3.26) 
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тдексное уравнение (3.23) ь давиок случае решается вместе с 
:о!'. ::з возможных систем уравнений, описывающих гидродинамиче-

процессы. Учёт обратного воздействия течения на электромаг-
лое псле ( & ^ 0 ) расширяет границы применения предложенной 
. ~. - охватываются также промышленные установки, в которых 

3.3. Граничные условия 

Так как уравнение (3.23) описывает электромагнитные процес-
ьо всех областях модели (рис. 3.1), т.е. при переходе от од-
облает;: к другой меняются только значения коэффициентов со , 

'а • * » то коэффициенты являются кусочно-гладкими функцкя-
не возникает проблема об условиях для потенциала на границах 

• ::.'дс осластяш с различными свойствами. 
Из-за неограниченности области 5 (рис. 3.1) аеограниченной 

::ляотся вся система и из предложения, что в бесконечности ис-
т *кзков электромагнитного поля нет, следует 

; А х„ 1 о.-0 . - (3.27),(3.28) 
Из-за осевой симметрии модели достаточно рассматривать ЗМ 

т-.-о только в полуплоскости, ограниченной осью симметрии. На си­
ловой линии с уравнением 

-следует из определения векторного потенциала (3.9), (3.10) 
А-Г8=с»̂ 1 • Ось симметрии одновременно является силовой линией 

ос:;с-=е>). что в свою очередь означает А.« сопЦ , и из ра­
бства (3.10) вытекает требование А] «0. (3.2Э) 

|г»с 

• . о; результат понятен, таг. как линия г=о , оудучи силовое ли-
1:т.сл, замывается через 0еоконечность, где А*0 (3.27). 
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В случаях, когда высота магнитного экрана превышает высо­
ту металла и индуктора (рис. 3.1), за экраном переменное маг­
нитное поле практически отсутствует 0Сб|« В силу этого рассмо­
трение бесконечной в радиальном направлении области можно заме-
:::ть рассмотрением ограниченной области (прямая В>' С1 на рис.3.1). 
лето возможны дальнейшие упрощения: магнитный экран можно счи­

тать "идеальным", т.е., требовать, чтобы на поверхности экрана 
тангенциальная составляющая магнитной индукции В г равнялась ну­
лю , или что эквивалентно ^А/^г * 0 . (3.30) 
При этом область в радиальном направлении ограничивается прямой 
с С • Граничные условия (3.27-3.29) или (3.28)и (3.30) обеспечи­
вают однозначную разрешимость уравнения для потенциала (3.23). 

1Хдродинамические граничные условия для составляющих ско­
рости Уг.и У г обычные Н2): 

I. На границах, где жидкий металл соприкасается со стенка­
ми сосуда задаются условия прилипания: V* г ут| г о или эквива-
лентные условия: Ч. • ул =о (3.31) 

2. На свободной поверхности задаются условия свободного 
скольжения: V* .0 • Ъъ/Ц =0 , (3.32) 

где уп«у2со5^- УР*|>1̂  - нормальная к поверхности со­
ставляющая скорости, (3.33) 

Уз-^у^п^ + угоо*^ - тангенсиальная составляющая ско­
рости, (3.34) 

*1 - угол между осью г и касательной поверхно­
сти (рис. 3.1а). 

Если на поверхности С существенное значение имеет тормозя­
щее влияние плёнки окислов или др. факторов, то и здесь могут 
быть заданы условия прилипания (3.31). 



Таблица 3.1. 

Сводка гидродинамических граничных условий 

Граница 
(рис. 
3.1) 

Условия для со-
ставляюших ско­
рости у„ и \/г 

Система ур-ний 
(3.17) и 

УСЛОВИЯ ДЛЯ 
! функции тока'у 

У равненцо 
(3.18) 

1 
Условия для ф-ции 
токами вихря 

уу скорости 
Системы уравнений 
(3.19) и (3.20) 

или 
(3.21) и (3.20) 

^ = 0 

• 

г 2>п (3.37) 

У Г =0 'У-о 

г ^ г * (3.38) 

ът = ° чУ = 0 

Г* О 
4 « о 

Ъг 0 

" •• • 

^ - 0 

УУ= 0 

Твёрдая 
стенка 
Го ч/2=0 

^ * 0 

Непрони­
цаемая 
поверх­
ность 

г ; 

1ЭЫх ЭУг\ $»'иг^ 

= э 7 * т У э 7 с с М 

-и/ = 0 
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3. Линия г=о является осью симметрии, поэтому 

Второе условие на оси: 
*0 . (3.35) 

г »0 

Эу,/Эг =0 (3-36) 
Ч г*о 1 

означает требование непрерывности вихря скорости \л/ при г» с . 
Используя связи между составляюппаш скорости и функцией 

тока (2.53), а также между скоростью и ротором скорости (2.52) 
получаем граничные условия для уравнения (3.18) и для систем 
уравнений (3.19), (3.20) или (3.20), (3.21)« Сводка эквивалент­
ных граничных условий для ̂  , V, , 1р и \л/ как в ламинарном, так 
и в турбулентном режимах приведена в таолице 3.1. 

Так как функция ̂  определен точностью до аддитивной по­
стоянной, то на линии тока, совпадающей с границей области, т.е. 
там, где /У*соп$1 , произвольлая постоянная выбрана равной нулю, 

Количество граничных условий во всех трёх приведённых ва­

риантах выбора переменнчх, как показали численные эксперименты, 
достаточно для получения однозначного решения-

Способы приведения МГД-урстнзний и гранит; ох условий, описы­
вающих сформулированную модель, к конечно-разностному виду харак­

теризуется в разделах 4 и 6. 
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4. МЕТОДИКА РАСЧЁТА ЭЛЕКТРОМАПППНОГО ПОЛЯ И 
ПОЛЯ СИЛ 

4.1. Расчёты по ряду Фурье-Бесселя ж с помощью несобствен­
ного интеграла 

Из анализа литературы ( [403, раздел 2) слодует, что прак­
тическая методика численного расчёта параметров системы "беско­
нечно длинный 1Д1линдрический проводник - индуктор конечной вкоо • 
.им((рис. 2.16), в подразделе 4.1 всюду подразумевается эта мо­
тель) на основе известных аналитических выражений С6] отсутств­
ует. Это, по мнению автора, связано с трудностями численного 
интегрирования несобственных интегралов типа (2.42) с осцилиру-
отей подинтегральной функцией. Упрощение подинтегральной функ­
ции в выражении потенциала Г 17,18] налагает существенные огра­
ничения на параметры системы. Неудобством рассмотренных методик 
является также то, что все расчёты проводятся в размерном виде, 
Поэтому представляет интерес проведение численных расчётов по­
ля и силы ,с применением ЭВМ в безразмерном виде, без ограниче­
ний на параметры системы "металл-индуктор", сравнение методов 
расчёта, а также выяснение условий применимости модели (рис. 
2.1 б) и методик для расчётов ЭМ поля и движущих сил в системе 
с проводящей областью и индуктором конечных размеров. 

Решение уравнения для азимутальной составляющей потенциа­
ла (3.7) при ]0=о осуществляется с помощью представления потев-
^ала А в виде суммы первичного и вторичного потенциалов: 
А ( = Д п4 . Д ь . Первичный потенциал А п представляет поле ив-



дуктора при холостом ходе, а А а выражает искажения поля, вноси­
мые присутствием проводящей области Г6]. С учётом граничных 
условий А Х « А К ; ^г(гА г) = •^г(гА 1) , при г* 1(г=г„) (4.1) 
получается выражение для безразмерного векторного потенциала в 
первой области (рис. 2.16) в виде несобственного интеграла (ин­
декс, указывающий на область, далее опускается): 

А-С:(4>4(.Л,г,2Нл ; « . 2 ) 
О 

с|в*Ь|/* ; и.з) 
^ЧМх^ЧМЪИ; с 4 * 4 ) 

р*« Х М со , <4-6> 
где I - безразмерная линейная токовая нагрузка, 

г^К,- безразмерные радиус и полуггчсота индуктора, 
1 4Д в К^К,- модифицированные функции Бес селя. 

В соответствии с формулами (3.8 - 3.10) составляющие индук­

ции и плотность вихревых токов в металле определяются следую-
зшми формулами: 

о 
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4 5 = Г(>) 1 ^л(^-2 / р 1 в ( р г ) . (4.11) 
ЭГЛ силы непосредственно используется формулы 

Ь-'ЛП вместо отдельного 11Ндуктора рассматривается перяоди-
•-••оокая в направлениЕ осп сш.т..етртгп система шцг/кторов с перио-
г.-:: Т , то для векторного потенциала выполняется условие перио-

и-:ости АЛ-,2.; =: А (г,х^Т) в выражение потенциала через несобст-
интеграл можно заменить рядом Фурье-Бесселя. Чтобы расчё-

::о ото;: модели давали результаты, соглгзеугтцгеся с результата-
толучающтелся в случае одного индуктора, необходимо выбрать 

гт.од 7 достаточно большим. Этик практически исключается вза-
.ное влияние полей соседних индукторов. Выражения сЛ величин 

тля модели с периодической системой индукторов имеют следующий 
вид: 

А « С * Е Ф К ^ ; ( 4 Л 2 ) 

*;-^«(м)1М; ( 4 Л З ) 

г. ЩьФ^ъЪ! ш ( 4 Л 4 ) 

^ . 5 Г п / Т ; ( 4- 1 5> 

* = в**ио ; ( 4 Л 6 ) 

^ Т ~ ' ^ 7 П - > (4.17) 
41 = г ^ » Ч ^ ^ ^ и г ] ; (4.16) 
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Т а =ТГ '"'/пЦ7и г ) со5 (^л . ) ; ( 4 #20) 

| 2 

(4.21) 

.? т^раг.ешсях для векторного потенциала и других ЭМ величин 
... 1 г::дс интегралов (4.2)-(4.П), так и в виде рядов (4.12)-
1.'I) содержатся г.оди^шд:розанкые функция Вес селя индексов О 
1 от коглтлексного аргумента, для расчёта этих функций с при-
е::::егл Ш.\ на все: комплексной плоскости используются прибли-
.-.:̂с г>:р:лулы, полученные в работе 143]: 

I? Т V 1 » : -» Т \ ^ " • 

лч1 о-_0. 1 си со̂ ак«|> ; ^ 1 в - 2- ̂  этгх^ ; (4.22) 
»> » 

при о<_р^ з, 7,5 ; 

ыЛ = Т ^ к 2 . ^ ^ * -г %с /_ (-1; с^и^ша | , 

Г * 8 

-7 Т 

6 
^ 1 = >р 

(4.24) 

Г _ "Г 

-л:сь ри и- - ?'ц/ль п г-аза ксг.стлекспсго числа р , являющегося 
т 

II... . . . . . . , - Ч ^ П '* 
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1*Ь , (4.25) 
Г I, если „м/Э > О 

^ = | о, если Зг»р = о 

1̂ -1, если ^тр^О . 

Коэффициенты а к, 9СК у е1к определяются выражениями: 

а* 3 (к«)* I °к а.к!(к+0! ) (4.26) 

:ляа:<о,для практического их вычисления удобно пользоваться ре-
курентннми соотношениями, которые получены из (4.26) в резуль­
тате применения рекурентной форггулы и формулы пополнений для 
гамма функции Эйлера Г443: 

(4.27) 

в1ц«41-А(ак-з)(ак*1)/2 ' ! < ; « В * А/1ЛР * 

<.* 1,2,3... 
Выражения фу. тдий 'Лагдонольда К,, К4 аналогичны фсомулам 

4.23), (4.24) 143]. 
Дчя вычисления К̂ , К 4 . 1 в , 1, от коглплексного аргумента со­

ставлены стандартные программы типа зи^яоитг^ на языке «ТЯТКАЧ 
Для вычислительной маипны ОЕ -чи 
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Значения коэффициент ов (4.27) при <г1э...а НКТЗ 1СЛЯ2ТСЯ С 
г очное тыс до 5 значагхл:: цчфр. 

Вычисленные значения фунтзхп;! сверглись с --абличнюэ: Г441 

окрестности точки сшивания р-^., где ст-лбка гглксиг'альяа, 

точность составляет 0.С1 - 0.1;?, что достаточно для практячес-

.тих вычислений. Врекч вычисления оттого значонг.-: фу:сагтп: около 

..С1 .лиыуты. для поБыоюнчл точности расчетов необходимо уь-гли-

т::ть количество сумг.с:туе:.ттс членов з / л?:: ( 4 . 23 ) , (4.24) и 

целью устранения возможной псторч точиости три сутгч'розячпч 

;асчёт провести с двойной точностью. 

Составляющие ЭМ поля и сил выражаются через нессбст?г-тч-ч1е 
тнтеграды I рода от комплексной ;у?:чччт деиствктольчего то;-мот-

га. Так как в этих интегралах посг.*".чуток иьттетт.чгованчя от .3 тс 

^ , и подинтегральные функции в тсчхз >.« с иг.с.чт зеочееде.тё: ноотт 

ила "0/0**, то вычисление интеграла езелптеч :: •?-.-•: ОСЧОРЖН?: за­
дачам: 

1) Нахождение зкгчеггпт пог-чиегга -::т::: т;чпегтн" топ 

2) Выбор метода интегрирования л пнтегопро^чют-"1 тс коньчне-

у промежутку Го (п ]. 
3) Опенка вклада иптеграло. - сот .тг.а з лнтерг-але Г^.-~! I. 

Б результате ариг.:э::ентл чг :. :т ч ::с~тльвсзан:оч 

юимптотических выраженш! к», .<', , _, , ~, игл .4-о, и случаем сле-

тувщне формулы: 

Ф ' С, Г 2.1 — 
С4.26) 

Та (°, Г.*Н 

а . А 
ТДь р 0 « 1С*> 



интегрирование на конечном промежутке [о,и ] осуществляет' 
т по методу Симпсона: 

ЫИ>~*Х%& " 3 * 4 - (4.29) 
\де км - число разбиений отрезка Го,и 3 (значения 

функгцф вычисляются в точках разбиения). 
Выбор метода интеграровакия обусловлен тем, что подинте-

чолылч-: сг.унзпсги при л-г<* оспилируя быстро убывают, и основной 
.тлап в интеграл дает окрестность точки Л* о , где подинтеграль 
:ая функция з к ак о пост оянн а. 

Л; :тачап::о:.: аого.очтотпческих форглул для функций ф»4
1 ; <с^; <ф̂* 

при)»-»** получаем: 

4 ^ У м и * ! ^ . { 4 . 3 0 ) 

^ Л " ^ " > " Т € ' е Р 1 ;* (4.31) 
"от: как ^^>^ т. , то подинтегральпые функции при Л* •** будут 
г-цстро убывать из-за присутствия экспонент с отрицательныгл по-
; ас а тол о:: (4.31). сто позволяет гыбрать верхний предел иптег-
риоовакпя м«}Ог7о » саг интегрирования выбирается в преде­
лах 1,1 Со. Прсграг.тта, составленная для расчёта 3',' величин 
I. , , I, , ̂  , 1 , 1г с использованием интегралов (4.2) -
,'4.II) позволяет провести просчет одного варианта (значений 
Ь>ыкапй Б 15-20 точках) па ЗГЛ! с точностью С.Х - С. 01* 
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время счёта и точность зависит от количества суммируемых чле­
не г- - суммированием 4-5 членов ряда достигалась такал же точ­
ность 0.1-0.01$ за меньшее время. 

4.2. Применение конечно-разностных методов 

Как было показано в подразделе 3.2. г случае аксиальной 
симметрии модели (рис. 3.1) для расчёта поля и сил целесообраз­
но использовать уравнение когяшексного векторного потенциала, 
имеющего единственную отличную от нуля азимутальную составляю­
щую А . Реализация конечно-разностных методов требует замены 
бесконечной полуплоскости (рис. 3.1), ограниченной осью симг.-о-
трии, конечной прямоугольной областью АВСД илиАВС'Р . На грани­
цах этой области АВ, ЕС, СД задаются условия (3.27^, (3.28),ко­
торые должны выполняться в бесконечности. Размеры сеточной об­
ласти определяются в результате численный экспериментов с таким 
расчётом, чтобы дальнейшее расширение области влияло на резуль­
таты только в пределах заданной то-чости. Это условие как прави­
ло должно соблюдаться только для значений потенциала в централь­
ной части модели. На оси симметрии задаётся условие (3.29). 3 

приближении "идеального** магнитного экрана на гратгице В'С зада­
ется условие (3.30). 

В общем случае на области АВСД или АВГОнакладывается нерав­
номерная прямоугольная сетка с координатами узловых точек г,- , 

4"0,4,...,м • к«о,1,...,м) и с шагами 
Ь;е п^4 -г ; - по радиальному направлению (рис. 4.1) (4.32) 

1 9*ж1к*4--г« " п о аксиальному направлению, (4.33) 
Г Д е (»0,1 (,..,М-1 • К» 0,4, М-1 . 

С:тка выбирается таким образом, чтобы границы основных об­
ластей (рис. 4.1), где значения слзических параметров со (-..28), 



ГЙС. 4.1. Конечно-разностная сотка с неременным шагом. - гпа-
•.-ргца подобласти, Гс

пр ~ аппроксимация ] плицы, з п -
- подъяченки, в кадцой.пэ которых велг1 и* со ,^ 
счи^аютоя ПОСТОЯННЫМ!'. 
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. н , кг_(2.7) меняются скачкообразно, по возможности совпа-
:алп с линиями сетки. В случае произвольной формы областей I и 
' это не всегда осуществимо, и граница проводящих областей с дни-

• 

"сется в пределах половины шага сетки. Кроме основной сетки на 
сдготовительпом этапе используется также вспомогательная сет-
:о (изображена на рис. 4.1 прерывной линие-4). линии которой де-

:т каждую ячейку основной сетки на четыре равные части. Индек-
будет обозначена линия вспомогательной сетки, проходя-

:.:• посередине между I -ой и -ой линиями основной сетки. В 
.. :т:гог.'. случае, для равномерной по каждому из направлений сетки 

Ц; = и = сог$Т " дк = д = сои.̂  . 
Использование неравномерной сетки имеет определённые пре-

:.:;.чества по сравнению со сличаем равномерной сетки: позволяет 
сократить общее число узловых точек сетки при незначительном из-
.".с-.ченил результатов. Шаг сетки выбирается большим в периферий­
ной зоне, где изменения потенциала от точки к точке малы, шаг 
тки выбирается малым в местах, где изменения потенциала вели-

'о. ;например, в металле - около наружной поверхности). Таким об­
разом, применение переменного шага позволяет экономить время 
счёта. С другой стороны, применение неравномерной сетки услож-
''01 от конечно-разностные уравнения и алгеритм вычислении, чт^ от-
гч.цателыю ьлкяет на врет/я счёта, кроме того, обычно ухудшается 
таг-оксидация исходных дттГференьтчалькых уравнений разностными, 
по ттоп причине далее предусмотрена возможность использования 
то ыеобнотзшостп как переменного (4.32), (4.33), так постоянно­
го шага. 

:че того, пехеналравя̂ -ян** впеор- шагов сетки можно более '. :ч:;о па сотне с-чтрокетт.оароьать гр^нтцы областей с различны­ми о* свойствами. 



- 67 -

(4.37) 

Разностные аналоги гранзтчннх условий первого рода (3.27)-
-(3.29) имеют вид: 

V я 0 ; А,^«0 ; к« в,1,...,м , (4.34) 
А,-,о«0 ; А;, м-0; I - 0,1,...,ы . (4.35) 

Условие (3.30) записывается в разностном виде с помощью трёхто-
чечного шаблона: 

Лри Ч*^ЖК^1*Ь порядок аппроксимации 0(Ь*). 
Консервативный разностный аналог уравнения (3.23) с разрыв­

ными коэффициентами находится с помощью метода интегральной ап­
проксимации Г451 из интегральной формы уравнения (рис. 4.1): 

Контуром интегрирования является грающа прямоугольника 3;,« 
(ячейка вспомогательной сетки). Так как величины Со , у , |в , 

йе*, на линиях основной сетки и диагоналях ячеек могут меняться 
скачкообразно, то соответствуйте псдинтегральные функции в 
(4.37) имеют разрыв, если узловая точка ( п , 2„) находится на 
границе одной из подобластей модели (рис. 3.1). Граница разрыва 
мажет проходить или по вертикали с «г? , по гориз чталиг»*», по 
диагонали ячейки основной сетки или быть комбинированной, если 
точка ( г? , х а ) находится на границе криволинейной области (рис. 
4.1). Таким образом, линии возможного разрыва делят ячейку 
на восемь подьячеек $• • («А 1 интегрирование по ячейке 
необходимо заменить соответствующей суммой восьми интегралов по 
^ с вынесением коэффициентов Со , ̂  , и , Ке т из-под знака инте­
грирования, в результате приближённого интегрирования получает­
ся связь значения потенциала в точке ( Л , 2* ) с его значениями 



в соседних точках сетки (на пятиточечном шаблоне): 

А.,.»(Ь ;А^ С,Л,,<+1>,Л«^^А^«Ал.6^3,>)/Н;. , ( 4 - 3 3 ) 

где 

н а
в - - ^ ^ + ^ и ^ ( - ^ ^ - Ь ь - 1 • (4-зэ> 

Н и - * Н,^ ; 

Iе» 

^ ( Л ^ * ^ 1 ^ ; (4-44) 

^ в * Х ( в ^ + 1 Ц А У ?ц ; (4.46) 
^ - площадь соответствующего треугольника (рис. 4.1). 

Подставляя Е выражения (4.38) - (4.46) или йе^в0 получаем 
соответственно уравнения для расчёта мох ели без магнитного эк­
рана или в безшцгукциокяом приблиг.ении. Для решения системы 
уравнений (4.38) - (4.46) с разностными граничными условиями 
(4.34) - (4.36) было применено три метода: 
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1) Метод матричной прогонки. 
2) Метод переменных направлений. 
3) Метод Гауса-Зейделя с применением релаксации. 
Для решения задачи методом матричной прогонки уравнение 

4.38) необходимо записать в матричной форме. Вводится матрица 
голбец и,- размерности 2м-2, составленная из действительных и 
:: 31Х частей потенциала в узловых точках, л-ччаолх на едкой Еер-
кали и аналогично построенная матрица Р; : 

/1сА;>4 

$л А;,и-
(4.47) 
(4.48) 

гда уравнение (4.38) с учётом граничных условии (4.35) записн­
ая в следующем виде: 

( 4 . 4 9 ) 

ле 

/ о*: -в 
V ( 4 . 5 С ) 

^ 0 " й„и-. / 

«Г- \ &.1 ;-Ни; Е.» 
\ 



с ; о 
Хг"1" о ' Г с 

• 0 ' 

0 1 & 

(4.51) 
(4.52) 

С' 

\ 

* Г. 

О С 
ч 

/Вц 

В; 
О 

Гравичные условия (4.34) или (4.36) также используются в 
матричном виде: Ы в=0 ; II*-О ; (4.53) 
или 

зЙ,-(« + Д ^ 1 1 . , - 0 . (4.54) 
Таким образом, для определения N+1 векторной величины тле­

ются соответствующее количество неоднородных векторных уравне­
ний и окончательные формулы матричной прогонки имеют вид [45]: 

й-ЯОиД , <4-55> 

(4.56) 

а значения & • • и„ , находятся при совместном решении уравне­
ний (4.53) - (4.55): ^ « 0 ; Ро»0 

О.»Е-КК,^^ Рн^Ри^(<^-*"Ри.*^^Я^) ; . (4.57) 

где + к-а/км) . 
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В частности, для сохранения порядка аппрокси?1ацкЕ 0^Ь~+ов^, 
А , о* №%'->% осуществляется следующий подход: область 

3.1) делится Еа некоторое число частей, внутри кадцой кз 
: . п о с т о я н е н , а в двух соседних частя:-: шаг мо.чет отличать-
::аа раза. В о том случае элементы матриц X;, &; , У,- в точ-
т:.то:тода вычисляется по формулам (4.39) - (4.46) с шагом, 
.л.с большему шагу по качкому из направлений в окрестности 
.-.о;: точки и с использованием соответствующих значений функ-
- Обращение м матриц размерности гм-2 осуществляется с помо­
ст аьтдартных программ. Несмотря на то, что разделение мнимой 
от с т о л ь н о й частей потенциала в уравнении (4.38) усложняет 

:.сь млтричных уравнения, при счёте эте позволяет существен-
:..о;:о\т;:ть время, т.к. нет необходимости пользоваться дейст— 

::.ат над комплексными числами. 
Б отличие от метода матричной прогонки метод переменных ка-

.ьлени* и метод верхней релаксации являются итерационными ме-
:амк. 

длл реализации мог::" т̂ алии метода переменных направлений -
ода продольяо-поперечкиХ прогонок Г453 пят,.точечное разност-
• уравнение (4.3Б) записывается в итерационном виде (ктерапе-
. .^ слои указывает вергскип индекс) с введением промежуточного 
г-ацпенного слоя ю*^ : 

*%ч - ••̂5,».4 -| '"и«,Чк П̂ цН̂ ц. 1/1)ХМ|л.г 
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3 первых двух уравнениях системы, которые получаются при 
разделении мнимой и действительней частей уравнений (4.38), 
доводится прогонка з радиальном направлении на итерационном 
слое , а в уравнениях (4.59) прогонка в аксиальном направ­
лении на итерационном слое Ускорение сходимости итераци­
онного процесса достигается с помощью выбора итерационных пара­
метров ̂ "и ?г . 3 расчётах использовался стационарный птера-
пионный процесс « * 4

Я ^ * 4 1
Яо х$ причём значения параметров ^ в за­

висимости от вага сетки менялось в интервале [471: 

Кром того, поочерёдно применяются формулы левой и правой 
чрогонки. В качестве примера далее приводятся формулы левой про­
гонки для уравнения (4.58): 

Д|,к «^Аи^ + Х,- ; 1«4,...,м-| } ( 4 . 6 0 ) 

где 

Г1 

* • Г * Г. ; • (4.61) 

достаточные условия устойчивости прогонки выполняются при 
любых значениях магнитной проницаемости р (в магнитном экране 
^е*»0), но мажет нарушаться при больших значениях Яе̂ ( в распла­
ве /г«4). При Ь;то̂ »й предел устойчивости кет44т трг- » ч?° прак­
тически всегда в задачах МГД металлургии выполняется. 

Третий из рассмотренных методов - метод релаксации наиболее 
простой з реализации. Пасенные из выражения 
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**п+* - ть» теп тс* тек 

А|,« =(В|,1^м1ч,+е,•.А^^М1,-.+Е,•,«А^,„^+^А;,6,>•+ (4.62) 

+ 3.,*)/Нг.. 

новые значения потенциала в узловых точках сетки на каждом ите­
рационном слое уточняются с помощью релаксационного параметра 
У"(о<Ц"<.я) : 

, (4.63) 
где значение потенциала после л+1 - итерации. 

Так как теоретические исследования об оптимальном наборе 
значении II* ^оименительно к рассматриваемой разностной задаче 
И.38) отсутствуют, то был выбран стационарный итерационный 
процесс и"«Ы«сош1 и значение Ц определялось в процессе числен­
ного экспериментирования на ЭШ. При оптимальном выборе верхней 
релаксации удалось в несколько раз по сравнению с методом Гауса-
•Зейделя ( 11*1 ) сократить необходимое для получения заданной 
точности результатов число итграций. С учётом того, что величи­
на о/опт зависит от параметров модели и разностной сетки, можно 
указать интервал 4.65 < и о п Т< 1.85 , в котором находится зна­
чение оптимального релаксационного параметра для рассматриваемой 
задачи. Более выгодно с точки зрения экономии машинного времени 
вести счёт с системой уравнений, которая следует из уравнения 
(4.62) при разделении в нём действительной и мнимой частей. В та­
ком случае для каждого из уравнений можно подбирать различающие­
ся между собой значения релшссационных параметров (Л̂ и и". 

Для ускорения и стабилизации сходимости процесса используют-
ся также другие дополнительные методы: 

I) В каждой следующей итерации меняется исходная точка счё­
та значений потенциала на сетке з меняется также направление про-



2} После казной .итерации значение потенциала уточкяе.ся с 
./.-от.;цто ускоряющего фактора Г311: 

Цо-иоА^ке^У <В>|5 (4.64) 

[У /1 

1 К- произвольный замкнутый контур на сетке с пло­
щадью В . 

'-.члск:.а достигается умножением всех значений потенциала знтт-
педобласти 5 на комплексный коэффициент С . 

3) С целью стабхслизаггчи вычислительного процесса некоторое 
::чостзо начальных итераций ( 20 с ̂  с 55 ) проводится со г ча-
хм о , и только потом вводится конечное значение безраз-

. :о/. частоты в проводящих ч..̂ т.чх модели (рис. 3.1). 
ГЬ скорость сходимости итерационного процесса значительно 

-././:л значения параметров/! и ио , а такте значения Еагов сетки 
: обоз а э число узловых точек. С увеличением /» , и> ?. числа узле— 
:л точек сеткп сходимость процесса замедляется. Пои К= о =0.05 

> ослом количестве узловых точек « --чо* используя нижнюю 
. лачсацню Ы< 1 устойчивость счёта сохраняется при со^ю 4 О ^ ю * 
пользуясь верхней релаксацией и более грубой сеткой в области 
с ;отрого изменения потетчтдата устойчивость счета теряется при 
г'.оньахх зпачоппях параметров и> и р . На процесс сходимости су-
т:стьошю влияет тлчое выбор начального пополнения. Из-за слож-
::стл подбора начального распределения потенциала в каждом от— 
а. .--г.0.. случае близкого к решекит,, в с:чса::ом предполагалось, 

^« о , где с-о,... м , к^о,... к. 
Гил01 р. .'.сьа-) 'о сначекгем пстг'чгтала в узловых точках гп-
етол егг какс;а сальное относительное изменение: 

"-'с А 



(4.65) 

или (4.66) 

Величины д Л + А характеризуют процесс сходимости. По ним осу-
- стзляется выход из итерационного процесса, с таким расчётом, 
гобы при выходе погрешность & была на порядок меньше, чем 

гочность схемы 1463. 
Распределения индукции, плотности тока, ЭМ силы и ротора 

чы ь проводнике находятся по разностным аналогам формул (3.9), 
.10), (3.14), (3.25), '3.26), (2.49). Ашроксимация проводит­

ся с помощью формул типа 

'еслечивагощим локально второй порядок аппроксимации, При И,«=Ь;.1 

•лрмуда (4.67) совпадает с обычно используемой центральной раз-
остью. 

4.3. Сопоставление методов расчёта 

Из сопоставления метода матричной прогонки и итерационных 
методов - метода продольно-поперечных прогонок и метода релакса • 
зик, следует: 

1) Матричный метод при использовании сетки, содержащей бо­
лее 400 узловых точек требует применения внешних заноминающих 
Устройств, что существенно замедляет счёт. Итерационными метода-
'-я без использования внешних запоминающих устройств можно про­
водить вычисления потенциала на сетке, содержащей более 3000 
Узловых точек. 

2) Продолжительность счёта для модели с "идеальным'' экра­
ном на се"те с 350 узловыми точками методом верхней релаксации 
-коло 2,5 минут; методом матричной прогонки 4 минуты. 

(4.67) 



3) Примене: яе метода продольно-поперечных прогонок с опти­
мально подобранными значениями ^ и 9^ позволяет существенно уме­
ньшить число итераций, необходимое для достижения заданной точ­
ности по сравнению с методом верхней релаксации, однако, как и 
следовало ожидать, отличия во времени счёта менее выражены (табл. 
4.1). 

4) Для проверки методов сравнивались результаты вычислений 
силы, полученные разными методами для одних и тех же устройств-
При различно выбранной сетке ( К ̂  0.1 ; Ь*Ч 0.2 ) 

д. Т1А;, .-А 1 Ц/ Т {|АЦ|А';,1} ( 4 - 6 8 ) 

не превышает 0,1. Эти отличия, в основном, определяются различ­
ным п^ближением результатов к точному решению при различном вы­
боре шагов сетки, так как погрешность схемы является функцией от 
«5 , о^. При одинаковом выборе сетки д<сшн. 

В практических вычислениях по указанным в пунктах 1,2 причи­
нам предпочтение было отдано итерационным методам, и в частности, 
методу продольно-поперечных прогонок. Методы 4 и 5 (табл. 4.1), 
строго говоря, применимы только для упрощённой модели, не учиты­
вающей конечность высоты проюдника и поэтому при их анализе не­
обходимо выделить два аспекта: 

1) Сопоставление методов 4 и 5 с конечно-разностными. 
2) Применимость упрощённой модели для расчёта систем с ко­

нечной высотой металла (это будет обсуждаться в следующем под­
разделе) . 

На рис. 4 .2 представлены распределения модуля векторного по­
тенциала в зависимости от координаты 2 при г« 1 - на боковой по­
верхности металла, полученные с помощью несобственного интегра­
ла, с помощью ряда и раопределе:т1е, полученное методом конечных 
Разностей при безразмерной длине проводящей области Ь М*1? что 



Рис.4.2. Распределения модуля век­
торного потенциала по вы­
соте проюдника при г= А. 
для модели с параметрами: 

I н1есоо>твенный интеграл. 
2; _ рье-Ьесселя. 
3*) Коночно-разностный метод 

Рис.4.3. Распределение модуля радиальной составляющей силы 
по высоте металла при со^о;/^=^*; Ь*-3,с: 

I)-4X^-2^x^5". 2) а) о ^Х.^!,^, б) Соответствующая 
л. кривая из работы [12] 3)-о*г^ ̂..̂  <з АГо 
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Сводка методов расчёта электромагнитных величин 

Название мето­
да и номеоа 
формул 

Метод матрич­ной прогонки 14*42=1*571 
Ы'чтод продоль­
но-поперечных 
прогонок 
(4.58-4.С1) 

Метод релакса­
ции 
(4.62), (4.63) 

Несобствен­
ный интеграл 
(4.2) - (4.11) 
(4.28)- (4.31) 
Ряд Фурье-
-Бесселя 
(4.12)- (4.22) 

Модель 
Количе­
ство то­
чек рас­
чёта 

Значения! 
параметров 

метода 

рис.3.16 20x18 — 

рис.3.10 15x40 
25x60 
.15x40 
15x40 

Л>5- ; о;«1о 
Л=гВ • *Г2 =20 
^1 = 3 ; ъ= а 

рис.3.1б 17x45 
15x50 
25x60 
20x18 
35x60 

и 1«и 1= се 
и А • и а= 1.75 
и 4 = иг= 1.75 

,1к-1к»М-
М - 50 
2т = 100 

рис.2.16 20 

и 1«и 1= се 
и А • и а= 1.75 
и 4 = иг= 1.75 

,1к-1к»М-
М - 50 
2т = 100 

рис.2.16 20 

Значения парамет­
ров модели 

I шсло 
| | ; Ф Л Т Я . |1л х 0̂/<Д 

Погреш-
нооть 
вы числе- щии 
ний • 

Ш л б б ! ! 

л. 40 Л 9 * 1 

со* 50 ; 

I I I 

~10=3™ Г' 
(г 

С О =500 *; / 1 Э = 1 

и> -чоо а ю \ ! Ю*"4 

00 = 20 ) /1*1 

10 
10 

1_10 
10* 
10 
10 
10 

-4 
-4 
-4 

-4 
-4 
-5 
,-4 

99,-
17С 
^80 ох С 
5 2 С 

430 
18С 

|185С —I 

"Т" 
I 

* . 5 

4 — 
и>«*0 ; У1,г=1 I . 
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[трйолижённо представляет бесконечно длинный цилиндр. Из рис. 
4.2 следует, что результаты, полученные различными методами, 
согласуются хорошо. Более быстрое стремление к нулю модуля[А| > 
рассчитанного разностным методом, объясняется тем, что в этом 
случае при г»± г.* , где кончается сетка, задаются нулевые гра­
ничные условия. Максимумы модулей отличаются менее, чем на Ъ%, 

т.е. меньше, чем на ошибку вычислений разностного метода» Отли­
чие в максимальны* значениях силы, являющейся квадратичной ве­
личиной потенциала соответственно не превышает 10^. 

С точки зрения вычислительного процесса можно сделать сле­
дующие замечания по применению разностных методов и методов 
расчета по аналитическим выражениям. 

1 ) На основе конечно-разностного подхода без изменения вы­
числительной схемы можно проводить расчёты для более широкого 
зласса задач. При использовании аналитических выражений введе­
ние в систему новых элементов (например, магнитного экрана) су­
щественно меняют формулы для векторного потенциала и других ЭМ 
величин. 

2) Схемы вычислений в обеих подходах достаточно сложны - в 
одном случае необходимо вычислять модифицированные функции Бес-
е̂ля от комплексного аогумента и интегрировать несобственный ин­
теграл с комплексной подинтегральной функцией, в другом случае 
необходимо строить хорошо сходящуюся в широком интервале пара­
метров консервативную разностную схему, причём больше опираться 
н г численнтгй эксперимент, так как для рассматриваемой задачи 
Ц'-драздел 4.2) теоретически оценки затруднены. 

3 ) В аналитическом подходе точность численп'лс рез^льтагон 
1-еделяется 
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) количеством членов, с\**мяр/емы* г разложении Фурье> 
ь) точностью приближённого иигегрирования; которая зависит 

коли 'СТВР точек т - • *ения чнтерзала. 
В конечно-разное*, .;ом подходе 1Г,Т: ть о* » * *тгтчегся 
а1 выбором разностной семь, 
)) выбором шагов сетки. 
4) Времч вычислений метолом верхчрй релапизгиу чьи Л-Ц**-?* 

о 
сетке порядка 10 узловых точ^ч составляет около .'. -14 мин 
,г,емя вычислений по анилин че л<иы вк чтениям ч гч про-, ч-те 15-
.0 тг *ек составляет 4-8 минут, при < >• 'чксвоС г-, п*ооти п- *уль-
атов. Поэтому чтя просчета распределений ЭМ вэли^иг всей о-; 
ъ.оч г случай №Д-устройетв, где несбх имо найти распределение 
.«•• магнитнп члы) выгодно пс-^зова:' я конечно разностными 

• """одами, в тс время, каь л ля ра^ етов в отдельных внбогечннт 
точках удобно пользоваться аналитическим методом. 

4,4. • ° чьтаты расчёте ал-^тромагнитнш величин 

Цель настоящего подразделе показать некоторые типичны 
зутьтаты и на основе числен! га экспериментов (проведены рас 
т̂ы окило 200 р^зли^ныу вариантов) указать зависимость ЭМ пс-

и и силы от геоме** . 1Т устронствч, бег- мерной частоты и друг*"" 
ЬЙ! • 'ров [56, 5 7 , 6 0 ] . 

Распределения магнитного поля и силч в аксиальном неправде-
ии существенно зави^тт от вида и расположения секций индуктора 
тносительно цилинд>''-,ческого проводника (рис. ЗЛ). Изменение 
чдиальной составляющей плотности средней силы по высоте провод­
нике для разных однофазных индукторов показано у рис. 4.3. Для 
с̂ех кривых и)*ю , и Ки»з с , Характерно, что сила | вбег-
отрицательна, максимум её во всех случаях находится напротив 
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середины индукторов и значения силы к концам индуктора уменьша­
ется. Скорость изменения силы максимальна именно в концевых зо­
нах индуктора Н ч/2. Если высота индуктора меньше высоты ме­
таллического цилиндра, то значения радиальной силы выше и ниже 
индуктора малы по сравнению с максимальным её значением, Чем 
уже зазор между металлом и индуктором, тем ярче выделяются три 
зона: 

1) В охваченной индуктором части ]> практически постоянно 
по высоте. 

2) В зоне торцов индуктора {V резко падает. 
3) В зоне вне индуктора сила практически отсутствует. 
При высоте металла больше высоты индуктора ( Ь н ^ Ь 4 ) это хо­

рошо согласуется с результатами, полученными в работе [121 по мо­
дели с бесконечно высоким цилиндрическим проводником (рис* 2.16). 
Лри наложении на кривую 2 (рис. 4.3) соответствующей кривой из 

заботы 112], нормированной таким образом, чтобы максимумы обеих 
кривых совпадали, оказалось, что обе лит/ совпадают. 

Сила -?г максимальна по модулю вблизи боковой поверхности ци­

линдрического проводника и убывает по мере приближения к оси сим­
метрии (рис. 4.4), но характер распределения силы по высоте в ра­
вных сечениях г*со*ч1̂ 1 практически не меняется. Скорость экспо­
ненциального убывания | г вглубь проводника регулируется значением 
безразмерной частоты ь> , На рис. 4.4. показаны распределения пло­
тности радиальной составляющей силы по радиусу при различных зна~ 
эниях частоты «о НЕ рис. 4.4 1 виде точек также нанесены дан­
ные из работы !12]. Различия ре льтатов при больших значениях 
частоты (̂ >«юо ) в основном связаны с тем, что быстрое изменение 
~илы в поверхностном слое металла недостаточно точно передаётся 
на сетке с радиальным шагом И =0,05. Для расчётов поля сил, прщ 



т.споеделение радиальной состав­
ляющем плотности силы по радиусу 
: различных значениях безраз-
юрной частоты: 
1) с0=^ ; о - из работы [12} 
2) ш = Я0. 3) < « = * а 
4) со = IО О > - из работы 2] 

'ис, . • Распределения радиальной (<Х) и аксиальной 
{ 5) составляющих силы по высоте проводкз-
I при г г 1; С. : Ьи * л* ^ и & : г.» / 6„ 
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л 

заданном значении безразмерной частоты ю необходимо, чтобы шаг 
:<?"гки л в поверхностной зоне был значительно меньше глубины 
роникновения поля 5(л4сГ). 

Аксиальная составляющая плотности силы -[V в случае однофаз-
-̂ х индукторов обычно значительно меньше радиальной<||г|^ 
ж. 4.5). Наименьшим- это различие является в концевой зоне лн-
уктора, где | ь] максшлально. Если, при совпадении плоскостей сим-
'•̂ трии индуктора и металле, высота металла больше высоты однофаз­
но индуктора (Ии>Ьи), то выполняется соотношение|12ГУ>а).1 / № Р о , I 

•оставляющую Р, , как это дклалось практически во всех предше-
чущук исследованиях, -ложно на учитывать. Движение щи этом ь 
ногчом определяется радиальное компонентой силы. В олучсъ, ес-
К м < Ь„ , то | г. ксрцевьтс зонах однофазного индуктора может 
.впадать по порядку ъели пгчы с максимальным значением | Р (рис, 
критые I.?) ни' даже|[,(УЛчК ||г , (рис. 4 6>. Сила | х ги 

ом наличия нуля ь узкой тчрп- зоне и в остальных зонах 
зчаченче бтгз?о к >\*- и ЧР«*Ъ«}»Ч «•>:•: гАчлткя-ая мог.ет окь 

ть влчяьче на г с "ьг''-и{ V- <••?< а !ьч*р*-'ла т ^ чч з- (напрятал, 
'зьоть образоват-ие гам г »•»•- у г*-, чротивс.по-л • -, ум „ьовноц! н-

' гу нгпрярлечием ч , г -*улипун4 Вт <*11гюбр л ..• 'леч^ оо\уя-
'ется в разделе 

Ь отточие <>••• галг'чльиоН о [,о\'< пцисй из-тч-. о ие. /отс 
ч а радя'«льноад наг 'гьленчи -П/- о" эк< ̂ нечни"льн»характер 

• ли-. 4.4), иэмзневир (4 •<•- радиусу г чо^чввк: зонах ярдуи^-чр 

металла (там, г ге *я максим0"»**^ а̂  ЧМРТЬ бел ЭР СЛОЖНЫЙ 

зрактег (рис, 4. •). 

В устройства с мчот фчзнчм индуктором аксиач:-п«ч п радиаль 
эя составляющие силы яз гч?тоя геличрнями одного • • рядка. На 
•'"с. 4.0 и ргс. 4." приводятся пгим:ры р̂ спрод".-г • ;> \ этих вели-



Р* Распределение модулей рг̂ иалыгой и аксиальной 
(о) состаа1нющих силы вблизи т- ч "водящего ци­
линдра ( 2.ч„ о: со =Д4*о): 

1) & 2и ~ .то. 

2) -в»з ̂  ^ - ~ Л • 

Рис с 4.7. Распределение аксиальной составп атлк по о& 
диусу {со *ос? 
1) ^ ; г= . 
2 ) - л ^ ^ 2 „ * 4 * ; г * 
3) -о,ь & Хл**)*; 2 - -^6. 



•о. 4.8. Распределения составлядаа силы и ротора силы по высо­
те проюдника в трёхфазном устройстве шк10): 
I) Д 1 Г » 1 . 2) Д. ; г=4. 
3) (г-**Ру ' *~0,3. 



Рис.4.9. Распределения состав­
ляющих силы и ротора 
силы по высоте провод­
ника в двухфазном уст­
ройстве (и)=Ю): 

4 У ™ * % из работы [23] 
при 



ш, а также ротора плотности средней ЭМ силы е. (2.49) для трёх-
юго индуктора со сдвигом фаз токов в соседних секциях 120° 

двухфазного индуктора со тг тгом фаз 90°. Сопоставление ренуль-
-ов расчёта устройства с двухфазным индуктором с результатами, 
'.'"•тонными числешгнм методом в работе Г331 для устройства с по-

жзй геометрией; указывает на качественное соответствие этих 
зеультатов (рис. 4.9) (методика вычислений в работе 1337 не спу-

вана). 
Полученные в случае многофазного индуктора распределения со-

ЕЕЛЯЮЩИХ ^гдуклии на боковой поверхности цилиндрического про— 
тника качественно согласуется с результатами работы Г61 для мо-
?ли рис. 2Ле На рис.4.1У приведены распределения индукпшг я 
••лы для устройства с трёхфазным индуктором, составленным из та-
*и оекций со сдвигом фаз токов в соседних секциях 120°. В рас-
чатриваемог* "лучае характер чоля в средней зоне индуктора бли~ 
"•ж синусоидальному, т.е., напоминает бегущее поле, и аксиальная 
отэвляющая плотности силы практически во ьсей области (за ис-
• --чением верхнего конца) более двух раз больше аксиальной соста-

7 ч ш ? 1 . 

Присутствие магнитного окра :а увеличивает значения шщу'-пгч 
- сг н в зоне около боковой пег рхыости цилиндрического проводни-

! по сравнению ее случаем, когда магнит^ экран отсутствует. 
;ч однофазнсго устройства с высотой мета, .а - с,с ̂- 2 М 2 , 0 и ин-
зуктора -ом 4 ж„ ' о,* г- я и5=50 эта зависимость харэктеризуется 
•"аблице 4.2 и на рис. 4,5. Максимальные значения составляющих 

*М силы в устройстве с экраном примерно в два раза больше ооот-
зтетвуиших значении Е устройстве без экрана, таким образов, с 
омощью экрана можно регулировать величину ОМ силы и тем-еамш 
интенсивность движения жидкого металла с 
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Рис. 4.10. Распределения аксиальной и радиальной составляющих силы по высоте проводника при ^ = у (о 4-со-^л): I) 2) ^ 



Таблица 4.2 
Характер..- * тадукции и силы при различных значениях соотношения. 

,а металла к высоте индуктора 

А. 
А. 

2-и гз 
Ьх, так 

при г= 4 
'Зг, та*. 1* 1 1н?)ти 

при с.Ч 

Приме­
чания 

I 0,2 -0,2 I ,с ^ 4 - п Г 1 и,^47.Ю" 1 0,369-Ю"2 0,109-КГ 1 0,129-Ю"1 0,5 во всех 
случаях: 
С О = 30' 

« и * 1.1; 

9ч» 0.1; 

г« = сд « 

г 0,4 -0,4 1.6 0.736-ИГ 1 0,123-Ю*"1 0,142-Ю*"2 0, 74-1ь' 2 0Д02-Ю" 1 I 

во всех 
случаях: 
С О = 30' 

« и * 1.1; 

9ч» 0.1; 

г« = сд « 

3 0,6 -0,6 1,6 0,701-10 ' 1 0Д08*10~Л 0,545 «КГ 3 0,6 -Ю~ 2 0 ,538-Ю" 2 1,5 

во всех 
случаях: 
С О = 30' 

« и * 1.1; 

9ч» 0.1; 

г« = сд « 

4 0,8 -0,8 1,6 0,680-Ю"*1 0Д34-ПГ 1 0,581-Ю- 3 0,545-Ю" 2 0 ,374-КГ 2 2 

во всех 
случаях: 
С О = 30' 

« и * 1.1; 

9ч» 0.1; 

г« = сд « 

5 1,0 -1,0 1,6 0,671-Ю~Г 0,144-Ю"" 1 0,576-Ю*"3 0,526-КГ 2 0,4.10-Ю" 2 2,5 

во всех 
случаях: 
С О = 30' 

« и * 1.1; 

9ч» 0.1; 

г« = сд « 

6 1,4 -1,4 1,6 0,668-ПГ 1 0,147-ИГ А 0,534-Ю" 3 0,522-КГ 2 0,435-Ю""2 3,5 

во всех 
случаях: 
С О = 30' 

« и * 1.1; 

9ч» 0.1; 

г« = сд « 

7 2,0 1,6 0,657-ДГ1 0,147 Д...Г1 0,527-Ю"*3 0,521-10"^ 0,438-Ю""2 5 

во всех 
случаях: 
С О = 30' 

« и * 1.1; 

9ч» 0.1; 

г« = сд « 
1 

2,0 -2,0 нет 0,487*10" х 0,126-ТО*"1 0,243-ПГ 2 ) г 271-ПГ 2 0,288-Ю*"2 5 

во всех 
случаях: 
С О = 30' 

« и * 1.1; 

9ч» 0.1; 

г« = сд « 
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В случае системы с индуктором и проводником, плоскости 
чмметрии которых совпадают, при соотношении Г~->>2 максималь-
1не значения ЭМ поля и силы практически не меняются с возраста-
-••ем Ь м (отличия меньше Ъ%) (табл. 4.1), а их распределения от­
лучаются незначительно (рис. 4.5). Численные эксперименты в ин-
ервале частот •;• 100 подтвердили пстученный результат. Та-
-им образом, при расчёте устройств с Ь м практически можно 
сльзоваться упрощённой моделью" (рис. 2.16), не учитывающей ко-
счность высоты цилшщрич о с к ого проводника. Область применения 
прощённой модели зависит также от радиуса индуктора ги , т.е. 
сзора между индуктором и проводником, однако,из-за относитель­
но небольшого интервала изменения этого параметра в реально су-
ь̂твующих устройствах, зависимость отги чиеет второстепенное 

Им 
значение. Критическое значение относительной высоты металла -т— 
/щественно меняется в зависимости от внсе-ч индуктора (рис 

1.11), С увеличением высоты индуки ра п и значение Ь < р уменьшает­
ся, например, при п и = а,о, *\?̂ о,ь . 

Для получения инженерных формул расчёта ЭМ В&ЛУ^ШЕ на по­

верхности г* 4 пои И и /Ь„> ЬКр , азимутальная составляют, л векторно­
го потенциала *'^ментарного токового витка представлена в ВИДЕ 

А|х) = С(е~ 1 + ^ е * 1 * ; (4.69) 
де зависимость коэффициентов с; ,<*; (С* 4,а.)от со я гм задаётся ана-
этически или графически на основе результатов численн&х укспе-
ч^нтов. Для расчёта распределения потенциала на поверхности 

и<= галла в случае индуктора высотой 21о„ получена формула: 

+ {е,Щв('Я51**Ьц))-в1«51х-Ц.))] , (4.70) 



42. 

Рис. 4 4 И . Зависимость критического значения высоты металла от 
высоты индуктора при <С * зо; ги * 1} я; г9 * I,6. 

2 

4 2 -0Э 'ОД 0 0,8 

4.12. Распределения радгччьиоМ (а) и аяряально ( б ) состав­
ляющих силы в торцевог зон-? щювоД1«1ка(сЗ-30; 0 4 . ? ) : 



(4.71) 

О 
интеграл вероят-юстп, которой г^иросно табулирован. 

Зависшлость К ь » |(Ьц) (ри< . 4.11) ирог/рялясь соиоставлени-

.• . • эультртов,полученнш помощью аналитических выражений 

я. 4.1) тл результатов, сяучгвгчк к?•печно-розиостинм мето-

• ( «ож 20 -г - 1,4 , Ь ч « ! . о , Ц н
г л « : , > , ' « . ; г,5-,А5) точностью 5-

относительно максимальны* г-'мчепп!* мя рас^та сшш н ОИ-

лаХ С КОНвЧНоЯ ВЫСОТОЙ проВОТТ-' с,\1 .у. :и п|>й П,,<- | м сложно 

вменять глет 'основании! ) \о г'г>т-: п,. • °грацу пли ря-

(модель г'" конечно высокой нг' х ,"ч. • ••*: ;аг"*ч рро 5.16) 
Исследовании човиогалооги поля сил тот "чой а'ч*-.. дровсдю* 

пт распочож ни я гчщоф* итго нроонм'ч ' " т ; " : • ( ' ч. - с,») >:ока 

что если > > н м , «о практик0'ги рн лу я< ючг? т;иаль~ 

.» •оставляете.5 сччн торцевым эч* '* г< м . ас-?, >пае^ел (, ис 

И кривые 1а, «д, За) , . е . доп.* г.ц... с « И { « с- дп сложения ос 

печной РНСОТЧ проводя1 •'/••го ияж";\ •• Од'око ••> иаяьнэя оосгаг 

"пшая СЕЛИ члее чург.-рч ельна * г «оительно ''очеч'Ф эдсот.ч тр 

ада .'а. При 2 М И 4 1 на^л- • ̂ тся «аистчиЯ ма»«.:'1М.у?л акои-

ч-ч.'й составляющей / п '* ? тор , г ,пу зонах прсчадника (кривые 'V 

$б рис. 4 Л ? * . П> • "ей1"'!/, ; I. *же ли йачукгора внк оола-

ги, ячпо.тчениой М'М'алл^*-" составляя/чи*" силы [• и | а уЗьтс**!"4 

'ни*АижГ;^абс<"- ог значепкто | а металле не превышает \.% 

пмалыюго ана-; ' '•,] ч устройстве с х>.и ̂  г . Ситусл>ч* 
ч-здогична описанное гакхе в - гучп^ дптпчюго итщуктора Цм ̂  * 

ли при РТОМ кончь «нпукторо чг- выступают она ?с!гы, заполнен-

й металлом ( 2 4 И ̂  г а н и • г И М ), т . е . отсутствует полсжч-
-''Ышй вылет индуктора, то конечная высота н •••водника ла рас-

: еделение поля и сил сказывается мало (кош аффект провол­
ока слабо выражен) - распределение поля и спл в основном опре-
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шляется конечной высотой индуктора ((рис. 4.13), кривые 2, 3, 
О. Если верхний вылет ичцуктора 1Ь« хЬц - г ь м (4.72) 
т̂ли нижний вылет индуктора 1и«в2им-*ии (4.73) 
лоложительны, то значение В х вблизи соответствующего торца ци-
людрического проводнгаса имеет максимальное значение и распре-
.''еление поля в этой зоне в большой степени определяется конзч-
юй высотой металла. Значение В. там достигает примерно 60$ зна­
чения В х в средней зоне индуктора при г- { , что не наблюдается 
ри 1 ь<0и1 и<0 (кривая 1-46 рис. 4.12). 

Составляющая силы | г в средней зоне длинного индуктора по­
стоянна по высоте и убывает в сторону концов индуктора, если 

, 1 н ̂  0 • При !^>о составляюгпая силы|гв окрестности 
горца металла резко возрастает по модулю и достигает максималь­
ного значения,(рис. 4,6), примерно трёхкратно прев шающегс значе­
ние ^г на боковой поверхности металла в средней зоне индуктора, 
днако, значение аксиальной составляющей силы | а на поверхности 
2 * 2 ^ ещё превышает значение | г (рис. 4.6). 

При положительном рылете индуктора в торцевой зоне металла 
резко возрастает также тепловыделение (рис. 4Л4), поэтому вбли­
зи торца щшшдрического проводника необходимо считаться с еиль-
<нм нагреванием проводника. 

Изменение толщины индуктора (слоя с током) в широких преде­
лах (0,01^0^^0,5) при постоянной линейной токовой нагрузке (на­
стиле тока) не влияет на поле и силы в проводящей области» та-
"лим образом, вполне оправдана часто применимая абстракция беско­
нечно тонкого токового слоя (см. также раздел 2). 

Рисунок 4.4 иллюстрирует зависимость радиального распределе-
:тия силы от безразмерной частоты . Всвяэи о выт • - 'рнием поля 
яз проводника при больших частотах радиальная (̂ т̂апляхипа 
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Распределения аксиальной (<7) и радиальной (5°) составляющих магнитной индутстз 
по высот- - со водника при **/ (<Ь -ЪЗ'о; Л/у = 5,3 ; г„ я ±?ь }04*„4 3,3): 



2,3 2Р 2,7 2,9 ЗИ 
Рис. 4.14. Распределение плотности тепловой мощности по высо­

те металла при со = Я зге): 
I) /в*0,,Г. 2) 1ъ*в . 3) / в * 0 ^ . 

(52 ^ «(к 
Рис. 4.15. Распределение плотности вихревых токов по 'чциусу 

проводника при различных значениях частот; : 
1)<0«4$. 2) <СГ=ЗЛ. 3) «5**0. 4) <0 = 



- 96 -

чтдукции и азимутальная составляющая плотности вихревых токов 
чепоненциально убывает в поверхнс м слое <Г . Кроме того, 
отота влияет также на абсолютные значения поля и сил. При 
чсированных высоте индуктора Ц и , настиле тока I , толщине 
азора между индуктором и металлом, а также других параметрах 
щели, составляющая В х магнитной индукции убывает с возраста­
ем частоты й (табл. 4.3) - ухудшается электромагнитная СРЯЗЬ 
жду индуктором и металлом. При 200-кратном увеличении со (от 
до 200) максимальное значение В х уменьшается примерно на 35% 

максимум её распределешя по высоте становится более плоским. 
! уровне концов индуктора (2 = 1 4,'» ) значение В 2 составляет 
оимерно бО&В^^к скор • убывания максимальна. Максимальное 
пение радиальной состс•; щей индукпт^ также достигается на 
/соте концов индуктора и 'оставляет ме* , чем 25$ 6*^*, Ради­
альная составляющая плотное ги алектромагнл1ной силы убывает в 

; овлении концов индуктора быстрее, чем В* • На высоте г= ± , 
оответствудцей т"т \,-м индуктора значение ̂ р < о д ? ^ ^ ори х *с 

7 дри|2.|^о,7 и̂ величина | г становится, кезначн' гьно малой. Это 
подтверждает известный факт Г6], что интегральная сила ГА , дей~ 
I . щая на зоны металл?, вне индуктора гораздо меньше интеграль­
ной силы ^ } действующей в зоне (ж!/. ^ / 2 , По йряблЕзительным 
подсчётам для модели таблицы 4.3 -\\^> ̂ .05г̂ , , 

Возрастание составляющей плотноетч силы при больших внэ-
• чх частоты ?тляется и выходит на линейную зависимость от 

квадратного ког езразк рной частоты (|Р ̂  (З 4 )» что согласу­
йся с данными .йоты Ц21. Более детальные исследования распре-

эния и измене"ия составляющих силы з конечно-разностной по-
сновке при больших значениях безразмерной частоты (<о>4СГ) за-

•'̂ уднены, так как требуют приме'"чтая разностной сетки с мелким 
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патом. Абсолютное значение ротора силы также возрастает с ча-
стотой, но на характер распределения е.=(ге>1|)^ по высоте часто­
та влияет незначительно - максимум ротора силы при любой из рас­
смотренных частот тлеет максимальное значение вблизи поверхно­
сти металла около концов однофазного индуктора (1, * < | г. \ < 1, г # 

концы индуктора - | 2 . | « 1,4) . Несмотря на то, что максимальные зна­
чения ротора силы достигаются при больших значениях частоты, из-
-за быстрого его убывания по радиусу в направлении оси симмет­
рии, максимальный интегральный эффект и максимальные значения 
скорости движения жидкого металла достигаются не при больших ча­
стотах, а при ьо« 2 0 (более подробно об этом см. в разделе 7). 
Электромагнитная сила при больших частотах действует только на 
узкий поверхностный слой жидкого металла, при Со =200 этот слой со­
ставляет менее, чем 20% радиуса проводника. 

Аналогично полю, вихревые токи при больших значениях часто­
ты концентрируются в поверхностном слое <$* (рис. 4.15), где вы­
деляется практически всё джулево тепло. 

В заключении необходимо подчеркнуть, что наиболее важными, 
основными параметрами, определяющими распределение ЭМ поля и си­
лы в металле, а тем самым в известной степени и движение, явля­
ются следующие: 

1) Вид индуктора (однофазный, многофазный). 
2) Геометрия взаимного расположения металла и индуктора и 

их размеры, 
3) Значение безразмерной частоты. 
4) Присутствие магнитного экрана. 
Некоторые аспекты электродинамической части рассматриваемой 

задачи ещё будут затрагиваться в разделе 7 в связи с результирую­
щей циркуляцией жидкого металла, являющейся основным объектом ис­
следования в дачной работе. 
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5. (ПИСАНИЕ 0СРЩ1ЙПТСГ0 ТУРБУЛЕНТНОГО ТЕЧЕНИЯ 
Р. : 'ЖНУТОИ ОБЛАСТИ 

5 . т . Способы описания ту; булентностл 

Учитывая, что кинематическая вязкость жидких металлов Г 7 ] 

«О г- < л)< 10 > 

я'но оценить в< танину числа Рейнольдса * ••/© г 0 у $ « 2.9) 

ч движения металла в металлургических Ш'Д-устэчовках: 

ке<10- Слал/»гательно, в большинстве случаев значение числа 

чнольдса превыт'чет критическое к течение имеет характер разни-

'•• турбулентности, т . е . распределение серостей резко и таотич-

меияетсч со временем и но с ' 1щт расплава. Например, для ге•-

аий в трубах б » воздействии мягнитпогч поля Р,е^ может приня­

ть значения в интервале 900-1ОДХ) I 4Л 1. Значение Ре** зави-

~ от внешних условий тесания, характера, величины г, спектра 

|?т!'"'рний. Постоянное магнитное паче действует на турбулентность 

цавляюще С 7 '!, и переход ламгчнр"ого (слоистого) течения про-

аятай жидкости в гурбуленткое в присутствии магнитного поля 

'0ИСХ0ДИ5 при ботытих значениях Ре , ?ем в случае отсутствия яо-

. Влияние переменного но вр*>мгпг к по объему ЭМ поля на тече-

•••• мало изучено. Поэто».г при пасомо*;ренир МГН течений (рис-3.1) 
обходимо спутаться с возможностью сущее гвования как ламинар-

• • (при малых скоро т ях и радиусах) так и в большинстве слу-

• в турбулентного режима тече?1 "\ Турбулентной характер теча-

•М в индукционннх МГД-устройсгвах подтв°пчдают многочисленные 

спапименты Г 3,7 «19 К 

Для теоретического определения поля тестей а жидком ме-
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&-;е в случае ламинарного течения используется система уравке-
тН МГД (см. раздел 2), содержащая уравнение Назье-Стокса (2.8) 
? г; (2.13)* Расчёты турбулентных МГД течений в ламинарной поста­
вке передают качественную картину течений, однако, распределен 
?ш и абсолютные значения скоростей, гидродинамическое еопроти-
. гение и характеристики тепло-переноса могут существенно отли-
аться от наблюдаемых в эксперименте. Для устранения этих недо-
гатков необходимо учитывать турбулентный характер течений. Из 
местных в настоящее время подходов решения проблемы теоретиче-
'ого о'чределения поля скоростей турбулентного течения следует 
казвт '-а следу гаде: 

I) Применение статистической теории турбулентности I 4С3 '], 
;ч этом для скорости, давления и других величин, определяющих 
аижение, строится фуякпия тности вероятности, зависящая от 
поточечных моментов с -чтствующих величин. Однако, матема-
•чеодие ожидания этих тличин выражаются из только через я —то­
чную плотность вероятности ^*, а также через и*1 -точечную 
чотность и через Функции распределения вэроятноет**, от-
сящихся к ещё большому числу точек. Поэтому соответствующие 
очнения приходи7 замыкать полу эмпирическим путём, Статистл-
ский подход я? •п наиболее обосчованным и позволяет з прич­
ине достаточн' 1 'с изучить свойства турбулентного течения: 

ко, практическая реализация его для прикладных задач гидре-
"чамики, а тем более магнитной гидродднамики в настоящее время 
:--?руднена из-за необходимости решать сложную систему интегро-
:зфференциальных уравнений, что свянано с большим объёмом вы­
бленки. В настоящее время с пг $ статистической теории уда­
юсь просчитать только крайне у иные задачи,не предетавляю»-
•*е практического интереса I 50 Решение задачи для случаев'; 
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интересных в практике, неосуществимо на тлеющихся ЭВМ даже при 

2) Исследования на основе предположения, что турбулентное 
течение описывается аналогичным образом, как ламинарное тече­
ние, т.е. с помощью уравнения движения. На основе этого подхода, 
используя представление скорости, давления, индукции магнитного 
поля в виде суммы осреднённого значения и пульсации (а « 5 
передняя систему уравнений МГД (2.6, 2.8, 2,18, 2.19) с примене-
идем условий Рейнольдса С 48 1, получаем (знаки осреднения для 
V; , р; ,В;,Допускаются): - > 

•и .Хяу , , ( 5 Л ) 

- | ^ « о 0 Й (5.2) (5.3) 

+ р В * - Л ? ) ] • 1,к« 1,1,5 . (5.4) 
Так ка^ имеет место взаимное влияние поля скорости и магнит 

кого поля, то пульсации скорости вызывают пульсации индукции ш 

наоборот. Однако, величина этого взаимного влияния определяется 
значением магнитного числа Рейнольдса (2.7). Если & е ц « I , то 
пульсации магнитного поля можно не учитывать и уравнение (5.1) 
сводится к уравнению (2.16), а уравнение ' ') к уравнению'для 
^^тщии поля (2.6). Кроме, того, при рас чти течения про­
водящей жидкости в периодическом во врет., гнитном поле иэ-

гкип-зйфекта взаимное влияние магнитп ; оля и паля скоро­
с т е й г' 'гот осуществляться тол»ко в некотором поверхностном слое 
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гулкости, толщина которого определи г.-тся глубиной проникновения 
,29) магнитного поля в среду. За пределами этого слоя двлже-

; : проводящей жидкости будет определяться практически теми же 
ловиями, что и для непроводящей жидкости. 

Как уже отмечалось в разделе 2 система уравнений (2.6, 
.16, 2.18, 2.20) так же как исходная система (5.1 - 5.4) явля­
йся незамкнутой. Для определения 25 неизвестных величин имеют-
только 8 дифференциальных соотношении. Кроме компонент скоро-

:и, давления и индукции магнитного ноля определению подлежат 
компоненты симметричных тензоров второго ранга В;' В* , V- В*,>'/ V,' , 
оледний из которых имеет смысл тензора турбулентных напряже-
:и. При й е т « * число неизвестных величин существенно сокращает-
(от 25 до 13), поэтому в дачшейшем при рассмотрении осреднён-

их турбулентных течений будем пользоваться безиндукционным прг-
жжением. 

Для замыкания системы уравнений (2.6), (2Д6),(2.18),(2.20) 
обходимо использовать какие-то дополнительные связи: 

Т) Пользоваться уравнениями для одноточечных или миоготочеч-
«х моментов высших порядков С 50 3, в которые необходимо зво-
~ить определённое количество эмпирических постоянных и строить 
:"э или иные гипотезы, определяющие взаимосвязь между моментами, 
чк как система уравнений моментов принципиально не замкнута -

* 

'почку уравнений приходится обрывать на уровне уравнения для 
орых или третьих моментов и моменты более высокого порядка вы­
дать через моменты более низкого порядка и другие характерис-
2ки процесса. Численные расчёты некоторых двумерных течений с 
пользованием уравнений для вторых моментов осуществлены, ва» 
пмер, в работах Г 51 1 , { 66 ]. 

2) Определять турбулентные напряжения в уравнении (2.16) 
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>. основе Полузмтпжческих формул Г 52, 53, 54 и др. 3, учиты-
:3)щжх структуру турбулентного течекия в конкретном классе уст-
!йств. Эти формулы могут строиться с использованием эксперимеы-
тшкх данных, теории размерности, а также на основе оцентл 
ч'яния магнитного поля на турбулентность Г 7 ] , 

3) Определение турбулентных напряжений в каждом частном 
учае на осног '• чанных о пульсациях скорости, подученных непо-
оздственяо из перимснта. 

л* 
4) Еве ден? • • в неетационари уразненжз Кавье-Огокса опра­

вленного спек • юзмущекий, д̂  вующих во в» '̂ я всего движе-
•Ж { 55 Пол "ое нес гапис а решение '••лес оередняется, 
*о позволяет суд:*' о распред* • • осреднён^ скофоо^ёй и 
1снтральных моме< второго печ -

Пря ислоль? :чч* первого по-' да, необходимо наряду с урав-
чяем Рейнольдса 6 ) дополнительио решать кнтвгро-диф?>ерен-

'Дальнув проблему, которая на порядок сложнее исходной задачи 
'•чя ламинарном, тзчении (более подсобно об атом подходе в подраз-
[злз 5.3)» Второй Из подходов позволяет при определённых допуще-
•Д.чх исследовать осреднённое турбулентное течение в МГД устрой-
этвг* с замкнутым течением, используя методики, разработанные 
Ш1 расчётов течений в ламинарном ре.' че I 53, 59 ], задачу при 
"•̂ м существенно не осложняя (более •••робно об этом в подразд?-

5,2), Третий подход яе достулег • а недостаточности зхоПе-
'-'̂ ментальных данных о структуре г '. -дятного потока в присутс?-
'чч переменного магнитного поля, • зёрткй, по мнению автора, 
эбедияет свойства рассматриваемо ;енияг так как сводит их к 
правее заданному сг ••• -у возмущений, который не а̂мом дела че 
известен. Эти методы (3, 4) по указанным причиняй далее рассмат­
риваться че будут. 
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5.2. Иолуэмпирические формулы и рабочие гипотезы для 
турбулентных напряжений 

В настоящем подразделе для расчёта осреднённого МГД течения 
замкнутой области предлагаются некоторые полуэмпирические фор­

ели и обсуждается правомерность их применения8 причём рассмат-
дается два подхода к определению турбулентных напряжений V;'V» 
6 М : 

I) Компоненты тензора турбулентных напряжений выражаются 
ре? осреднёчные скорости с введением коэффициента турбулентной 
кости ^ (видоизменённая гипотеза Буссинеолса): 

ДТД-, 1 /Э^ 1 < г -Д7ЧЛ . 
5) 

*- йгт Фт - турбулентное чис. :> Рейнольдса (5*6) 
равнение движения приобретает вид: 

Йц.- эффективное число рейнольдса. 
2) Устанавливается связь ме.чду конвективными членами -и тур-

тентными напряжениями в виде: 

- V ЭГ* (5.8) 
суммирование только по индексу к ), что при 7; а 4 , приводит я 
ЗДеаризадаи уравнения движения (5.1): 

Р ^ Э к ^ " ^ + м Ч ' ' = 0 (5.9) 

В общем случае коэффициент турбулс! • вязкости <>т явля« 
-я тензором чётного ранга и в виде ск. шрной фучкции 
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Л м § ^ г I &•„•••) ; С»4. а.в. ( 5 л о ) 

чоэдставим только в случае изотропной турбулентности. Так как в 
сучениях с поперечгчм сдвигом.; а также в присутствии магнитного 
юля изотропность нарушается, то введение ^т формулой (5.10) не-
• ходимо рассматривать как приближение, оправданное тем что из-
за поверхностного эффекта магнитное поле экспоненциально убывя-
а? з пограничном слое <$" и в большей части вдлиндрического объс 
«а (рис. 3.1) градиенты скорости не ЕЗЛЙКИ. 

При решении уравнения (5,7) в ферме ротора (3.21) необходи­
мо учитывать ряд членов, содержащих турбулентное число Рейнольд-

че,, которые можно свести к некоторой турбулентной силе 1 т 

22), При Рет*соп«1 , т.е. л)г*сск*т. турбулентная сила 

| ! т . — г Л ^ :...1Г 
уравнение (3.21) принимаем <чормус ?' алогичную форме уравнения 
ашнарного движения с тем лишь отлп м, что вместо числа Рейк-
чьдеа используется эффективное чи Рейнельдоа̂ ;. 

В случае аксиальной симметрии модели (рис. 3.1Л 

равнение (5.12) с введением функции тока Стскса сводится к 
одному скалярному уравнению (3Д9). 

Если 1: ̂ соп*1: , то с учётом (5.13) уравнение (3 .21) прини-
*ает вид: 
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Граничные условия для осреднённых величин сохраняют такой 
ее вид, как в случае ламинарного течения (табл. 3.1). 

Далее рассматриваются некоторые способы задания коэффициен­
та турбулентной вязкости и тем самым Ре,9 Для уравнений (5.12), 
:5.14): 

I) Постоянный по объёму коэффициент турбулентной вязкости. 
В работе С 62 1 турбулентный поток предполагался однород­

ным, коэффициент турбулентной вязкости принимался постоянным во 
зсём объёме жидкости 4̂ г.4, . 

Однако, Л не является физической постоянной для данной 
?ддкости, и выбор его значения зависит от вида течения, формы 
эбласти распределения электромагнитного поля и других факторов. 
3 рассматриваемом классе МГД устройств течение допустимо считать 
однородно турбулентным только вдали от твёрдых стенок - в цент­
ральной части области заполненной металлом. Так как характер те­
чения в значительной степени определяется геометрией области и 
ЭМ силами, то следует ожидать, что даже приближённой 'Оценки тур­
булентной диссипации, то есть коэффициента ̂  , достаточно для 
получения результатов удовлетворительно согласующихся с экспери­
ментальными данными. Это подтвердили расчёты поля скоростей с по­
мощью численной методики Г 62 1 при ̂ т*л)0. Конкретный интервал 
значений коэффициента л), для класса устройств определяется в ре­
зультате сопоставления результатов численного и физического экс­
периментов. Для сохранения баланса энергии интегральная диссипа-
№ з объёме при л>гв л), должна приближённо равняться действитель-
5о наблюдаемой величине. Поэтому необходимо предположить-0,» 
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и соответственно Ке^*^е т« Ке , так как \ш,>\^ы я $т>о • 

Например, для определения оореднённого поля скоростей в индук-
тдонних плавильных печах при г 0~ч - 2 м было установлено йе^ = 
• 2004800» а для расчёта лабораторных устройств Р.е%^50 I $3 1с 
Движение в приближении описывается уравнением (3.19) и 
для решения задачи применимы все методы, разработанные для рас­
чётов ламинарного потока несжимаемой жидкости. 

2) Обобщённая гипотеза Кармана. Одним из возможных способов 
эдределения коэффициента турбулентной вязкости в изотропном при­
ближении является формула Кармана [ 48 3: 

построенная на ост теории размерн -г >й для одномерного тече­
ния. Формула без 1 да обобщается на дучай трёж~ ного течения 
С 54'3:. 

РДЗ X - безразмерная эмг^гчческая постоянная; 

У Г ? * } + Э ^ - Х Г Т х 7 4 Т ^ | (5.17) 
(2 - скалярное произведение тензоров, 

В случае рассматриваемого осесимметричного течения 

А)т»* 1ф' А/й , {5.18) 

:ипативная дция Релея, характеризующая 
ход мехага» дой энергии осреднённогс дви-
я г тепловуг энергию; (5.19) 
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(5 . 2 0 ) 

Экспериментально установлено Г 48, 54 1, что для турбулент­
на течений в 1 рубах ае = 0,36 + 0,4. 

Заданный формулой (5.18) коэффициент а\ используется для опре­
снил локального значения эффект вного числа Ре [яольДОа, в урав-
.ия оореднённого движения (5Д4). 

3) Линеаризованное уравнение движения- В расчетах по методи-
г. г 62 1 решалось уравнение движения несжимаемой жидкости с со-
чтением нелинейных членов / У ^ ) У , характеризующих конвективное 
;менетте скорости. Для рассматриваемого замкнутого МГД-течения 
дког метачла в ламин 1 рном г̂ жиме условия, нробходимые для об-
...гния в нуль конвективных членов не ь^олняются. Можно предло­
жить, что в случае турбулентного течек-, ч с циркуляцией вокруг 

•ентра витгя из̂ .?а птсдельных и поперечных пульештий скорости .ю-
•тние гуроулеи'П^р * ли жидкости связаны меяцгу собой более • от 

тем слей жидкес^ нр? ламинарном течении» скорость которого 
чшада* т г»л средне* жоростью зматрйваемого турбулентного те-
ия. Сцепление мс ей т ™одт • ому4 что ьч̂ ркуляция вокруг 

центра вихря становится аналогии й ква̂ итвэрдо': вращению, и 
горение(у ?)У ь турбулентном течении частично или полностью кои-

" 'Нозруется силами Турбулентного сцепления Р случае двумяоного 
• чанжя это приводу? к сч ччепш зависимостям I 61 1 • 

и этом предполагается, что моменты 3^. 51 »<П> »о В благо-
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приятных условиях развития вихрг осреднённое течение приближён­

но описывается линеаризованным уравнением движения ( 'Х* "? » * 1 ) 

в форме ротора: 

Ж ^ ] + ^ + А 1 1 Ц И ) Г - 0 . ( 5 . 2 2 , 

Так как в безиндукционном приближении ЭМ сила не зависит от ско­

рости течения, то из линейности уравнения ^5.22) сладует, что 

V ; } ЕЛИ , (5.23) 

где - постоянная, зависящая от параметров устройства. 

Значение V* определяется решением сиотемы мТД-уравн'»т"^, включа-

гагч уравнение (5.22). Следовательно, полученные ш ^пдчных 

значениях >0 распределения безразмерной скорости ид°* 

4) Координатная зависимость коэффициента турбулентной вяз­

кости. Так как турбулентный поток в металлургических МГД-установ-

ках не является однородным I 3 1, то была предложена координат­

ная зависимость коэффициента 4 Г в следующем нгде: 

где 

или 

4 . Г** • "Р" 0 4 Г * Г Т ; 

1 1 ' г ' ) \ при 0 4 г < - т • 

( » . - г т * » ; с ж р ^ г . г г ) ] ; т и Г т 6 Г М ; 

(5.25) 

(5.26) 



Выбор значений постоянных ̂ [ " Й Л гу,**,**, Ч 
в формулах (5.24 - 5.27) обусловлен следующим: 

1) Коэффициент л)« определяет абсолютное значение коэффициен­
та турбулентной вязкости и совпадает с его значением в однород­
но-турбулентной части потока, причём 4Т»4 (см. также пункт I на­
стоящего подраздела). 

2) Размер гт , внутри которого турбулентность принимается од­
нородной, ограничен радиусом однонаправленного потока (обычно 
^ = 0,65*0,8 I 3 3). Так как поверхность г=гр является границей 
раздела течений с противоположным направлением осреднённой ско­
рости У х , то можно предположить образование некоторого турбулент­
ного слоя с обеих сторон поверхности раздела, причём толщина этих 
слоев больше толщины турбулентного пограничного слоя, образующе­
гося при течении в трубе на её стенке, т.е. г. ̂ о,вгр (5.28) 

Магнитное поле существенно влияет г ?руктуру турбулентно­
сти [ 50 3, поэтому модель однородной турбулентности применима 
только вне зоны действия электромагнитных сил. Значение гт свер­
ху ограничивается та—ае глубиной проникно' чая поля в метал." -
- гт«|(^"}Гр) , по крайней мере гу < 1-<$ (5.29) 

При изменении безразмерной частоты и 5-гИОО , предел гт 

'леняется в интервале 0,5*0,95. Следовательно, определяющим мо-
хет быть как условие (5.28), так и условие (5.29). 

3) Если в формуле (5.25) ч=* » Ч.»0 » то изменение А по ра­
диусу вблизи стенки при г и ( гм -координата максимума скорости 
V» в пристеночном потоке, г м^о,э), эквивалентно гипотезе Пранд-
тля, дающей логарифмический профиль скорости. Физический смысл 
положения Заключается в том, что размер крупных вихрей, в основ­
ном определяющих турбулентную диссипацию, растёт пропорциональ­
но расстоянию от твёрдой стенки Г 48 1. Однако, таким образом, 
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г. и в пунктах 1,2,3 не учитывается присутствие периодического 
ноля в пристеночной зоне. Следует ожидать, что ЭМ поле при 
• < г <. I действует на пульсации подавляюще I 50 3, что в слу-
спльных полей может привести к образованию ламинарного по­

личного слоя. В отличие от центральной части, где ̂ т»л) , в 
стопочной зоне и в формуле (5.30) следует выбирать 
> 1 с целью существенного уменьшения сопротивления в области 

4) Экспериментально установлено I 64 3, I 65 3, что в сдви-
Г:о:л течении под действием постоянного магнитного поля осущест­
вится частичные переход трёхмерной турбулентности в двухмернут 
передаче!! энергии пульс анионного движения в осреднённое тече-
е. Это приводит к отрицательным значениям коэффициента турбу-
.чтной вязкости. Стационарность такого процесса в данном случае 
.одерживается за счёт энергии магнитного поля и, так как движе-
е замкнуто, то трёхмерная турбулентность, генерируемая в зоне 
* г переносится в пристеночную зону4-<Гсг4. 1 , где становится 
большей степени двумерной. Пс.^ение эффекта отрицательной 
скости предусмотрено в формуле (5.25) прид)с>о. Следует ожи­
ть, ЧТО л)с«1 И 'Ос'^О/^о . 

5) Увеличение значения ̂  вне зоны действия однофазного ин-
ктора (рис. 3.16) определяется необходимостью уменьшить вынос 
орости в торцевые зоны цилгтндрического объёма. Постоянные аг 

.30) определяют характер увеличения -Ст в этой зоне. В случае ко-
ткого индуктора ( Ь*^*) полагается х4=2.2»о, а в случае длинного 

Формула (5.26) шлеет физический смысл аналогичный формуле 
».25). 

В заключение следует отметить, что приведённые здесь форцу-
' для определения турбулентных напряжений, не претендует на 
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юкеки-з процесса турбулентности, их следует рассматривать толь-
. качестве рабочих гипотез, основанных на существенном упроще— 

г г ч е с к и х яьлений. 

о.С. Уравнения центральных моментов втор ото порядка 

-авнония центральных моментов второго порядка, применяемые 
о:"-:деления турбулентных напрякенгп;, получаются в результате 

:г_ч уравнения для ггульсации индукции Е>, и пудьи&шй скорости 
;г.'льсадЕонч:ые величины V,- и В; и приведения пачученных урав-

.1* к сщллетричному виду, с последующим осреднением: Г 47 1: 

Д\/"^У * З'Ч'У Ь̂'у" д&'у-' ^''у'^' 

ь; о 1Г7Г" •* -д—т 4 Ь. ь •* 

(5.30) 

— Г , = _ у -_Е-Ц. + 0 о * Ь, Ь - я- Ц ^ 5 -

->л|*а*- с^Цн . ж .(4-
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(5.32) 
Как уже отмечалось, система уравнении (5.30 - 5.32) незамкнута -
в уравнении моментов второго порядка содержатся также моменты 
третьего порядка, которые непосредственно из этих уравнений 
определить нельзя. 

Так как экспериментальные и теоретические исследования тур­
булентных течений под влиянием переменного по объёму и во време­
ни магнитного поля в настоящее время практически отсутствуют [50^ 
то тля замыкания и упрощения системы уравнений (5.30 - 5.32) при 
меняются гипотезы, которые оправдали себя в обычной гидродинами­
ке; привлекаются также соображения, основанные на теории размер-
У. эстей и подобия [691 : 

I) Рассматривается стационарное в среднем течение: 

2) Используется безгшдукционное приближение ^ ^ « 1 . Так как 
источником пульсаций магнитного поля в данном случае является дви-

течения на ЭМ поле. В результате этого из рассмотрения выпадают 
уравнения (5.31) и (5.32), а аналог силы (выражение в квадратной 
скобке) в уравнении (5.30) обращается в нуль. 

3) Члены, выражающие в уравнении (5.30) диффузию турбулентно­
сти из-за пульсаций давления, представляются на основе модели гра­
диентной диффузии [673: 

(5.33) 

хение, то|В|Щ\л|,|В'|«^' 1 и яалее игнорируется обратное влияние 



где 11-Iч-'у'' " -̂ «гйяжчесжвя энергия турбулентных пуль­
саций; (5.35) 

I * характерный масштаб турбулентности. 
Определение масштаба турбулентности является самостоятель­

но!: проблемой, т.к. ( не является физической постоянной. Подроб­
но этот вопрос изучен для течений в трубах [48], а также получе-

формуж, учитывающие влияние постоянного магнитного Поля на 
2г. личину масштаба турбулентности [71. Так как соответствующие 
'.орьгулы для случая переменного магнитного поля неизвестны, то в 
настоящей работе I в первом приолижении оассматривается как эмпи­
рическая постоянная. 

4) Член, представляющий часть диссипации турбулентной энер­
гии , представляется в виде [58]: 

та с3,0ц - эмпирические постоянные. Формула (5.36) являет­
ся обобщением аппрокслкапил Ротта. 

5) Обмен энергией пульсаций вдоль разных осей координат вы­
ражается согласно формул* [661: 

5 У Ч ? * * ^ г *Г\^г& + уэЗ'тЬ чс*~М5.37) 
где Р= г -'- ~ характеристика турбулентное- (5.38) 

с..с2 - эмпирические постоянные. 
6) Моменты третьего порядка, представлях-де диффузию энергии 

Турбулентноети, выражаются в Еиде комбинации моментов второго по­
рядка Г6С1: 

С .39) 



где <Ц - эмпирическая постоянная. 
В результате подстановки формул (5.33)-(5*39) в уравнение 

.5.30) получается уравнение для моментов: 

(5.40) 
(5.41) 

Уравнение (5.40) вместе с уравнением Рейнольдса (5,1) и условием 
зесжиыаемссти образуют за^.нутую систему. В общем случае система 
содержит 10 уравнений. Так как в трёхмерной постановке решение 
это* задачи га ЭВМ в настоящее время неосуществимо, то для даль­
нейших упрощений используется осевая симметрия (5.13) замкнутого 
М^-течения. 

При записи системы уравнений (5.1), (5.40) в пилиндрической 
системе координат в форме ротора дополнительно полагается, что 
^ =0 (1»г,2,^ ), т.е., пульсации по г иг не коррелируют с азиму­
тальными пульсациями скорости. В результате этого получается зам­
кнута" система уравнений, состоящая из четырёх нелинейных, одно­
го линейного уравнения и трёх дополнительных связей Г691: 

I) Уоавнение движения: 

2) Уравнение, связывающее ротор скорости \̂  и функцию тока 
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'У(3.20)• . 
3) Формулы, определяющие функцию тока (2.53) и ротор скоро­

сти (2.52). -
4) /равнения для центральных моментов % г * ^ , : 

6С,~2 

4 К Ф ^ ) -

* # ^ - % * ( * # * ь й ) - % ( < ^ ) * 

(5.43; 

^Дгг. . бС^-2 

Г2. ЭГ 

(5.44) 



- 1 X 7 

4 [ ^ [ А ; * " * Г Г $ Г тг\ Ъг. Эг) **** Ъг.)\ о>2 

Ч / а г г ^ г 2 4 ^ ^ Л ) гА\ Р г ^ г 

+ 2 0 г г Л г ) У . (5.45) 
г / > 

Наряду с граничными условиями для функции тока и ротора 
осреднённой скорости (табл. 3.1) для однозначного разрешения рас­
смотренной системы уравнений необходимо пользоваться граничными 
условиями для компонент тензора турбулентных напряжений (рис.3Л): 

1) На оси симметрии (г»о ): 
С » 5^-0 ; Э ^ / Э г = с. , - 4 6 ) 

2) На твёрдых неподвижных стенках: ̂.= 3^ = 3^=0. » ,47) 
3) На свободной поверхности (г=2.5„): 

Условия (5.46)-(5.48) следуют из г> шичных условий для ком-
понент пульсаций скорости, аналогичных условиям для скорости,при­
ведённым в таблице 3.1. 

Система содержит 6 эмпирических постоянных с, с̂ , ц, с$, ̂  
значения которых смогут быть найдены путём подбс три численном 
решении задачи (см. подраздел 7 . 2 ) . 

5.4. Баланс энергии оореднённого МХД-течения в замкнутой 
области 

При расчёте осредн. чного течения с использованием коэффн -



- П а ­
циента турбулентной вязкости (подраздел 5.2) не обязательно тре­
бовать одновременного выполнения обеих следующих условий : 

1) оовладения расчётного распределения безразмерной скоро­
сти с экспериментальным; 

2) совпадения экспериментально и теоретически найденных аб­
солютны:: значений скорости V.. 

Распределение скоростей может быть найдено при одном выборе 
функции чЗт (5.10), а абсолютное значение скорости при другом. 
Поэтому необход: "о разработать методику определения абсолютных 
значгний скорости при заданном распределении безразмерной скоро­
сти по всему объёму жидкого металла. Распределение безразмерной 
осреднённой скорости при этом может находиться по любой методи­
ке, в том ччсле на основе гипотез, описанных в подразделе 5*2. 

При интегрировании уравнения механической энергии оореднён­
ного стационарного течения несдимаемой жидкости по полному объё-
му V [54], из-за обращения в нуль ряда членов получаем следующее 
равенство: 

^ р1^^;/Ф)^ - ( 5 . 4 Э ) 

+ 1^-) ~ диссилативкая йункция Релея для несжимае-
'] мой жидкости (осесимметричном случае зада­

ётся формулой 5.19)), (5.50) 
>0.«=лКЧ - эффективный коэффициент вязкости. (5.51) 
Диссип?;тивная функция (5.50) характеризует выделение тепла 

лри диссипации кинетической энергии потока, а уравнение (5.49) яв­
ляется балансом энергии: мощность, которая выделяется в жидкости 
з зиле тепла из-за трения, равна мощности, которую необходимо под-
зести объёму жидкости, для поддержания стационарного течения. 

Для рассматриваемого осесимметричвого течения (5.13) с пред­
ставлением коэффициента ̂  в следующем виде: ^ 1 ) 4 ^ ) ^ ( 2 . ) 
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из равенства (5.49) следует: .г т ,т 

/>Ъ>Ъя}'Р°ъ 1г/Ц , (5.52) 
где ^(Т/ коэффициент, определяющий абсолютное значение 

турбулентной вязкости, 

Для приведения уравнения (5.49) к безразмерному чиду (5.52) 
использованы следующие характерные величины: 

ф 0=V* /гв - характерное значение функции Релея, (Ь.5о) 
^с^о/1»^ -характерная плотность силы. (5.5С) 

При заданных распределениях безразмерных величин V, , у. , \г , ^ , 
а также значениях параметров дЦ, р , у , г0 , равенством (5.52) опре­
деляется максимальное значение скорости движения жидкости ч> .Фор--
:~лла для функции <иопределяется на основе анализа результатов чис­
ленных экспериментов для класса МГД-устройств, с целью согласова­
ния результатов расчёта с значением ч, , полученным физическим экс 
периментом. 

Таким образом, при расчёте безразмерного распределения ско­
рости может использоваться одна зависимость коэффициента ̂ 4, , а 
при нахождении абсолютного значения скорости - другая зависимость 
V*, , позволяющая регулировать вклад разных зон течения в общий 
баланс энергии в соответствии с экспериментальными наблюдениями. 

При рассмотрении ламинарного потока гЦ,=л} , т.е. коэффициент 
вязкости является физической постоянной 9 метод баланса может 
быть применён для исследования энергетических аспектов течения, 
а также для проверки точности результатов, полученных, например, 
численным методом. Кроме того существует возможность методом ба­
ланса на основе экспериментально полученных распределений скоро­
сти находить распределение значений коэффициента турбулентной 
вязкости по объёму течения и строить для него эмпирические форму­
лы. 



6. МЕТОДИКИ РАСЧЁТА СКОРОСТЕЙ 

6 .1 . Конечно—разностные схемы и методы расчёта движения при 
эстояннок о объёму значении числа Рейнольдса 

Получение практически ценных результатов возможно лишь не 
енове модели, учитывающей конечные размеры области течения с 
рлмоненкем численных методов (см. подраздел 2.3). Нелинейность 
одачи требует применения метода последовательных приближений, 
.е. какого-то итерационного алгоритма. 

Из приведённых в подразделах 2 . 1 и 3.2 вариантов системы 
равнений, описывающих движение несжимаемой жидкости при посто­
вой по объёму вязкости (ламинарной или эффективной) .наиболее 
одходящей для вычислении на ЗШ ь двумерном случае, как показы-
ает опыт [703-1761, является система ( 3 . 1 9 ) , ( 3 , 2 0 ) Е перемеч-
апс функциях тока V и вихрь скорости ̂  : 

1) Рассматривая задачу в переменных скорости уг , V* и давле­
но р необходимо решать систем трёх уравнений (2.8) и (2.20), 
акпм образом недостаточно учитывается цилиндрическая симметрия 
одели для упрощения проблемы. При аппроксимации системы в ста-
ионарном случае возникают трудности, связанные с медленной схо­
дностью вычислительного процесса, для устранения которых жид-
ость считается псевдосжимаемок [773, выводится уравнение для 
овленпя [761 и пршленяются другие методы, увеличивающие в ко­
ечном итоге объём вычислений. 

2) Для нахождения поля скоростей, пользуясь только одним 
еремекным - функцией тока ̂  (2.53), необходимо решать дифферен-
кальное уравнение четвёртого порядка в частных производных 
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,3.18), разностная форма которого неудобна для вычислений на 
.. 'Л. Шаблон аппроксимации при этом содержит более пяти точек и 
практически единственными методами решения такой задачи являют­
ся итерационные методы типа Зейделя [793. Кроме того половина 
граничных условий при этд второго рода, что также замедляет схо­
димость вычислительного процесса (табл. 3.1). 

3) Введением ̂  и ̂  , получается система двух уравнений, ко­
го сая удобна для численной реализации {80,81,82}. За исключени­
ем граничных условий (3.37)-(3.39) в таблице 3.1, которые связы-
зают значения вихря скорости и второй производной функции тока 
:-:а твёрдой стенке, остальные граничные условия однородны. Недо­
статком схемы в переменных \*/ и *У является то, что нельзя непо­
средственно обобщить для расчёта пространственных течений. 

Для аппроксшлации рассматриваемой задачи область, заполнен­
ная жидкил металлом (рис. 3.1а) заменяется сеточной областью. 3 
ссновном была использована однородная по каждому из направлений 
сетка с катами И и «л по радиальному и аксиальному направлениям 
соответственно. 

/равнение связи эллиптического типа ч3.20) приводится к раз-
местному вчду непосредственной замене! вторых производных разно­
стными производными на трёхточечном шаблоне [463: 

-[1Ц<*г 1 Ц к * ( % 4 + С; -и/ц] /( ДС; + О, + Ь;) , (6.1) 
где а ; : ^ ( г , ^ ) ; > ^ 
ч - раддус узловой точки. 
равнение (ьЛ) ашгрокезмирует исходное с порядком 0 ( Ь г+д г). 

цля уравнения движения в форме ротора (3.19) были опробова­
ла следу!.дне конечно-сазностные схемы: 

I) Схема, аппроксжтирующая конвективные члены -^-^и с 
помощью центральннт разностей [3# , [$92 , ЙЗЗ имеицая »тор©| 
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порядок аппроксимация 0(Ьг* да) . Схема неустойчива при больших 
значениях чиста Рейнольдса. При шаге сетки 1^*^=0,05удалось про­
вести расчёт только в интервале Я«^доо . Приведённая в работе 
Г32] схема построена на неоднородной сетке, по этой причине при 
'леблагоприя-НО»т соотношении шагов сетки устойчивость может те-
рятьа: прл. ещё меньших значениях К«, на что указывают также са­
ми авторы. 

2) Схема, аппроксимирующая конвективные члены с помощью на­
правленных разностей 158], 1751, 184] так называемых разностей 
против потока. Например, 

УЧ/,.Г-У>/,Л-< 

3 результате такого подхода получается абсолютно устойчивая 
охема, однако схега имеет первый порядок ап-проксшлапии 0(К + С|) 

3) В схеме Джакупова [411, [59], [85,3, [863 

1 * ' 1 Ц »Г ' (6.5) 

также используются направленные разности, но схема имеет второй 
порядок аппроксимации 0(Ь а+^ г). Схема абсолютно устойчива, но 
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:::орость сходимости ВБГЧИслителького процесса при использовании 
зхемы (6.4 - 6.5) помимо выбора размеров и шага разностной сет-
--: существенно зависит также от значения Ее^. 

Однако, схемы с направленными разностями (пункты 2 и 3) име­
ет един и тот же недостаток - игл присуща так называемая аппрок-
:дп.:адг:окная вязкость [87], [381. В случае схемы (6.4) - (6.5) 
:хекяая вязкость по качлому из направлении выражается в следую-

- , ч , — . — • 

5 Ч = Д ^ 1 ^ _ .1; и 

При шаге сетки к«р5=о,оа иЙс^-юо о учётом того, что в без-
-озмеоноИ постановке 1 схемная вязкостьз^йг;*^- , т.е. её 
дклад становится сравнимым с вкладам физической вязкости. Бри 
расчёте' таким образом происходит занижение значения Кс̂ ,. Числен­
ное эксперимент* показали, что использование на практике этих 
едем имеет смысл при кевф<5-ю2 . Ка рис. 6.1 показано влияние ап-
дрокспмадионной .вязкости на абсолютное значение скорости в расчё­
се конкретного устройства. Б интервале значений 50<Йе<1оабсолют-
ное значение скорости возрастает только на 30%. Из-за аппрокси-
мадиокной вязкости при больших значениях преимущества схемы 
^дакупова по сравнению со схемой с направленными (п.2) разностя­
ге: теряются и Е пределе кЧ̂ -* они в смысле аппроксимации одина­
ково плохи. 

4) В схеме без адпрокешгаггпонной вязкости 167], 490], 1Г>1], 
^ 3 такое используются направленные разности на сетке с шагами 

и о .Но одновременно рассматривается схема с центральными 
Разностями на сетке с шагами2йи хц , в которую введена аппрокси­
мация на сетке (2Й ,2а ) схемной вязкости первой из схем на сет-



ис. 6.1, Зависимость абсолютного значения скорости от числе 
Р Е иольдса ( Ь * д = Оу I): 
1) Расчёт по схеме с аппроксимационной вязкостью, 
2) Расчёт по схеме без аппроксимационной вязкости, 
3) Расчёт и теория для линеаризованного уравнения 

движения* 



. ( Ь , о, ). Результирующая схема строится таким образом, чтобы 
гдроксшйагщонные вязкости, присутствующие в обеих схемах (на 
::сьно::. сетке и сетке с двойным шагом) вычитались. Полученная 
:омв при ее решении даёт результаты свободные от аггарокешлаци-
:ноД вязкости. Пршленекпе этого подхода для уравнения движения 
форме- ротора (3.19) дрдводдт к следующей разностной схеме а 
: ья т::т очечн ом шаблоне: 

(6.7) 

(6.8) 

* \ 5 Т Г Т а ' 

Коэ:Т<ошщентА, меняется в дределах от 0,5 до I (в этом интер­
есе доказана сходимость схемы) [90]. Если то схема име-
т порядок ахшроксимацпЕ Щ?~+<Х) и решение схемы даёт результат, 
зесоддып от ахгороксикационной вязкости. Р1оэ!хрициент М4 пришша-
т два значения ей 1 . При 11^0схема ( 6 . 7 ) - ( 6 . 8 ) сводится к схеме 
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с направленными разностями, рассмотренной в пункте 2. Расчёты 
по схеме (6.7) - (6.8) проводились в интервале значений Ке^Ю, 4 

причём во всём интервале наблюдаются изменения распределения и 
абсолютнрх значений скорости (рис. 6.1). 

Однородные граничные условия таблицы 3.1 аппроксимируются 
точно, а на границах жидкого металла, соприкасающихся с непод­
вижной стенкой, граничные условия (3.37) и (3.38) заменяются 
следующими разностными соотношениями [9] (порядок аппроксимации 
соответственно 0(Ьа)и О^ 9 ) ) : 

= . ( 6 . 9 ) 

^ ( г , г и . а ^ ( ^ И ^ - 2 Я ) , ( 6 . ю ) 
2. 

где г« и 2 Л _ координаты вертикальной и горизонтальной границ. 
На неподвижной границе Гв , не совпадающей с координатными 

линиями, выполняется условие более общего вида (3.39). Но так 
пак в любой точке этой границы с координатами г5 , д5 составляю-
пде скорости равны нулю, то конечно-разностное условие для рото­
ра скорости в этой точке получается непосредственным суммирова­
нием правых частей условии (6.9) и (6 . 10 ) : 

Более точная аппроксимация граничных условий смысла не име-
-т [86], так кгк условия (6.9)-(6.II) используются вместе со 
-хемами, порядок аппроксимации которых не превышает второго. 

Если применяются схемы пунктов 1-3, то счёт в итерационном 
Процессе ведётся по всем внутренним точкам рассматриваемой обла­
сти 5?в , заполненной жидкостью (рис. 3.16), При использовании 
схемы без аппроксимационной вязкости, работающей на девятиточеч­
ном шаблоне было опробовано два подхода: 



тог' 

I ) Счёт разностного уравнения (6.7) в итерационном процес-
проводитсч только по строго внутренним точкам (внутри области 
), а в приграничных точках для определения ̂  используются- до--
чительные связи. Последовательность вычислений приближе-

таь:ова: 
4*1 

42 уравнения связи (6.1) выражаетсяи находится^ 
границе Г4 области ̂  (граница ч проходит по внутренним яригра-
тпдл точкам области ±и>), 

б) с чоысшью граничннгс условшЧ .6.9}-'6.IIнаходятся зна-
;::ч ч-..,. на границе и основной области 1и • 

дО решается уравнение (6.7) относительно **.,| ьчутри облас­
ти находится там ̂ /Г; , в результате чего получе.. > п+*. приб-
.ение т ы ротора скорости во всей основной области X , , 

г ) яз уравнения (6.1) внутри области ;и находится'т\Гр, на 
дгице П. ччл1кд; тока задала !;^*о ), 

д) корсет Т' зн *ения тмка границе Г внутренней облас-

" • К К Л х ) - у Т ' / о - « Ч х ) - • г у Ч ^ - а Ь , * ) • 0(>1»,) ; 

г б, 1 2 ) 

2) Счёт уравнении (6.1) и (6.7) проводится по всем внутрен-
* точкам области к«, для этого дополнительно задаются я в ите-
дтонном процессе пересчитызаются значения ротора скор .тп у>/ 
расстоянии одного шага сетки от границы Р. вне области ' с̂(рас-
сенная область с границей I : ): 

1 ч ч ' > 
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^ ( ^ ^ я ^ д ) ^ ^ ^ , ^ ) - ^ ^ ^ ^ ) ] ^ ^ ^ ^ ^ ) ; ( 6 Л З ) 

Схемы с централъншлг; и нздравленкыми разностями на ЭВМ 
&Б-415 решались тремя методами: 

1) Методом дробных шагов с параметром 8 , ускоряющим сходи­
мость. Метод был полностью заимствован из работ 185? и 1861. 

2) Методом минимальных невязок 1411, суть которого заключа-

"Тся в том, что при переходе от и -того итерационного слоя к 

слог параметр, ускоряющий сходимость процесса : ччодится на осно-

зе минимизации Функционала для невязки на рассматриваемо:.- ^-тоь 

итерационном слое. 
3) Методом релаксации ( 4 . 6 3 ; . Суть метода изложена ранее ъ 

оэдразделе 4.2. Для уравнения движения в целях стабилизации при­

менялась нижняя релаксация С (КИ^!). обычно 1^-0,5 для уравне-

ня связи (6.1) верхняя релаксация ( 1 ^ 1 ^ 2 ), обычно ДО^Ц^до. 

3 результате численных экспериментов со схемой ддакупова было 

установлено, что используя сетку с 11x31 узловыми точками при 

к>)ф=50 для достижения точности ^4.66) А ^ ^ Ю " ^ необходимо 

а) методом дробных шагов порядка 1С итерации и 6 мину" в.г* 

меня. 
б) методом минимальных в связок - 50 итераций и 6 мин... 

В; методом релаксации при и4=Г.5, и, =1.75 примерно ЗОГ' 
итераций и 7 минут времени. 

• Так как отличия во времени счета не велики, е метод дробных 

-агов требует существенно больше машинной памяти, то выбор для 

практического применения остановился на последних двух методах. 

Методом релаксации на ЭВМ €>Е -415 без применения наружных зало-



- 129 -

дающих 'устройств возможно осуществлять счёт поля скоростей на 
:ке, количество узловых точек которой достигает 2500, что ока-
лосъ достаточным дли практических вычислений. Вреш счёта при 
. с точностью итерационного процесса д ^ ю 4 составляет пример-

' 20-25 мдкут. 

Реализация схемы без аппрокст.оациокной вязкости (6.7),(6.1) 
:с осуществлена методом релаксации, так как применение более 

итерационных метопов длч схемы на девятиточечном шаблоне 
опднеко. Вреш счёта одного варианта прк Се»ф=10^ на сетке по-

2500 точек составляет примерно 30-40 минут. 
Для получения поля скоростей при заранее заданном значении 

ла Рсчыольдса (2.9), содеожадего в виде множителя скорость, в 
. -делительном процессе через определённое количество итерации 
... -походит коррекция в начале счёта приближённо заданного числа 
-луГ-вена (2.10), также содержащего скорость. Коррекция числа А1 
: вводится таим образом, чтобы.Е результате вычислитель! ого про-

- оса безоазнеоная скорость У М = т е к ; (6.14) 
-трсг.д1лась к I, т.е. полученное в результате счёта значение &е 
гъпадало с заранее заданным. При использовании уравнения в фор-
(-.13) необходимость такого пересчёта замедляющего сходимость 

•-чиелдтельноге процесса отпадает, но скорость Е результате ре-
~:ьпя получается в единицах числа Рейнольдса и невозможно прове­
я т ь счет При заранее выбранном значении числа . 

Ь разработанных программах предусмотрена возможность счёта 
в безшдду1Шаонн0м приближении, при этом в начале находится 

ч.спределение электромагнитной силы в области, заполненной прово-
Длщей дпдкостью по методике, описанной в разделе 4. и далее эта 
-Дда используется прк решении хчцфодтаампческой части проблемы, 
•ак и с учётом обратного воздействия движения на доле. Ь по­
следнем случае электродинамическая и гидродинамическая части за-



а̂чи решаются совместно методом последовательных приближений по 
следующему алгоритму: 

1) Задаются начальные приближения всех величин, в том числе 
ориентировочное значение максимальной скорости ч,*. 

2) Находится распределение силы в безиндукционном приближе­
нии (или при ориентировочно заданном значении машитного числа 

Рейнольдса , вычисленным по V** ) с небольшой точностью л 4~ 16* 

(4.65), для чего требуется некоторое начальное число итерации п.. 
(«•« 50+200). 

1) На основе полученного распределения ЭМ силы решается гид­

родинамическая часть задачи и находится распределение безразмер­

ной скорости (с максимальным значением у т ( 0) при числе Альфвена, 

определённым по ориентировочному значению скорости V*. Этот счёт 

проводится аакже с небольшой точностью ю"*, для чего требует­

ся число итераций Кв«50+100. 
•4) Происходит следующий цикл пересчёта (индекс цикла р ): 
а) на основе найденного значения Ч^р_4 корригируются значения 

н̂ сел м1 и &е«,, например, 

А 1 , - А 1 , / ч р « , К ^ » К е п р - ^ м ( 6 Л 5 ) 

б) утсчняется значение силы, число итераций Пр«15Ч40, 
в) уточняется значение скорости, число итераций »ср «г 15-30, 

г) происходит проверка по выходу вычислительного процесса на. 
заданное значение числа Рейнольдса: 

ГД Г д'- заданное маленькое число (Ло^Ю 4), а также проверка 
с одимости итерационного процесса на основе условий 

д ^ Д сои Д 4<Д" (6.17) 
?де д4иДх(4.65), (4,66) - относительные изменения функций в ите­

рационном процессе; 



д"- оддснгнал точность вычислительного процесса, которую 
следует согласовать с д и с точностью разностной схе­
мы. 

д ) при вылолненш условий (6.16) к (6.1?) происходит выход 
: ЦЬЕДО пересчёта, с последующей печатью полученных результатов. 

Ъ ; езультате работы комплекса программ, написанных на языке 
ОКТЙАЬ! ЪЪЛ БЭС1Л-6 и 6Е-415 определяются р.- определения следую-

наличия з безразмерном виде: 
- действительной и мнимой частей комплексного потенциала 

- модуля и фазы потенциала. 
- модуля и сазы плотности вихревых токов в проводник*» (3.14), 
- тепловой модности вихревых токов (3.15), 
- модуля и фасы составляющих В^и Ва магнитной индукции (3.9) 

- составляю11ШХ | Г и | ь средней плотности электромагнитной си-

- азимутальной составляющей ротора силы (2.49), 
- азимутальной составляющей ротора скорости (2.52), 
- функции тока Стокса (2.53), 
- составляющих скорости УГ Е У 2 . 
долг, вместо безразмерных критериев задан полный набор Хдзиче-

~ках характеристик исследуемого обьекта, то по мере необходимости 
даисляотся все рассмотренные распределения также и в размерном 
Едде. 

Подведённые з настоящем додразделе разностные схемы примени-
12 не только для расчёта ламинарных течештй, а также для расчёта 
Усреднённого турбулентного течения в приближении Сс,«стн (см*под­
раздел 5.2). 
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С.2. Конечно—разностные схемы для расчёта осреднённого 
: >булентиого течения 

При исследовании турбулентных течений на основе полуэмпири-
. \омул, предусматривающих введение коэффициента турбулент-

вязкости ь веде скалярной функции (5.10), а также при иссле-
паклй ламинарного течения с переменной по объёму вязкостью (на-
:п.!ор, из-за градиента температуры) уравнение движения имеет бо-
слодлкй вид (3.17) ЕЛИ (3.21), чем прилЬсопз! и конечно-раз-

;сткие схож, рассмотренные ь предыдущем подразделе не пригодны 
'я расчёта скоростей. 

Для адпроксш\:ашш методом баланса [45], уравнение движения в 
рме ротора (3.17) после ряда тождественных преобразований приво­
лен к следующему интегральному виду: 

(6.18) 

ц̂ г граница пряглоугольной области 5^г к . - -3 -б2 42«+^>-

ч-4гбп^) с центром в точке г; ^ (рис. 4.1). 
3 отличие от аппроксимации уравнения для потенциала (4.37), 

т? коо'рфициенты оо и др. меняются на границах ИЛЕ на диагоналях 

чеек основной сетки (рис. 4.1), в данном случае Ес^ считается 

детояпнш в пределах сеточной о б л а с т и С учётом цилиндрической 

с.слетрик (5.13), используя для скоростей направленные разности 
з (С. 1С) следует разностный аналог уравнения движения при Ве^ф 

Соп$1 
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( 6 • X 3) 

Л м ^ Ч < * ь (йтл- & к * 4 г Я ^ + Р ^ , ^ ) * 

1ри постоянном значении йе^уравнение (6.19) сводится к разностно­
му уравнению с направленными разностями (пункт 2 подраздела 6.1). 
Эхема (6.19), (6.1) устойчива при любых значениях эффективного 
числа Рейнольдса и решается методом итераций с использованием ре­
лаксации (4.63). Схема (6.19) имеет следующие недостатки: 

1) Первый член левой части уравнения (6.18) аппроксимируется 
с первым порядком 0 (К+з), 

2) Схема обладает аппроксимационной вязкость^ и применение её 
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лравдано только прк Ю 3 , т . к . при выходе из этогс интэрва-

а результаты расчётов теряют достоверность. 

Эти недостатки полностью устраняются с использованием для 

остроеная схемы комбинации метода интегрально!: аппрокс гарантии : 

зтодом атгроксимации на сетке с двойным шагом чсм.. такж- 4 под-

зздсл 6.1) [693. Отличие от схемы (6.1?) заключается ь апдрокс! 

ащш первого члена леаоп части уравнения (6 -13 ; • 

Ь схеме (С.19) Т аппрснсш.!ир7этся с первым порядно? Е следуй 

ом ыдтс: 

ля построения ног .л: схемы гхемкая вязкость на сотне о нагакЕ л I 
*| • 

+ •»/1»,к-5 и 1^Г|,»*4 с - (Ь.*:4 

Содержащаяся ь аппроксимируется па сетке с дзо1ндг,г чага-
О! ай И2С : 

" ' ^ <— ^е . , 25 ) 

;хема второго порядка аппроксшлациЕ, свободная от схемной вязкое-

'и, получается в результате вычитания схемных вязкостен С*1 и О**', 

• е . вместо 1 4 используемого в схеме ( 6 . 1 9 ) , для аппроксимации Е 

том случае используется выражение 1^- С г Ь . Аппроксимация остальные 
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;дчюв уравнения (6.18) не меняется. Схеь, устойчива при любых 
гяа̂ эниях эффективного числе Рейнольдса. Для решения используется 

метод релаксации и расчёты Е^лутся в расширенной области (.см. т. 

подраздела 6.1). 
Схема (6.19) и схема без аппроксимацис) *'чэй вязкости 1591 г.еа-

изованы на ЭВМ "&Е - 4 1 5 " . Время вычислений существекне зависит 

:>т выбора шага сетки, а также от заданной точности, Для просчета 

•дного варианта на сетке средней густоты (Н=0,05,о-о,л ) с: ,, 

л,~АОц требуется соответственно 20-30 и 25-35 •лпн;уч доддтнногг эре 

мени и затрачивается 35С-40С чтероции. На количество <: . злп-

.'ют также выбор начальньч приближений и значен;!;; селакзлпоп 

араметров. 
Разностные аналоги уравнении (5.43)-(5.45), т 

нгся для расчёта компонент тензора туобулептных .... .ни-.; ... . 

«•гх строятся с использованием надрав/ ткни разн< 

:лации первых производных этих величин. Аналогична 

'•л для аппрсксимацци уравнения движения (3.19) з п:т 

ла 6.1. Использованием направленных разностей обеспечив* . 

ивость счёта уравнений в итерационно?.' п/оцессе. Злко •:• 

т схемы с направленными раз:-:с :.д: для авп- язизеьл. > ре; ; 

-ат** расчётов в данном случае л он оольштх значениях числа чу. 
этически не искажаются. Зто обусловлено тем. что злкяни • зпдог ; ;.~ 

"чционной вязкости сказывается только в том олуча< , .чин: хос-лотци-
н̂ты у вторых производных соответствующих величин малы. /оаьче-
'ии (3.19) этот коэффициент г/п р и ^ - » « - с т р с : л : т с я к кулю. 3 , ,ав-
:шях (5.43)-(5.45) коэффициент у старшей производной имеет более 

зледную структуру. Например, в уравнении для напряжения Гга> ксэсо-
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гаемых з сумму (6.26), но стремление к нулю не наблюдает­
ся. Таким образом, использование направленных разностей в дан­
ном случае оправдано для любых значений числа й«. , Вторые про­
изводные в уравнениях (5.43)-(5.45) аппроксимируются традициок­
но 1461 и полученные разностные аналоги этих уравнений (из-за 
громоздкости они здесь не выписываются) имеют первый порядок 
аппроксимации. Из-за сложности исходных уравнений пришлось отка­
заться от попыток повышения этого порядка, т.к. это привело бы 

к ещё большему усложнению схемы. Для уравнения (5,42) использу­

ется схема без аппроксимационной вязкости (6.7). 
В конечном счёте на сетке решается система состоящая из пя­

ти разностных уравнений (уравнение движения, 3 уравнения для мо­
ментов и уравнение, связывающее ротор скорости с функцией тока'* 
совместно с соответствующим набором граничных условий (табл. 3.1 
и (5.46)-(з.48) в разностном виде. Каждому из уравнений системы 

применяется метод итераций с использованием параметра релаксации 

а для решения всей системы - метод последовательных приближениис 

Алгоритм решения имеет следующие основные этапы: 

1) Задаются начальные приближения функций \^,^г, $.г ,Угг 

в узловых точках сетки. 
2) При 3^-^х*$г:а0 находится приближённое решение уравнении 

для функции тока (3.20) и ротора скорости (5.42). 
3 ) С использованием вычисленных распределений"^ И\*У Б про­

цессе ифераций находятся ориентировочные распределения Угг .С-
Для этого проводится некотог^е количество итераций в уравт .лях 
(5.43)-(5.45) с учётом граничных условий (5.46)45,48). 

4) Для уточнения результатов проводится цикл пересчёт 1 На-
каждом шаге цикла для каждого из уравнений проводится опр лен­
ное количество ( 1 0 - 3 0 ) итераций. 
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5) При удовлетворении ;ловий (6.16) и (6,17) пил л пересчё 
а прекращается и выводите результаты расчётов. 

Методика расчёта реализована на языке РСКИчАЫ КЗ ЭШбЕ-41 

ля просчёта одного варианта на сетке с 500 узловыми точками не 

бходимо 40-50 минут машинного времени. Счёт устойчиЕ для любых 
г-

паченид числа Рейнольдса из интервала 1<.0в.̂  1С", однако пои не 
оторых коглб1!на1тиях эмпирических постоянных, входящих .в уравне-

ня для моментов, счёт становится неустойчивым, области не/стох 
хвостк применённой разностнод схемы мс т быть уточнень толы,, 

а базе большого вычислительного материала, полученного азу рс-

нчных значениях параметров, так как соответствующие теоретич^ 

кис исследования устойчивости отсутствуют. 

:«1етод баланса (см. подраздел 5 .4 ) , позволявши: опреде; 
осолютные значения скорости, численно таконе реализован в вид 

рограммы для 311.1 6Е-415. Расчёт двойного интеграла (ас о^ьём 

алолкенному .гадкое тью) при заданных дискретных распределения! 

оставляющих силы и скорости осуществлен: с помощью стандартно 

рограммы численного интегрирования, использующей мете: Симпсс-
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7. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЁТА ПОЛЯ СКОРОСТЕЙ 

7.1. Характеристика 11иркулчции нидкого металла в однофаэ-

Н!Х и многопазных МГД-устройствах 

В зависимости от значений электромагнитных, гидродинакиче -

гдо: и геометрических параметров устройства (рис. 3.16) в хдцг-

-ом металле могут возникнуть самые разнообразные формы замкнуто-
'о точения. Наиболее характерные из них будут коротко характери­

зованы в настоите:.; подразделе, а белее детальный анализ этих за 

пгсшостей следует в подразделах 7 . 2 . - 7 . 5 . 

По характеру течений можно выделить две основные группы: 

1) Одноконтурная циркуляция - всю цилиндрическую область, 
заполненную металлом, занимает один тороидальный вихрь. Г-рт этом 
теоретически внутри жидкости существует только одна линия г- г 

--=1.^ , на которой скорость движения равна нулю (У 2 = У Г = О ). 
2) Двухконтурнач циркуля1шя. В области, заполненной металлом, 

существуют два тороидальных вихря - верхний и нижний контур по­

пуляции. Соответственно существуют две окружности ^ - с ^ ; и =- Уб 

п ^ ^ и ; г = : у н , на которых чг=у2 = о . 

Ыо.чет также существовать циркуляция с большим числом конту­

ров, но в реальных устройствах этот тип дьчдоекия встречается ре-

.'.е. Например, четырёхконтуркая циркуляция возникает в случае,ког­

да высота однофазного ктдуктора, расположенного симметрично отно­

сите." но средней плоскости расплава, более чем на 25^ превышает 

пыесту области, заполненной металлом.(рис. 7 .1в ) . 

3 случае симметрично распатсиенного относительно средней пло­

скости расплава 2 = 2^однофазного индуктора,высота которого не пре-

ньшает высоту металла или меньше отой высоты, возникает характер-
над картина ЛВУХКОНТУПТЮЙ гтптпт-лппчш (пи/> п т\ мл»ттл 



~ис. 7.1. Распределение линий тока при симметрично относитель­но средней плоскости расплава расположенном однофаз­ном индукторе. 



Рис. 7.1. Распределение линий тока при вимметрично относительно средней плоскости 
расположенном однофазном индукторе. расплава 
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на некоторые характерные особенности этого течения: 
1 ) Так как распределение ЭМ движущей силы при этом полно­

стью симметрично (см. подраздел 4 . 4 ) относительно средней плос­
кости устройства 2= о (распределение ротора силы антисимметрично), 
то и картина линий тока близка к симметричной. Однако, наблюда­
ются и некоторые отличия, кроме того могут отличаться и интенсив­
ности течения в верхнем и в нижнем контурах (при рассмотрении ор­
динарных случаев не более, чем на 20$). Б этом сказывается роль 
различных гидродинамических условий на торцах области л = г.6Н и 
г=2 м п . На поверхности г-гьп предполагается свободное скольжение, 
а на поверхности 2 = 2 Н М - прилипание (см. табл. 3.1). Влияние 
различных граничных условий наиболее выражено в устройствах 
с малой безразмерной высотой металла (Ь ио ) и индуктором, высо­
та которого Ь н( рис. 7.16). Поверхность^-о, разделяющая кон­
туры с противоположным направлением циркуляции, практически сов­
падает о плоскостью симметрии металла г-о (направление циркуляп, 
на рисунках указано стрелками). 

2) Центр вихря находится и движение наиболее интенсивно (ско­
рость движения достигает максимума) в зоне концов индуктора. Ир» 

и Ьм>1 | 2 М | >\\И\<1 , а при йИ>1 |х„)<Ьи/я (д„ ~ координата пло­
скости, где скорость имеет максимальное значение). Это обусловле­
но тем, что в зоне концов индуктора вблизи боковой поверхности 
металла максимально:, значение принимает ротор плотности силы (см. 
подраздел 4 . 4 ) , определяющий закручивание жидкости. Вне зоны дей­
ствия сил при |2|>зЬМ/2 движение быстро затухает и в торцевых зо­
нах цилиндрического объёма циркуляция малоинтенсивна, 

3 ) С возрастанием значения числа Рейнольдса центры Е~чрей 
скорости (2о=д„ , г= >%, ) приближаются к боковой стенке цр дриче-
ской области и вмещаются в сторону её Торцов, а линии точа ̂ сот*" 
сжимаются в радиальном и штят/иваются в аксиальном направлениях. 
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к.е. г встают скорости течения в пристеночных зонах и происхо­
дит вынос скорости вне зоны, охваченной индуктором. Это связано 
г изменением гадродинамического сопротивления в пристеночных зо­
вах. Возрастание значения безразмерной частоты также приводит к 
перемещению центра вихря в сторону боковой стенки. В интервале 

значений со= 1-̂ 500 при йе*ю 5 центр вихря сдвигается в пределах 

/V - 0,6 -г 0,8 . 
В случае сдвинутого относительно средней плоскости металла 

однофазного индуктора (рис. 7.2) симметрия картины линий тока 

относительно плоскости 2=0 теряется. Поверхность раздела конту­
ров 4̂ =0 перемещается в таком же направлении как индуктор. Если 

при сдвиге индуктора вниз К,<К М I 1<-Ц/. 2 и д ч и > 2 Н Г 1 , 

то поверхность у-о достаточно точно совпал? с поверхностью 
симметрии индуктора ̂  = ( 2 и и

+ 2 ^ / 2 . Это объясняется тем, что в 

плоскости д с и составляющая силы | г принимает максимальное значение 

и вдавливает жидкость внутрь области. Если условия (7 .1 ) сущест­

венно нарушаются, то в зависимости от гидродинамических и ЭМ ус ­

ловий могут возникнуть ,-сллые разнообразные формы циркуляции. В 

случае длинного ( ) сдвинутого относительно плоскости 2 = 2 ^ 

индуктора, действие радиальной силы вызывает только некоторые 
пертурбации одноконтурной циркуляции (рис. 7.2а), а линия раз­
дела вихрей существенно сдвинута к нижнему торцу цилиндрической 
области. Это объясняется тем, что конец индуктора, в окрестнос­
ти которого ротор силы обычно принимает максимальное значение, 
выдвинут вне зоны, заполненной металлом.- следовательно сила, 
закручивающая нижний контур, в данном случае гораздо меньше силы 
в верхнем контуре. Если устройство имеет короткий однофазный ин­
дуктор (й и«и„), то в области, заполненной металлом, могут об­
разоваться застойные зоны, где циркуляция малоинтенсивна, 

В устройстве, показанном на рис. 7.20 застойными являются 
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торцевые зоны области, заполненной металлом. 
Для устройств со сдвинутым относительно средней плоскости 

металла иьа тстором характерно следующее: 
1) Один из контуров циркуляции подавляется, в результате 

чего при увеличении сдвига индуктора относительно металла может 
произойти прообразованпэ двухконтурной циркуляции в одноконтур­
ную. 

2) При одинаковых настилах тока и высотах иддуктороз, в 

устроистве о несимметриа- , расположенным индуктором интенсивность 
циркуляции меньше (меньше абсолютное значение скорости и могут 

существовать застойные зоны), чем в случае симметрично распело-

жевк то индуктора. 
3) Аналогично случаю с симметрично расположенным индуктором 

координа-а центра большего из вихрей близка координате верхне­

го конца секции индуктора л В ы (1^ « 2 В „ - если индуктор сдвинут 

тжл)\ что также связано с максимальной плотностью ротора силы в 

этой зоне. 
Системе с многофазным индуктором "бегущего поля" характерна 

одноконтурная циркуляция (рис. 7.3). Определяющее влияние при 
стон ыяеет аксиальная сое авляющая плотности ЭМ силы. Картина 

линий тока, приведё. ая на рис. 7.3а, получена для трёхфазного 
устройства, распределение составляющих силы в котором показано 

на *дс« 4 . 8 . Тенденция появления в верхней зоне цилиндрической 
области контура с противонаправленной основному контуру циркуля­

цией евпзана с изменением знака ротора силы в этой зоне из-за 

концевого эффекта индуктора. Если индуктор имеет положительный 
вечхний вылет (рис. 7.36), то упомянутый эффект устраняется. Не­

смотря на симметричное расположение секций индуктора относитель­
но средней плоскости расплава (рее, 7 , 3 а ) , картина линий тока су-
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цественно не симметрична относительно плоскости г . , т.к., в 
^определениях составляющих силы (особенно | 2 ) симметрия отсут­

ствует. При одинаковом интегральном токе в индукторе интенСПЕ­
ТОСТЬ гшркуляции в многофазном устройстве больше, чем в однофаз-
•ом. Относительно расположения центра вихря необходимо сказать, 
:то ого перемещение в радиальном направлении таким же образом 
5НВЙСИТ от параметров со и , как в случае однофазного индукто-

Таг. как Б известных экспериментальных работах из-за ограни­
ченности колпчес.за точек измерения, полные представления картин 
точении отсутствуют, то в следующих подразделах численные резуль­
таты сопоставляются с имеющимися экспериментальными распределе-
ппями ч и V, в фшссированных сечениях. Далее внимание уделяется 
результатам численных расчётов течении в аналогичных устройствах, 
полученным методагли, рассмотренными в подразделе 2.3. Приведён­
ные в работах Г32,381 распределения линий тока по характеру со­
гласуются с распределениями, полученными с использованием мето­
дик, предложенных в настоящей работе. Однако, заметны количест­
венные отличия. Например, распределения линий тока, полученные 
по методикам Г32,33] плотно подходят к оси симметрии, т.е., на 
оси к-=э имеется сильно выраженный лик скорости, существование ко­
торого противоречит экспериментальным данным [3,49,931. Кроме то­
го, несколько раз занижена скорость течения в пристеночной зоне 
наблюдаются другие отличия. Исследование соответствующих конеч­

но-разностных схем показало, что основой этих различий является 
некачественная аппроксЕмадия исходных уравнений в работах Г32, 
39 ] , что особенно сказывается вблизи оси симметрии. Кроме того, 
вз-за неустойчивости счёта даже прк значениях числа Рейнсльдса 
1чс«б 1, счёт в этих работах проводился с необоснованно занижен­
ным значением числа кс. Необходимо отметить, что в последние г**4 
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ТЫ независимо от разработок в Латвийском Государственном универ­
ситете и во ВНИИ Электротермического оборудования, появились ис­
следования за рубежом Г94, 95], где для расчёта осреднённых турн 
булентных течений в металлургических МГД-устройствах использует­
ся следующая формула для коэффициента турбулентной вязкости [96]: 

т.н. " К, Е " модель (энергия цурбулентн:пуль- аций К и харак­
теристика турбулентности Е определяются формула!* (5.35) и (5.38). 
Однако, ранее указанные существенные отклонения от эксперимента­
льных результатов в работах Г94, 951 устранить не удалось. Причи­
ной этого могут быть обнаруженные в методиках следующие недостат­
ки (описание конечно-разностных хем в работах (94, 95Л отсутст­
вуют): 

1) В уравнении движения (3.17) учитывается только часть чле­
нов, возникающих из-за переменности по объёму значения коэффици­
ента ̂  . 

2) Уравнения переноса для величин Е и К используются в силь-
ЕО упрощённом виде. 

Кроме того методики прттенимы только для пдлиндрических об­
ластей с использованием безивдукционного приближения. 

7.2. Результаты применения полуэмпирической теории турбу­
лентности для расчёта поля осреднённых скоростей 

Экспериментально установлено [3, 62, 93], что осреднённое 
течение в устройствах рассматриваемого класса (рис. 3.16) имеет 
следующие основные особа-шости: 

I) Максимальное значение аксиальной составляющей скорости 
в пристеночном потоке до тигается на расстоянии 1- г„ ̂  о, о* от 
твёрдой стенки, и значенье V! здесь превышает максимальное значе-

(7.2) 
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ние ух на оси симметрии (в центральном потоке). 
2) Поверхность, разделяющая противоналравленные потоки г, ̂  

находится в интервале Гр=о,бБ-г0.8 . 

3) Если торцевые зоны цилиндрической области не находятся 
под прямым воздействием электромагнитных сил, то движение там 
малоинтенсивно. В качестве примера на рисунке 7.4 приведено со­
поставление экспершлентальных и численных (при Ве^=*50 ) распре­
делении аксиальной и радиальной составляющих скорости С621. Экс­
периментальные данные получены на модельном устройстве с расплав­
ленным оловом (<^=32). Скорость определялась по осреднённому дина­
мическому давлению, измеренному тензометрически с помощью погру­
жённого датчика. 3 качестве датчика были использованы пластины- в 
приосевом столбе металла 10x10 и 20x20 мм, в зоне соприкосновения 
зстречных потоков и в пристеночном потоке - 20x5 мм (большая сто­
рона параллельна границе потока). Экспериментально определённые 
скорости представлены среднеквадратичными значениями. Эти данные 
(так же как все приведённые в следующих подразделах) имеют значи­
тельный разброс точек, обусловленный главным образом гидродинами­
ческой нестабильностью тока. Поэтому они используются только для 
выявления основных закономерностей, не зависящих от упомянутого 
разброса точек и подтверждаемых другими экспериментами. 

данные рисунка 7.4 показывают, что метод расчёта при Ре5ф=а*п1 
позволяет получить правильную в общих чертах картину движения, 
включая характер распределения скорости в осевом и в радиальном 
направлениях. Это подтверждается как в случае расплава, находяще­
гося целиком внутри индуктора (К,^ 1\,), так и при наличии объёмов 
расплава, вынесенных за торцы индуктора. 

В то же время отмечаются и некоторые различия расчётного и 
экспериментального полей скорости. В частности, зоны максималь-
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ных скогостей, полученные расчётом, несколько смещены к торцам 
расплава. Этот сдвиг выражен сильнее п р и Ь „ > Ь и , но проявляется . 
как при слабом взаимодействии двух основных тороидальных вихрей 
скорости (|1и|2>1 ), так и при сильном их взаимодействии (К,/2x1)1 

Тенденция к завышению выноса скорости к торцам расплава в расчё­

тах при Иецв50 проявляется также и при рассмотрении поля скоро­

сти У Г. 
Характерной особенностью расчётных распределений У2 вдоль 

радиусов расплава является завышение расстояний точки, где V* 
максимально от боковой поверхности металла, а также завышение от-
ношения 4*^1 у*с п ° сравнению с экспериментальным (обозначения см. 

в таблице 7.1). Радиальные профили скорости, рассчитанные конеч­
но—разно отным методом для среднего по высоте участка многофазной 
системы, близки к профилям, полученным в работе [351 на основе 
аналитических выражений. 

В качестве расчётной модели, для сопоставления результатов, 
полученных на основе подуэмпирических формул (5.17), 5.21), (5.24> 
-(5о27) используется устройство (рис. 3.16) со следующими параме­
трами: Хщцък,* ; Ж ^ —4,4 , 2^-0.7 ; 2„ и*-0,7; Гц «4.2 ; 0,и«0,1; Г,* 4,ц ; 
и)~35, г .ж0 , 2 м ; 1 » 5 1 0 М ^ р - ; С« 2.1 1 0 ^ , / = 6.64-10* кг/м } 

I) Достоянный по объёму коэффициент турбулентной вязкости, 
БРТО показано (рис. 7.4), что применение в расчёте постоян­

ного значения позволяет качественно правильно передать кар­
тину течения, однако, следует выяснить влияние изменения значения 

на распределение скоростей. Результаты проведённых численных 
экспериментов в интервале 1^ Ке^ю** показали, что с увеличением 
значения этого параметра (таблица 7.1; рис. 7.5-7.10): 

а̂  возрастает скорость течения в пристеночном потоке по срав­
нению со скоростью в центральном потоке и становится больше мак-



Ряо. 7.4. Распределения составляющей скорости по высоте 
расплава при г*о и по радиксу. 1'пшные кривые -
- расчёт ОЫт^ГО ), тонкие кривые и точки -
опыт: а)Л„*^,; ̂ Л : е?,/,Г- жирная кривая, 0,95 -
- тёмные точки и 1,65 - светлые точки: 6) Ь#/Н«-1>Ъ\ 
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ф-лы (5.25); (5.27) ;г^»^ГгеЫ^, 

М - 0 * " 9 ' 5 

ф-лн (5.4б); (5.27);гД{,
т-^~го1га( |̂ 

щ-лн (5726); (5.27); о - ж ^ 4 0 ; 

г = о 50 

0 , 5 8 

0,96 

0,79 

1,46 

0,60 
0,65 
0,65+0,75 
0,65+0,8 

0,7 
0,75 

0,65 

0,75 

0,7 

0,8 

•м 

0,6 
0,75 
0,8 
0,9 

0,8 
0,6 

0,7 

' 7 

0,7 

0,5 

0,64 
1,35 
1,92 
1.6 

1,45 
0,51 

0,58 

0,84 

0,98 

0,28 

0,07 
0,21 
о.зз 
0,72 

0,22 
0,08 

0,20 

0,19 

0,20 

0,21 

Обозначения 

Уи^жц - максимальные 
значения аксиальной соста­
вляющей скорости в присте­
ночном потоке и в центра­
льном потоке; 
ч/гь.Уги, - максимальные значения радиальной состав­ляющей скорости на свобод­ной поверхности г = л»м и в центральном потоке; 

I 
г?- радиус раздела противо- |н направленных потоков; Ц 
2„- координата максимума 
аксиальной составляющей ско­
рости; 
V*,- максимальное значение 
скорости. 



отвального значения (при больших значениях йе^ максимум 
скорости приосевого потока может не находиться на оси симмет­
рии (рис. 7.5); 

б) поверхность, разделяющая противонаправленные потоки пе­
ремещается в сторону боковой стенки, но сдвиг относительно неве­
лик - Л г ^ 0,1 (рис. 7.5); 

в) максимум распределения (г) (рис. 7.6) сдвигается в 
сторону торцов цилиндрической области - изменение числа Рейнольд-

4 
са от 5 до 10 приводит к сдвигу максимума, составляющему пример­
но 40$ высоты расплава ^ н ; 

г) пристеночный максимум распределения у г = У Г(Л) перемещает­
ся в сторону дна тигля и становится более выраженным (рис, 7,7): 

д) картина течения становится неустойчивой - небольшие изме­
нения параметров устройства, а также числа Ке^ могут приводить к 
существенному перестроению всего течения. Это связано с уменьше­
нием диссипации при возрастании Вец,; 

з) поверхность раздела противонаправленных потоков г=гу[г) 
вместо кругового цилиндра (при малых значениях эффективного чис­
ла Рейнольдса Гр»сои*1 ) принимает форму более сложной поверхнс-» 
сти вращения. 

Совпадение распределений мг~чт{г.) и ̂ «^(х) с соответствую­
щими экспериментальными распределениями,точнее при малых значени­
ях эффективного числа Рейнольдса, но для распределения \^*Уг(г) 
совпадение лучше при больших значениях Ве^ . При $ц^>50 воз­
растание абсолютных значений скорости замедляется (рис. 6.1) по 
сравнению со случаем линеаризованного уравнения, когда ч,~Тбё^ 
Перестроения картины течения при больших значениях , опреде­
ляются существенным'уменьшением гидродинамического сопротивления 



Рис.7.5. Распределение составляющей скорости у& по радиусу: I)Гипотеза Кармана*»^* 2)Линаавизованное уравнение. 3)Форму-ЛЙТ5.31Т.Т5.32К 4$То же что и 3) .но в приближении ( 4й. 

О ОД ОА Ц6 0 ,8 
Рис.7.6. Распределение составляющей скорости 

V* ( по высоте (нумерация кривых как на рис«. /»о, 



?жс. 7,7. Распределение радиальной составляющей скорости по 
высоте расплава (нумерация кривых как на рис.7.5) 
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^ пограничных зонах, в результате чего там наблюдаются большие 
градиенты скорости. Экспериментально установлено, что максималь­
ное значение скорости для устройства, параметры которого приве­
дены раньше-, находится в интервале У 0=о.15-о,25, т.е. в расчё­
те максимальное значение скорости правильно передаётся при йе--
«ю-»-юо. с использованием постоянного коэффициента турбулент­
ной вязкости не удаётся одновременно одинаково хорошо в расчёте 
передать различные аспекты течения - уточнение одного показателя 
влечёт за собой ухудшение другого. В практических расчётах с при­
менением данного приближения можно рекомендовать пользоваться та-
ши значением К е ^ , которое позволяет правильно передать абсолют­
ные значения скорости. Это значение числа Се̂ » для классов уст­
ройств определяется сопоставлением экспериментальных и численных 
результатов. 

2) Гипотеза Кармана. Расчёты с применением гипотезы Кармана 
были проведены для интервала значенийх~о,оч~ о,ч (табл. 7.1 ирис 
7.5-7.7) в приближении (5.12). При больших значениях ае̂ о.ч умень­
шается вынос скорости в торцевые зоны и соотношения максимальных 
скоростей становятся близкими к экспериментальным (ч^^, ), од­
нако, при этом занижается абсолютное значение скорости. Получен­
ное при ж*о,к абсолютное значение скорости приблизительно равно 

расчётах с ве^ я5 . Достоинством данной формулы является то, 
что с помощью выбора одной эмпирической постоянной « удаётся уто­
чнить численные результаты расчёта безразмерных скоростей по сра­
внению С предположением Ч х , где также определяется одна эмпи­
рическая постоянная. Определение абсолютных значений скорости в 
данном случае можно осуществить методом баланса (подраздел 5 .4Л. 

3) Динеаризрванное уравнение (5.22). ставление результа­
тов расчёта для трёх однофазных модельных установок (пункты 3, 
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, табл. 7.2), промышленной плавильной печи с ёмкостью 60 тсян 
пункт I, табл. 7.2) и модельной двухфазной установки с относит­
ельно небольшой высотой расплава Ь и = 1.о (пункт 5, табл.7.2), по-
•сзывают отличия распределении скорости, полученных на основе ли­
шенной и кзликейной (конвективные члены учитываются) пос тане— 
он ( 5<еЭф=50 ): 

а) центр вихря и соответственно максимум аксиальной состав-
очзщзп скорости для всех рассмотренных устройств в линейной по— 
тановке сдвинуты в сторону средней плоскости расплава по срав­
нению с положением этих характерных точек, полученным по расчётам 
. нелинейной постановке. Эти результаты подтверждают правомерность 
анее (в подразделе 5.2) сделанных предположений » позволяющих ли­
неаризовать уравнение оореднённого движения; 

б) соотношения максимальных значений скорости в верхнем и в 
пгянем контурах, а также соотношения высот этих контуров в обеих 
Iостановках практически совпадают - существенного перераспределе­
но! потоков не происходит. В случае малых высот расплава 1 
обнаруживаются некоторые отличия в распределении У Х=^(Г) (пункт 
о, табл. 7.2). 

ь) при соблюдении условия 1ч„ ̂  г Ь и > 2 (7.3) 
(устройства № 3 и 4) использование линейного уравнения движения 
топ водит к существенному уменьшению скорости движения в торцевых 
зонах хптлшц̂ ягческой области (в ток числе вблизи свободной повер­
хности) по сравнению со случаем нелинейного уравнения движения. • 
Леи экстремально большой высоте металла к„ з&п^я 2,6 уменьшение 
достигает пяти раз, а при г\„^г\\а= 2.8 - около 1,6 раз. Если 
условие (7.3) не выполнено из-за малой высоты расплава (устрой-
с1зо }<*5) или из-за большей длины индуктора (устройство Л2) при 
симметричном его расположении относительно средней плоскости рас­
плава, то уменьшение скорости у г на поверхности расплава не с*-



Характеристика результатов рас?- га тг-ат'ч >• уотронотгах гс разлтшнгл 
геометрически!л\ и элогл̂ гичгч.чтгч-уч параметрами*-

•я 
пп. ч. К, и 1м л 

00 1 , 
I 

Ухи, 

0Д6 
0,28 

V. 

К ) № ) 
Примечания 

I 3,3 2,3 -0,8 -0,2 1,3 250 0,95 
2,67. 
• Ю 5 

б.к.ч. 
с.к.ч. 

2,3 
2,4 

1 1 ч 
0,7 

0,88 0Д6 
0,28 

0,36 
0,34 

0,33 
0,32 

0,0463 Индуктор-
-однофазный 

2 2,8 2,8 

1 

0 0 Г,4 33 0,2 5.104 
С.к.ч. 0,8 0,7 (1,51 0,95 0,23 0,25 0,0348 Индуктор-

-однофазный, 
симметрично 
располог'Н-
ный 

3 5,4 2,8 -1.3 -1,3 1,4 33 0,2 5-104 
б.к.ч. 
с.к.ч. 

1,0 
1,3 

0,65 
0,65 

0,46 
0,45 

0,04 
0,2 

0,22 
0,17 

0,27 
0,27 

0,0368 

4 3,9 1,7 -1,1 -1,1 1,4 33 п •> и, <о 5-ТО4 
б.к.ч. 
с.к.ч. 

0,6 
0,0 

0,65 
0,7 

0,54 
0,5 

0,09 
0,15 

0,5 
0,2 

0,23 
0,22 

0,033 
_ »> _ 

5 1,0 
0,3 

0,3 

-0,5 

-0,8 

-0,2 

ОД 
- 18 0,15 4-Ю 4 

б.к.ч. 

с.к.ч. -
0,65 

0,65 

0,62 

1,1 

1,0 

1,0 

0,51 

0,45 
1 

0,07 

0,06 

0,0093 

0,0093 

Индуктор 
двухфазный 
со сдвигом в 
секциях 60° 

Обозначения такие же как в таблице 7.1, б.к.ч. - расчёт без учёта конвективных членов в 
уравнении движения, с.к.ч. - расчёт по уравнению {3.19). 
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щест.венно; 
г) в однофазном устройстве с индуктором, располаженным не-

симкзтрично относительно средней плоскости расплава,вместо усло­
вия (7.3) необходимо рассматривать условия: 

; Ь м > 1 ; к » 2 (7.4) 

Приближённо эти условия выполняются для устройства, рассмотренно­

го в пункте I таблицы 7.2 и соответственно: 

д) при малой высоте столба металла Ь м 4 1 (устр. №5) наблю­

даются также изменения в распределении аксиальной состав­

ляющей скорости по радиусу. 
Как уже отмечалось, зависимость максимального значения ско­

рости от квадратно-.. корня числа имеет лшешшй характер 

чриСс 6.1). При &ец,^50 абсолютные значения скорости з обеих по­

становках практически совпадают. Гюзникающие отличия при ке^>50, 

объясняются тем, что при больших значениях Йе9<^ , диссипация ма­

ла и на движение существенно влияет конвективный перенос, а при 

малых значениях наоборот - скорость течения Б основном опре­

деляется турбулентной и молекулярной диссипацией. Расчёт абсолют­

ны-: значений скорости на основе линеаризованной постаноки также 

связан с выбором значения коэффициента для класса устройств. 

Совпадение экспериментально наблюдаемых и расчётных значений мак­

симальной скорости Ч, в лабораторных установках ( Го-^одм) с од­

нофазным индуктором имеет место при ю < < ю о , а в чромышл»н-

ных установках (г0 ~ 1 м ), при I ю * < й.сц, < $ • ю * . В таблице 

приводятся также значения коэффициентов пересчёта скорости V 

(5.23) для рассматриваемых МГД-устройств. Таким образом, при? ?-

ние линейной постановки упрощает как расчёт распределения ск 



стей (решается система линейных уравнений), так и определение 
абсолютных яяачений скоростей при различных значениях Ре^, .при­
чём полученные распределения лучше соответствуют эксперименталь-
ыНМ Данным (уменьшается вынос скорости)чем результаты, получен» 
ные при ^евф=сои*1 . 

4) Координатная зависимость коэффициента турбулентной вязко­
сти (5.24). Выбором эмпирических постоянных в выражениях (5.25) -
(5.27) удаётся удовлетворить всем требованиям, которые предъявля­
ются экспериментом (см. рис. 7.5-7.10 и табл. 7.1), причём на ре­
зультаты расчёта существенно влияет выбранное приближение в опре­
делении турбулентной силы (3.21). Пренебрежение производными от 
~- , т.е. предположение в уравнении движения 

гоЦ-|-г<)1го1и (3.17) 
снижает эффективность применения формул с переменной вязкостью 
Г6П: 

а) соотношение максимальных значений скорости V, в присте­
ночном потоке и на оси симметрии Ч^/ч^ становится меньше едини­
цы, наименьшее из рассмотренных вариантов значение ̂ с/у х ч«о,52 
получается при постоянной турбулентной вязкости йе^*5 (п. 1.1 
табл.7.1); 

б) возрастает интенсивность циркуляции в торцевых зонах, что 
характеризуется возрастанием координаты ж м максимума и возра­
станием соотношения радиальной составляющей скорости на свобод­
ной поверхности металла 2.= 2.ьп и при г=о. Наиболее интенсивное 
движение в торцевых зонах получается при больших значениях Ве^ • 

Поэтому для решения задачи в случае переменной вязкости не 
рекомендуется использовать упрощённое уравнение (3.19), учитываю­
щее только изменение диссипации механической энергии в различных 
зонах течения. Кроме того, в расчётах необходимо пользоваться 
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рсшостной схемой свободной от аппроксимационной вязкости (см. 

подраздел 6.2), так как значений Ке«^ меняется в интервале 

( ^ ^ 1 0 . Однако, в основной части области турбулентными пуль-

^аплями поглощается гораздо больше энергии, чем диссипируется 

вязким трением, т . е . ^ » л > к йе^^ю* • Результаты расчётов по 

стене о аппроксимационной вязкостью на сетке с шагами ^ о,о5 

при Ре фф>10 1 существенно искажаются. 

Предшествующий анализ был проведён на примере устройства с 
индуктором, высота которого меньше высоты металла. Как показыва­

ет физический эксперимент 193] в устройствах с Ь ^ Ь * течение име~ 

е - более сложный характер. Движение становится многоконтурным. 

Кроме того, осреднённое турбулентное течение в случае й м > Ь к мо­

жет несколько квазистабильных состояний, переход между ко-
хорчмж осуществляется подводом конечноамплитудннх возмущений. 

Необходимо отметить, что эти особенности отчетливо проявляются 

в численном эксперименте, проведённом для устройства еоот~ 

высот индуктора и металла кц/к,«1,8(^5,0; йм=*2,&, 
Ги*М5- г%»1,ч- г#-о,2-<2о*32). На рис. 7.8-7.10 представлены $вс-

пределевжя составляющих осреднённой скорости, подученные прк по­

стоянных по объёму металла значениях Ке^ (кривые 1,2), а также 

полученные с использованием координатных зависимостей для коэф­

фициента Л (5.25), (5.27). Из сопоставления результатов следует: 

I) Уменьшение значения коэффициента турбулентной вязкости в 

привтеночной зоне (г > гт ) по сравнению с её значением в центра­

льной зс з, приводит к существенной интенсификации пристеночного 

потока. Пели прк Йе^-соивЦ 10* соотношение максимальных значе­

ний скорости * я в пристеночном и в центральном потоках меньше еди-

ньпн ( ч ^ / Ч щ Ъ 4 ), то в случае переменной вязкости (Йе^ Р, 0 < ю ) 
соотношение возможно изменять в очень широких пределах -

максимальное значение скорости в цвветеночяом потоке ^ с может не-



сколько раз превышать максимальное значение скорости % заль­
ном потоке. 

2) Увеличение ширины зоны с относительно небольшой п>у«* 
лентной вязкостью приводит к деформации центрального пота . ш 
смещению точки максимума >/Х14 в сторону боковой стенки (рже? х-9 

кривая 5). Эта трансформация потока связана с тем, что в зове 
г» , где вязкость ^ т большая, течение существенно тормозит­

ся. Если при этом гт< Гр, то максимум скорости приосевого потока 
смещается в зону, где л>т мало, а соотношение уЛ г_ 0 о 
Кроме того, в случае широкой зоны с малой турбулентной вязкостью 

гт ̂  0,6 в отдельных случаях пристеночное течение может разби­
ваться на два противонаправленных течения - в узком пристеночном 
слое появляется течение, направление которого совпадает с направ­
лением центрального аксиального потока. Так как распределения та­
кого типа в эксперименте не наблюдаются, то применяя формулу 
(5.24) необходимо ограничиваться значениями г7 > Гр̂ Гр «-о.ь -г о,е) ° 

3) В устройствах с Ь ц ^ к м , в отличие от случая Ь м < Ц и .уве­
личение г>т в торцевых зонах не вызывает там существенного умень­
шения интенсивности движения по сравнению с движением в централь­
ной части цилиндрической области. Более того, если зону большой 
турбулентной вязкости приложено практически всё силовое воздейст 
вие, то относительная интенсивность движения здесь может расти, 
а также могут происходить существенные перестроения течения. Это 
проявляется и в рассматриваемом примере (рис. 7 . 8 - 7 . 1 0 ) , где 
К„ > Ь н и силовые воздействия сконцентрированы в узких торцевых 
зонах цилиндрической области - происходит перестроение четырёх-
контурного^ течения в двухконтурное (кривая 5). Направление вихря 
скорости в торцевъа: зонах при этом меняется ь противоположное,. 
Следева .зльно, при Ь м > К м применение в расчётах возрастания звв~ 



Рис. 7.8. Распределение радиальной ооставляккпей скорости по. 
высоте расплава: 

3 ) ф-лы вязкости (5.25), (5.27) ; А ^ ; ^ = 0 , 1 ; * , = ' ° ; 

4) ф-лы те же; Клял;*д ^ ; А л • \*с,гт=о,бг^-о,г) 

5) ф-лы те же; = з ;*д ; >*г*с, Г; 



^0*7.9. Распределение аксиальной составляющей скорости по ра-
. 2)1*0,? . 3) 4)2*0,*. 5)1*1,С. 

?ис» 7.10. Распределение аксиальной составляющее скорости но вы­соте жидкого металла: 
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чения Я в торцевых зонах может оказаться не оправданным. 
Использованные в настоящих расчётах (рис. 7.8-7е10) значе­

ния коэффициентов в формуле для т>7 (5.24) физически мало обосно­
ваны, поэтому приведённые результаты необходимо считать числен­
ным экспериментом с целью выявления возможностей подхода, осно­
ванного на эмпирических формулах (5.25-5.27), а также с целью ло­
кализации значенич этих параметров в некоторых пределах на осно­
ве сопоставления^ численных и экспериментальных данных. 

Таким образом,установлено, что с помощью надлежащего выбора 
эмпи^лческчх постоянных в выражениях для коэффициента турфлент 
ной вязкости возможно обеспечить хорошее совпадение эксперимен 
тальных к теоретических распределений осреднённой скорости. Од­
нако, значения эмпирических постоянных удаётся зафиксировать толь­
ко для ограниченного класса устройств» Существенное изменение гео­
метрии области, заполненной жидким метгтлом, изменения в индуци­
рующей системе требуют подбора новых значений эмписических посте— 
гч^ых. Носкому представляет интерес исследовать возможяоетг при­
менения таких подходов к расчёту усреднённого течения, в которых 
постоянные жмеют более универсальный характер, т.е= сохраняют 
свой значения для расчётов более широкого класса устройств. В на-
столицей- работе такие попытки делаются на основе теории централь­
ных моментов, ограничиваясь уравнениями для моментов второго по­
рядка (5.43)'~(5.45)«> Полученные при значениях параметров: 

К е - Ю ^ о ' ^ - и ; С»-ОЛ; С^-О* ; с ц^0,1; с,* 0,01 ; Ы в Д 
распределения осреднёнвьх скоростей качественно согласует -

оя с ь*лпериментальными данными. В настоящее время продолжаю-
численные эксперименты оп а явного определения постоянных 1 ..— 
зволяюшдх проводить расчёт < классе цилиндрических ИГД-уст -тн 
(индукционных печах, миксе с, кристаллизаторах и др.). Так &ак 



эти эксперименты связаны с большим объёмом вычислений на ЭВМ 
(расчёт одного варианта занимает 40-50 мин. машинного времени) , 
то обсуждение этих результатов ещё преждевременно. 

7.3. Влияние безразмерной частоты на течение 

Для выяснения зависимости движения жидкого металла от 
• стоты (2.28) проведены расчёты устройства со следующими пара­
метрами: Ьм=2,б; Й М~5,Ч - ̂ ={,1, Г 9 = 1,Ч;Ке9ф~50; с]м = 0,1 В ИНТер-
Вал* значений оЪ = 1̂ - ЧОО(ц 5 ; 10; 15 ; 19 ; 32 ; 60,30 ; 100; чоо) 
В подразделе 4 . 4 (см. также табл. 4.3) было показано, что в 
зультате вытеснения полч из проводника при больших значениях 
силовое воздействие локализовано только в тонком пристеночном 
слое. Цо этой причине, несмотря на то, что значение ротора силы 
с возрастанием частоты также возрастает, максимальный интеграль­
ный эффект* и соответственно максимальные значения скорости движе­
ния рас пл. .за достигаются не при с̂ о-*о«», а существует явно выражен­
ный макетш скорости по частоте. На рис. 7.1 показаны теооети-
ческие и экспериментальная зависимости относительной максималь­
ной скорое!I расплава от частоты со . Расчёты конечно-расностным 
.методом внд™^ значение частоты, при котором движение наиболее 
интенсивно - оот„<ыо , т.е. <5"«о,2, (кривые I и 2), что хорошо со­
гласуется со значением со'̂ 25, печ/ченным в работе Г97), на осно­
ве приближённых оценок передачи механической энергии замкнутому 
потеку металла. Однако, оба этих результата заметно отличаются 
от имеющихся' экспериментальных данных, приведённых Е работе 131, 
где скорость .движения для устройства с параметрами Ь„=0.3Й1 

\У Ь,г„=1,58» имеет максимум при оо 75 . Эти отличия объясняются в 
основном двумя .причинами: 

I) Недостаточное количество экспериментальных точек вблизи 
максимума скорости, что не позволяет локализовать этот максимум 
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о необходимой точностью (рис. 7.8). 
2) Эксперимент проведён на установке, геометрия которой су­

щественно отличается от расчётной модели. 
Характерно, что аналогично как в расчётах однофазных уст­

ройств и в многофазном устройстве по данным работы 1351 максима­
льная интенсивность течения достигается при небольших значениях 
частотыи>иъю (рис. 7.11). В работах [19,351 расчёты проводились 
на основе модели (рис. 2.1 в) с бесконечно длинным цилиндром, за­
полненным металлом в "идеальном" бегущем магнитном поле (в рабо­
те 1351 рассматривается длинноволновой предел)* Таким образом, 
несмотря на разнообразность моделей и методов, применённых для 
определения ьом, значения этого параметра находятся в интервале 

Изменение значения частоты «о влияет не только на абсолютные 
значения, а также на форму распределений скорости. При возраста­
нии со от I до 400: 

1) Максимум распределения у,«уд*) на оси симметрии переме­
щается на 0,2 (от г М 1 » 1 до 2„яв1,ц) в сторону торцов проводя­
щей области, что обуславливает отличия скорости в торцевых зонах, 
достигающие приг-г.ч двух раз. Отмеченный сдвиг вызван соответ­
ствующим перемещением максимума ротора силы 'см. подраздел 4.4 
и табл. 4.3). 

2) Максимум пристеночного потока в распределении У* = у*(г) 

возрастает и смещается в сторону боковой стенки примедао на 0,1 
и поверхность г - гр , разделяющая противонаправленные потоки -
- на 0,1 (рис. 7.12), что вызвало сужением зоны приложения ЭМ 
сил. Если при со* 4 , относительная толщина поверхностного слоя 
5-м , то при со» мо; 5=0,05 . 

Распределения У 2=У х(Г) сопоставлялось также с полученными 



Рис.7.II. Зависимость максимального значения скорости от безразмерной частоты: 
1) ттт— - расчёты конечно-разностным методом. 
2) У0/у*, где У*'^м^ЗА^ ~ Расчёт конечно-

разностным методом. 
•1^|л-аг - эксперимент [31. л ^1Г|йсчёт 1353 для много^ного устрой-^ ства в длинноволновом Пределе. 

Рис. 7.12. Распределение аксиальной составляющей 
скорости по радиусу многофазного уст­
ройства при различных значениях без­
размерной частоты: 
1) <о - 1 - из работы Г351. 
2) а) о>*/^ - конечно-разностное решение 

линеаризованного уравнения 
А движения. 

б)а)~/ь - из работы [351 • 
3) сЗ=*Ъв0~ конечно-разностное оешение не­

линейного уравнения"движения. 
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в работах П9,351 (рис. 7.12). Как и следовало ожидать, получен­
ные по упрошенной методике распределения ^ ^ ^ ( г ) , хорошо со­
гласуются с численными, полученными на основе линеаризованного 
уравнения движения для средней зоны многофазного индуктора (рис 
7.12). Счёт по линейным уравнениям для сопоставления использо­
вался по той причине, что в работах [19,35] уравнения движения 
линейны и значение числа Рейнольдса на распределение скорости 
не влияет. Кроме того распределениям ̂  = у,(г) , полученным в ра­
боте [351 характерны те же тенденции, которые наблюдаются в де­
ленном расчёте при возрастании аз : поверхность раздела г сдви­
гается к боковой стенке и возрастает значение соотношения 

у*ч> 
(рис. 7.9). Так как в упрошенных методиках предлагается бесконе 
пость цилиндрической области в аксиальном направлении и, следова­
тельно, \/г= о , то они, в отличие от численных методик, предло­
женных в настоящей работе, не позволяют описывать течение в тор­
цевых зонах многофазных устройств (для однофазных методики [1Ь 
35] вообще не применимы). 

7.4. Влияние геометрии устройства на течение 

Из числа геометрических параметров пкес ндрического МГД-уст-
ройства (рис. 3.16), в данном подразделе внимание обращено на 
две характеристики, управляющие движением жидкого металла: 

1) Соотношение высот металла и однофазного индуктора Ь н / к и . 
2) Несимметричность расположения индуктора относительно сре­

дней плоскости цилиндрического объёма, заполненного металлом -

Изучение влияния на течек таких факторов,как толщина об 
мотки секции индуктора <̂ м , пи: ̂ яа зазора между индукторами и 
металлом а , расположение мат сного экрана г, показало, что это 
влияние имеет второстепенный ^рактер: 
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1) Интервал изменения д м, а , га, в реальных устройс: 
ограничен ( С}и =0.0540,5; й < 0,5; г9< 1,6) и увеличение з\ зре» 
глетров приводит к нежелательному ослаблению ЭМ связи в С1 -ч ̂е 
"металл-иЕдуктори. 

2) Изменение параметров ди,с< , гв,как правило влияет только 
на интенсивность циркуляции - качественные изменения в картине 
течения не происходят, но их необходимо учитывать при расчёте 
конкретных ЫГД-устройств (см. подраздел 7.5). 

Для анализа влияния параметра Ь м /Ь и на течение в устройстве 
с сшлметрично относительно средней плоскости расплава располо­
женным индуктором в таблице 7.3 приведены четыре группы резуль­
татов: 

1) Высота металла вдвое больше высоты индуктора -Ь /Ь ^2 
и/ ̂  

2) Высота металла совпадает с высотой индуктора - Ь м = Ь и 

3) Изменение высоты металла при фиксированном среднем зна­
чены: высоты индуктора ( Ни=1,6). 

4) Изменение высоты металла при фиксированной малой высоте 
::ндуктора (пм=0, 6) . 

Все расчёты указывают на типичный для устройств, где К, ̂ Ь„ 
дв:/хконтурный характер циркуляции. Однако в каждом из случаев 
тенденции изменения поля скоростей различаются. Для- их анализе 
делее рассматриваются перемещения характерных точек и изменения 
характерных значений скорости. На основе численных эксперимен­
тов, небольшая часть результатов которых представлена в таблице 
7.3, 1.;ожно указать на следующие свойства и тенденции изменения 
течений: 

I) При ф: :сированном значении соотношения Ь м| Ь и независимо 
от высоты индуктора (Ь и^.И м), зона, где аксиальный поток наибо­
лее интенсивен, также зафиксирована, например если1\,лЬ„, то 
~»!К =0,5*0,6; но если Ьц=0,5 й н ,то к м =0,34-0,4. Характер-
но, что зона максимума V, по высоте не совпадает с зоной .-где наи-



...-Таблица 7 .3 

Влияние высот индуктора и металла на течение 

1Г 

пп. Ни К Км 
т: к 

2 м 
к 

Угч3 

Им 
Угм 

1.1 5,4 2,0 1,93 0,39 0,5 0,28 1,19 0,46 0,28 

1,2 3,9 1,7 2 ,3 0,38 0,56 0,4 0,85 0,45 0,40 

1.3 3,2 1.6 2,0 0,375 0,56 0,58 1,15 0,44 0,58 

1.4 2,8 1,4 2 ,0 0,36 0,57 0,62 1,02 0,43 0,62 

2.1 3 ,3 3,3 1,0 0,5 0,38 1.0 3 ,0 0,32 1,04 

2.2 2,В 2,0 1,0 0,5 0,39 1,0 2,45 0,43 1,36 

2 .3 1,7 1,7 1,0 0,5 0,294 1,0 2,85 и, 44 2 ,0 

2.4 1,6 1,6 1,0 0 ,5 0,31 1,0 1,69 0,44 1,8 

3.1 4 ,0 1,6 2 ,5 0,375 0,625 0,36 0,78 0,45 0,30 

3.2 3 ,2 1,6 2 ,0 0,375 0,56 0,58 1,15 0,44 0,58 

3 .3 2,4 1,6 1,5 0,375 0,435 1,0 1,45 0,421 1,01 
3.4 1,6 1,6 1,0 0 ,5 и,31 1,0 1,69 и, 44 1,8 

4.1 4,0 0,6 5,0 0 .4 0,9 0,00 0,372 0,275 0,51 
4.2 2,8 0 ,8 3 ,5 0,44 0,89 0,61 0,82 0,43 0,56 
4.3 2 ,0 0 ,8 2 ,5 0,42 0/7 , 

1 
1,0 

1 

1,05 
1 

0,4 4,12 
1 

Примечания 

60= 32 Ло всех случгитх: 

^ Ц = 5 0 ; %=0Д ; Р=о.2 ; Г,=: 1,ц 

2 1 м - координата максимума ро­
тора ОМ силы; 

х н - координата максимума акси­
альной составляющей силы; 

2-е»м- координата максимума ради-
алоной составляющей скоро­
сти в донном потоке; 

' максимальное значение ради­
альной составляющей скоро­
сти в поверхностной зоне' 
металла; 

максимальные значения 
в донном и в цент­

ральном потоках; 
ЧнУг,*г максимальные зь.ччечия 

радиальной и п сиаль-
ной сост"; п го-
рос ти . 
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большие значения прикзтлает ротор силы. Это обусловлено тем,что 
в случае короткого индуктора > 1.5 наличием торцевых зон, 
где электромагнитное воздействие незначительно, обеспечиваются 
условия для смещения центра вихря в сторону торцов 2̂ н/х,.< I, 
В случае йи/Ьи'*4, когда такая з̂ ча отсутствует, центр вихря и 
место максимума аксиальной сост- ляющей скорости смещаются 
вглубь цилиндрической области (2т12п>1). Дальнейшее урелггчение 
значения п н | \\и приводит к потери устойчивости двухконтурной цир­
куляции и образованию четырёхконтурного течения. 

2) При фиксированном значении соотношения К , / Ь м с уменьше-
нием высоты индуктора движение в торцевых зонах, становится бо­
лее интенсивным. На основе представления о квазитзёрдом врашекии 
диска вокруг неподвижной оси принято считать, что созданы норма­
льные условия развития вихря, если высота зоны, заполненной вих­
рем не меньше его радиального размера. Таким образом, с уменьше­
нием п ы граница области, необходимой для нормального развития 
вихря п^АОЛижается к торцам цилиндрической области. Возрастание 
интенсивности циркуляции в этих зонах особенно выражается в воз­
растании скорости движения на свободной поверхности, где отсут­
ствует трение, препятствующее приближению ксимума скорости к 
поверхности. 

3) В широком диапазоне изменения параметров Ь ми \ац относи­
тельное значение координаты максимума радиальной составляющей 
скорости в данном потоке остаётся неизменной 2^„/ 1а„ =0,4+0,45. 
Только в случае экстремальных высот (например, Ь и/Ь м =5) проис­
ходит перемещение этого максимума вглубь металла. 

4) Так как при Ь н/К и»2 созданы примерно одинаковые гидро­
динамические условия для течений в плоскости симметрии и вблизи 
свободной поверхности,то значение соотношения соответствующих 
максимальных значений скорости V^л /V «1. Соотношение V / также 
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близко ж единице. При й м » Ь и условия крайне неблагоприятны в тор­
цевых зонах, где е*6? принимает максимальные значения. Центр 
вихря также приближён к торцу области, т.е. для поверхностного 
и донного потоков остаётся только узкая зона. Поэтому радиаль­
ная составляющая скорости здесь достигает значений несколько 
раз превышающих максимальное значение У Г В центральном потоке 
(вблизи плоскости симметрии). 

5) При \пп «^максимальное значение скорости достигается на 
свободной поверхности расплава и соотношение максимальных зна­
чений составляющих скорости ч . м / > \ . Если К м/^>Ь Кр> 1 , то 
максимальное значение скорости достигается внутри области (вбли­
зи Оси симметрии или пристеночном потоке) и ̂ т1^п< 1 с Конкрет­
ное значение К» зависит в основном от высоты индуктора, а также 
вязкости потока, влияние которой обсуждается в подразделе 7.2. 
При Й н*К, соотношение V,,, у у2„ максимально, увеличение Ь„ при­
воде* к уменьшению упомян того соотношения, а также к общему сни­
жению интенсивности циркуляции металла. 

6) С возрастанием высоты К м (1пи=соп51) центр вихря смещает­
ся в сторону торцов цилиндрической области, однако, следует ожи­
дать, что при К , координата максиму!, шсиальной составляю­
щей скорости ж м будет стремиться к конечному пределу. Это прояв­
ляется уже при 1\=5(см. табл. 7.3) - отдалённые от плоское!и 
симметрии слои жидкости вихрем не завлекаются и дальнейшее воз­
растание соотношения К„ на равновесие вихря практически не 
влияет. 

7) С возрастанием \\Н 11пы существенно снижается интенсивность 
циркуляции вблизи свободной поверхности и дна цилиндрического 
объёма. Снижение интенсивности более выражено при малых высотах 
индуктора (Ьм<1), когда вихрь скорости в зоне плоскости снимет-
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рил сильно деформируется. Однако интенсивность движения нриг=о 
может оставаться большой. 

Далее на примере устройства с параметрами \пи-з,^ (3,1); 
ги = 1,2 • и>~ 250 ) гвв0,95 ~ 1=2,7 ю * рассмотрим некоторые аспекты 
влияния несимметричного вылета итдуктора относительно металла 
(4.72), (4.73) на течение (рис. 7.13-7.15): 

1) При высоте металла ( Ц„> 2 ), обеспечивающей пнормальньо' 
условия для развития вихрей двухконтурной циркуляции, влияние вы­
лета^ ̂ Отказывается только в соответствующей половине цилинд­
рического объёма. Движение в противоположной половине практиче-
ски не возмущается (кривые 1,4, 2,5 и 2,3 рис. 7.14-7.15), что 
является отчасти следствием независимости распределений силы в 
торцевых зонах длинного индуктора (кИ>2. ). Таким образом основ­
ные характеристики течений в устройствах с несимметрично относи­
тельно средней плоскости металла расположенным индуктором близ­
ки к характеристикам течений в соответствующих зонах симметрич­
ного устройства. 

2) 3 результате возрастания вылета жцгукторэ зона, занимае­
мая соответствующим контуром циркуляции сужается. При сь = 0,5 
верхний контур щркуляции занимает только узкую полосуз, к х <з * 
вблизи свободной поверхности металла (кривые 1,4) и дальнейшее 
увеличение вылета(2[6> й^) приводит к исчезновению этого контура 
щхрку.ъчции, В отличие от устройства с симметрично расположенным 
индуктором, где плоскость раздела контуроз практически совпав 
ет с плоскостью сь-вяетрии индуктора, в случае большого неси-т.. 
ричнего вылета индуктора поверхность, разделяющая контуры цза 
лящш значительно сдвинута вверх относительно плоскости симмет­
рии индуктора 2. * 2,15 . Уменьшение и исчезновение контура цир­
куляции обусловлено изменением характера вихревых сил-- знак со-



'же. 7.13. Распределения ротора плотности средней электромагнит 
ной силн в верхней половине проводящей области при 
Г*0,3 • 

1) (в*°, (м*0. 
2) (В*-0,$)1Н = 0. 
3) ^«" -0,5) (н^О,?. 



Рис. 7.14. Распределение аксиальной сосг ваяющей скорости по высоте ̂  плава на оси симметрии (нумерация кривых как на рис. 7ДЗ). 



Рис. 7.15. Распределение радиальной составляющей скорости по 
высоте металла в сечении г~еои^, г.пр \/г принима­ет максимальное значение (нумерап** к» г.ых как на 
рис. 7.13.). 
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тора силы меняется вблизи торца проводящей области ил*. ' меня­

ется вообще (рис. 7.13). ЭМ-сила на торце проводника пр. ает 
наибольшее значение, примерно в 5 раз превышающее значен я 

боковой поверхности металла в плоскости симметрии. Кром* 
в торцевой зоне составляющие силы | г и |̂  закручивают жидко 
противоположных направлениях, но определяющее влияние при -
имеет аксиальная составляющая и жидкость закручивается по часо­
вой стрелке. При 12.) <3.0 движение практически определяется ради­
альной составляющей силы, которая закручивает жидкость в проти­
воположном направлении. 

3) Если выполняется одно из условии: 
а) I* < 0 • 1М < О , 
б) I» <Ь М =Ь и / а ; 1Н <о , 

то течение имеет дьухконтурныи характер. Если [ В>0 и <чН>0 . тс 
течение имеет четырёхконтурный характер. Переход к одноконткр-
НОЙ ЦИРКУЛЯЦИИ ПРОИСХОДИТ При ВЫПОЛЕеНИИ ОДНОГО ИЗ УСЛОВИЙ: 

а) и > к 1„<о , 
б) 1„ >\ои ) Ц < о . 

4) Если 1 в ^ 0 , то максимальное значение радиальной состав­

ляющей скорости на свободной поверхности больше максимального по 

объёму значе.шя аксиальной составляющей скорости, и относитель­
ная интенсивность течения в торцевой зоне больше, чем прк1 6<о 

В отличие от тлеющихся приближённых оценок интенсивности 
движения в цилиндрических 1»1ГД-устройствах ГЗ и др. ], применение 
численных экспериментов позволяет определить количественные со­
отношения интенсивности в различных зонах потока, а также пол­
ностью раскрывает всю картину течения. 
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7.5. Примеры результатов расчёта конкретных 1»ТГД-устройств 

Из множества результатов, полученных с применением преддст 
::::члч: Б настоящей работе методик, далее приводятся только от-
-,-.лыг;е примеры, представляющие различные классы устройств и 
указывающие на существующие проблемы, требующие дальнейших ис-
следований. 

Расчёты движения жидкого металла, проведённые для индукци­
онных тигельных печек с ёмкостью от 21,5 до 60 т при различной 
конструкции (см. табл.7.4) показали, что циркуляция металла во 
всех рассмотренных случаях имеет двухконтуркый характер. Это 
обусловлено ограниченностью интервала изменения геометрических 
параметров печен. Относительная высота индукторов меняется в сле-
духь̂ а; пределах: Ьм/К„*о,<,в+1 . Верхний вылет, за исключением уст­
ройства Кгч, тлеет отрицательное значение и меняется в пределах 
13-25$ высоты металла. Среди рассмотренных устройств наиболее вы­
деляется печь с ёмкостью 21,5 тонн, которая в отличие от осталь­
ных устройств имеет положительный нижний вылет и наименьшее зна­
чение безразмерной частоты, а также выделяется устройство #7 с 
нулевыми вылетами индуктора. Поэтому течение в этих печах наибо­
лее отличается от течения в остальных (табл. 7.4). 

Так как индукторы относительно средней плоскости металла 
сдвинуты менее, чем на 20% высоты индуктора к Ь и < ^ „ , то конеч­
ность высоты металла мало сказывается на распределение ЭМ поля, 
концевой эффект, обусловленный металлом наиболее выражен для пе­
чи &7, где 1„>о. Интенсивность цирхсуляпии металла во всех случа-
лх примерно одинакова \/0 = 2,о+ 2,5 м/с к течение подчинено тем же 
закономерностям, которые отмечались в подразделах 7.1 и 7.4. На­
пример, поверхность, где ̂ - с , разделяющая конруты с противона­
правленной циркуляцией металла, практически совпадает с плоско-



Таблица 7.4 
Некоторые результаты расчётов индукционных тигельных печей с ёмкостью 21,5 - 60 тонн* 

пп Ёмкость К К и 1-' Л 
оО Г» 

См) ад ы 
I 60 т 3,3 2,3 -0,8 -0,2 250 0,95 2,67-Ю5 0,22 0,026 8,8-Ю4 1,0; 0,5 0,53 0,74 0,7 1,35 

2 с "идеаль­ными" коль­цами 

3,3 2,3 -0,8 -0,2 250 0,95 2,67.10° 0,21 0,033 8.8.104 0,9; 0,5 0,65 0,88 0,6 1,35 

: з 60 т 
отрица­

тель! '.ими вылетами 

3,3 - 2 , 3 -0,5 - 0 , 5 250 0,95 2,67-Ю 5 0,21 0,024 8,8'Ю4 0,6; 0,7 0,69 0,95 0,58 1,65 

4 60 т 
с нулевы­
ми выле­
тами 

3,3 3 ,3 0 0 250 0,95 2 .67 .Ю 5 0,22 0,032 8,9-Ю4 0,5; 0,6 1,65 0,73 0,14 7 1,65 

5 50 т 2,8 1,9 -0,7 - 0 , 2 250 0,95 2,62-ТО 5 0,21 0,025 7 ,3 -Ю 4 0,8; 0,5 0,54 0,74 0,75 1,15 

6 31 т 2,8 2 ,2 - 0 , 5 - 0 , 1 179 0,80^ > 2, 0 . 1 0 Й 0,18 0,023 7 ,0 -Ю 4 0,6; 0,4 0,69 0,61 0,55 1,15 

7 
]—1 

21,5 т 3,1 2 ,6 -0,6 0,1 
1 

133 о,б9е 1,07.10^0,18 
1 

0,031 7 ,9 -Ю 4 0,7; 0,3 0,58 0,42 0,57 1.1 

Во всех случаях: г„ = 1.2 . га-4.5 ю = з щ 
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стью симметрии индуктора х* 2си. Прижси^^,, движение в нижнем 
контуре менее интенсивно, чем в верхнем, и с возрастанием сдви­
га индуктора вниз движение в нижнем контуре всё больше и больше 
подавляется (печь Ж?). Бели верхний конец однофазного индуктора 
достаточно отдалён от зеркала металла, то имеются благоприятные 
условия для свободного развития верхнего вихря и расположение 
центра вихря "жёстко" связано с расположением верхнего конца ин­
дуктора. Центр вихря во всех случаях, кроме #4, расположен на 
расстоянии 0,2 ниже верхнего конца индуктора. Вели при I» <-0 
максимальное значение скорости достигается в аксиальном присте­
ночном потоке, то при 1в>0 максимум достигается в радиальном 
потоке на свободной поверхности металла (см. табл. 7.4), Двух­
кратное уменьшение частоты (от 250 до 133) на структуру течения 
влияет незначительно. 

Для промышленных установок магнитное число Рейнольдса (2 С 7) 

принимает значение порядка единицы. Учёт обратного воздействия 
течения на ЭМ поле показал, что отличия этих результатов от по-
лученных в безиндукционном приближении несущественны - максималь­
ные значения скорости течения практически совпадают и характер 
течения не меняется. Наибольшие различия имеются в пристеночном 
потоке, но и там отличия максимальных значений скорости не пре­
вышает 5% приЙе т-2-з. Тах-им образом, если велико значение со , 
определяющее глубину проникновения ЭМ поля в проводник, тс соблю­
дение условия К е ^ 1 не обязательно для правомерности применения 
безиндукционного приближения [573. При Ув/сог̂  1 безиндукционное 
приближение применимо, независимо от значения йе т. Поэтому в 
расчётах силовых и скоростных полей для промышленных печей(и>»1) , 
оправдано использование безиндукционного приближения. 

На примере печей 60 и 50 тонн исследовалось также влияние 
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• эгл&шх. олементоз конструкции КПП (рис.3.1а) на течение. Ока-
ппгооъ, что присутствие коротко замкнутых проЕодяыпх колец на 
небольшом расстоянии от концов ш^дуктора влияет на течение. Вяи-

с- максимально, если кольца являются "идеально'' проводящими 
и расстояние между индуктором и кольцом стремится к ку­

лю (см. 3̂ 2 табл.7.4). Несмотря но совпадение максимальных значе­
нии поля к сил, распределения этих величин в торцевых зонах от­
личаются, г отличия максшлальных значений ротора силы в устрой-
стЁОХ с"идеальными" кольцами и без них достигают двух раз. Если 
нижнее кольцо находится на згровне дна тигля, то его влияние на 
течение выражено сильнее, чем влияние верхнего кольца, более от­
далённого от торца цилиндрической области, заполненной металлом. 
Б результате влияния "идеальных" колец на 2Ъ% увеличивается мак­
симальное значение скорости движения в донном потоке, возраста­
ет также абсолютное значение скорости движения. 

Так как математическая модель, описывающая процессы в рас­
плаве ИПП имеет приближённы? характер (рассматривается осреднён-
ное турбулентное течение с введением коэффициента турбулентной 
вязкости) и метод счёта (конечно-разностный метод на сетке с ша-
гами Ц-а=о.о5) также имеет определённую погрешность, которая по 
имеющимся данным монет достигать 20%, то результаты расчёта име-
нт ориентировочны!! характер, но тем не менее правильно передают 
тенденции и направления изменений в течении. Кроме того в настоя­
щее время экспериментальные исследования структуры течений в про-
мнпшенных установках практически не возможны. Таким образом, при 
создании базы для усовершенствования теоретических моделей, не­
обходимо пользоваться сопоставлением экспериментальных и теорети-
*ч схпх результатов в модельных установках (см. подраздел 7.2) 
[613, [621. Однако и здесь при рассмотрении относит, ьно длинных 
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систем с положительным вылетом индуктора (и^0;1и>о) возникают 
затруднения [933. Экспериментально установлено, что в таких си­
стемах движение устойчиво вблизи торцов цилиндрической области 
заполненной металлом (рис. 7.16), т.е. в зонах максимума ротора 
ЭМ силы, причём в этих зонах движение качественно такое же как 
в системах с отрицательным вылетом индуктора. В центральной ча­
сти области расчёты показывают наличие "паразитных" вихревых по­
токов с противоположным направлением циркуляции. По эксперимен­
тальным данным в пристеночной зоне г>г̂  также существуют "паразит­
ные" вихри (рис. 7.16), но осреднённое движение в зоне их образо­
вания неустойчиво - происходят спонтанные изменения направления 
движения в зоне, где ( Г°Ц )̂ ,«0. "Паразитные" вихри только в от­
дельных случаях проникают в приосевую зону, однако поток в этой 
зоне они существенно деформируют, о чём свидетельствует разброс 
экспериментальных точек. Учёт ежеминутного внезапного перебрасы­
вания направления движения в рамках модели стационарного ооред­
нённого движения не возможен, но зоны неустойчивости и условия 
их возникновения с помощью используемого стационарного подхода 
в численном эксперименте можно эффективно исследовать. Это свя­
зано с тем, что изменения в расчётах значения эффективного чис­
ла Рейнольдса (см. подраздел 7.2), а также изменения распределе­
ния Бе^ (рис. 7.8-7.10) приводят к существенным перестроениям 
течения именно в тех зонах, где осреднённое течение является 
квазиустойчивым. Неустойчивость может возникать также в торцевых 
зонах систем с большой относительной высотой металла Ьм/1\,>2, но 
относительная интенсивность движения в этих зонах согласно экс-
периментальным и расчётным данным мала. 

В многофазных устройствах распределения ЭЙ поля и силы ча­
сто имеют сложный пульсирующий характер, и аналитическое их он-



^ис. 7Л6. Распределение аксиальной составляющей скорости по высоте модели ИЛИ в пристеночной зонегД* : 
I I Эксперимент (о - эксперп:ментальные точки). 
2) Расчёт при /?е*~о~~ с условием свободного скольже­

ния на поверхности х̂ Лвм,*-
Г*4 Расчёт при /?е^=^* с условием прилипания на по­

верхности г*=2.ВМ, 
•'г л о же, что и 3), но при Яе$р- /о5. 

5) йъ[. -.'••"нее по объёму значение 
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ределение затруднено. Численное их определение является задачей 
эквивалентной определению ЭМ величин в однофазных устройствах. 
На рис.4.10, 7.17 и 7.18 приведены распределения составляющих 
магнитной индукции, силы и скорости для моделей кристаллизатора 
с многофазными устройствами ЭМ перемешивания. Так как в основной 
частч устройства вихревая ЭМ сила достаточно велика, то осред­
нённое течение имеет только одно устойчивое состояние,и числен­
ные результат!' удовлетворительно согласуются с экспериментальны­
ми даже при И^«сои$( (рис. 7.17). Из-за гораздо большей разно­
видности многофазных устройств по сравнению с однофазными задача 
выявления общих зависимостей движения в них от геометрии системы 
"индуктор-металл'' требует большого объёма вычислительных работ и 
может быть осуществлена только после их завершения. 

Предложенные в настоящей работе численные методики примени­
мы также для расчёта характеристик цилиндрических МТД-преобразо-
вателей (датчиков) расхода, уровня, ЭМ свойств среды, её геомет­
рических размеров [981. Учёт факторов, влияющих на коэффициент 
преобразования и основную приведённую погрешность, требует весь­
ма сложной математической модели,поэтому не может быть осуществ­
лён аналитически. Лриведённая на рис.7.19 зависимость ЭДС инди­
каторной катушки от радиуса струи жидкого металла получена при 
учёте конечных размеров рабочего тела и катушек преобразователя, 

Следует отметить, что возможности применения предложенных в 
настоящей работе комплексных методик расчёта МГД-величин в акси­
ально-симметричных устройствах не исчерпываются приведёнными в 
настоящем разделе примерами для промышленных и лабораторных ин­
дукционных плавильных печей, кристаллизаторов, устройств ЭМ пере­
мешивания и МГД-преобразователей. Методики были опробованы также 
для расчёта движения в ванне при электронно-лучевой плавке и рас­
чётов устройств ЭМ нагрева и могут применяться в практических ис­
следованиях процессов в этих, а также других классах устройств. 



Рис* 7.17 Распределения составляющих индукции в модели кристал­
лизатора с многофазным шщуг г^р'М при ^ * 4 < Л * в Э ) . 



Рио. Л.18. Сопоставление экспериментальных и расчётных 
распределений скорости в модели кристалли­
затора с многофазным индуктором (Ън*э~): 
а)*-г~3^; • ; м - усреднённое при 

г ^ 5 ^ ; расчёты при Я е ^ . / о ^ 
0)*-Г*о яг;л-Г»о;— расчёт при 4*^=10" 

Рис.7.19. Зависимость ЗДС 
индикаторной катушки от 
оадиуса струи жидкого ме­
талла при различных зна­
чениях синусоидального по­
ля возбуждения (ги =±, я ; 
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8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

На Всемирном Электротехническом конгрессе, проходивши, в 
Москве летом 1977 года снова была подчёркнута роль примеве: 
электромагнитных методов в металлургии и машиностроении, Ь част­
ности отмечалась [99] актуальность 

а) исследований движения жидкого металла и способов управ­
ления общей интенсивностью и структурой течений в металлургиче­
ских установках, проводимых в СССР, ФРГ, США и др. странах, 

б) исследовании влияния циркуляции металла на структуру и 
свойства выплавляемого металла, а также анализа возможностей ив 
тенсификации металлургических процессов с использованием ЭМ ме­
тодов воздействия. 

В настоящей работе, которая также посвящена решению этих ак­
туальных проблем, использовался комплексный подход для исследова 
ния электромагнитных и пэдюдпнамических процессов в хгщукцион-
пых МГД-.> отройствах с замкнутым аксиально-симметричным течением 
электропроводящей жидкости. Общностью подхода обеспечиваются воз­
можности применения предлагаемых методик для анализа ЭМ полей и 
течений (как ламинарных, так осреднённых турбулентных) в широком 
классе устройств (плавильные .зчи, кристаллизаторы, ЭМ перемеши-
ватели и др.), при различных значениях параметров этих устройств. 
Для практического осуществления единого подхода и доведения его 
до численной реализации в виде комплекса программ на ЭВМ сдела­
но следующее: 

I) На основе анализа предшествующих исследований (раздел 2) 
предложена такая физическая модель индукционного МТД-у с тройства 
(раздел 3), применение которой обеспечивает необходимую на прав-
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тяке точность результатов и возможность исследования различных 
ЖД-эохЬектов, связанных с конструкцией реальных устройств.Одно-
временно модель не является настолько сложной, чтобы отсутство-

. возможность численной реализации соответствующей методики 
: моющихся в настоящее время ЭВМ, 3 отличие от ранее предложен-

...н; водолеи: 
..) нодооласти устройства с различными значениями ЭМ и гидре— 

н.1 I. гчесютх параметров (рис. 3,1) могут иметь произвольную осе-
.... орнчпую форму и взаимрое расположение, 

.У: учтено присутствие основных составных элементов конструк-
:е>угьно существующих устройств, 
; для элементов устройства не используются абстракции бес-
: длинных областей и бесконечно тонких поверхностей, 
для расчётов ламинарного и оореднённого турбулентного те-

: введением коэффициента турбулентной вязкости не испель-
• сяшиг/кпионное приближение, число йв^может принимать зна-

чем< 10. 
_ результате применения полуэмпирической теории турбулент-

:-: ? г.ткнутому МГД-потоку в переменном поле предложена форму-
нос. лциента турбулентной вязкости (5.24), позволяющая 
:г угствекно подобранных значениях эмпирических постоянных 
:ть расчёты осреднённых течений, результаты которых хорошо 

.с гея с экспериментальными (подраздел 7.2). 
3. предложена замкнутая система уравнений для расчёта осред-

гечения, содержащая уравнения для центральных моментов 
го .юоядка и позволяющая проводить численные эксперименты 

»ас ссреднешшх скоростей и турбулентных напряжений (под-
^ - -г, 

4 ' Разработан метод баланса (подраздел 5.4) для расчёта аб-
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солтчшх значений осреднённой скорости, а также для построения 
эмпирических формул для коэффициента турбулентной вязкости. 

5) Разработан комплекс методик для расчёта ЭМ и гидродина­
мических характеристик предложенной модели МГД-устройства, при 
этом: 

а) усовершенствована (разделы 4 .и 6), по сравнению с ранее 
известной, конечно-разностная аппроксимация МЦЦ уравнений в слу­
чае криволинейных границ подобластей модели (рис. 3.1), 

6) для расчёта поля скоростей при произвольном постоянном 
значении числа Рейнольдса реализована схема баз аппроксимацион­
ной вязкости и проверена в интервале значений Ке^1о( подраздел 
6.1). Для расчётов при переменном по объёму значении числа Рейн­
ольдса разработана и реализована также схема свободная от ап­
проксимационной вязкости, позволяющая учитывать все дополнитель­
ные члены в уравнении движения, возникающие из-за переменности 
числа Рейнольдса (подраздел 6.2), 

в) разработаны практические численные методики для расчёта 
ЭМ величин на основе модели с бесконечной высотой проводящей ци­
линдрической области (подраздел 4.1), 

г) на основе экспериментального сопоставления различных 
схем и методов расчёта, выявлены наиболее подходящие для практи­
ческого использования в разных этапах решения рассматриваемых 
МТД-задач, 

д) алгоритмы всех разработанных методик реализованы и оформ­
лены в вше комплексов программ для ЭВМ &Е -415, БЭСМ-6 я ВС-1022 

У 
на языке ЕОКТКАМ. 

Для проверки разработанных методик и оценки использованных 
в них допущений проводилось сопоставление результатов расчёта 
при различных значениях параметров устройств с экспериментальны-
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ни ГЗ,4,49,62,93,943 и результатами, полученными для упрошенных 
моделей, а Также с использованием других аналитических и лен­
ных методов расчёта [3,6,11,12,19,28,30 , 33,35,94,951. У <в-
лено качественное совпадение результатов, а также выявлены зако­
номерные отличия, причиной которых являются: 

1) Ограниченность допустимой области применения згаров̂ нных 
моделей и методов для расчёта реальных устройств. 

2) Использование в целях сопоставления тех или других допу­
щений в предлагаемых методиках. 

3) Ориентирошчный характер испатьзовзнных эксперименталь­
ных данных. 

С помощью разработанных методик успешно были проведены рас­
чёты (в общей сложности более 200 вариантов) для: 

1) Модельных и лабораторных индукционных печей. 
2) Промышленных плавильных печей с ёмкостью 20-60 тонн0 

3) Устройств электроимагнитного перемешивания. 
4) ̂ дукционных расходомеров. 
5) Кристаллизаторов для непрерывной разливки металла,, 
6) Установок индукционного нагрева. 
Необходимо отметить, что разработанные численные методики 

непосредственно применимы также для расчёта других аксиально-сим­
метричных процессов (течение в каналах различной конфигтрации, 
МГД-бланкет, течение в ванне электронно-лучевой плавки и др.). 
Существенные ограничения на геометрию и параметры устройств не 
налагаются ( Ке^^Ю 7 • р^иР). 

Проведённые исследования показали, что 
а) применение в расчётах эмпирических формул (5.24-5.27) для 

коэффициента турбулентной вязкости при учёте всех членов в урав­
нении движения позволяет одновременно получить распределения и 
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абсолютные значения скорости .движения жидкого металла в индук­
ционном МГД-устройстве, согласующиеся с экспериментов, 

б) для расчёта распределения осреднённых скоростей могут 
применяться также другие полуэмпирические формулы, в том числе 
(5.16) и (5.21), но обяз: ьным условием является учёт всех до­
полнительных членов в уроН,хвнии движения (3.21), возникающих из-
за переменности по объёму значения числа йе^. Абсолютные значе­
ния скорости при этом опредс чяются методом баланса, 

В) при больших значениях числа Рейнольдса небольшие из 

лечения параметров устройства, в том числе изменения геометрии 
ч значения числа Рейнольдса, приводят к существенным перестрое­
ниям в потоке. Таким образом в расчёте проявляется неустойчивое 

ламинарного течения относительно малых возмущений, 
г) численные методики асчёта осреднённых скоростей, предло­

женные в работах С32,39,62,' 4,951 по причинам, изложенным в раз-
челах 2 и 7 дают результаты существенно отличающиеся от экспери­
ментальных и не могут быть рекомендованы для количественных 
следований, 

д) характеристика МТД-течений на основе ика. _ »пр< 

делении ЭМ силы или ротора силы, которая на практике часто при­
меняется 13,14,331, в лучшем случае может дать только ориентиро­

вочные результаты, 
е) в гчодродинамических расчётах аксиально-сшлметричных ... 

-устройств с загдкнутым течением(как однофазных, так и многофаз­
ных) нельзя пренебрегать ни одной из составляющих Ои1 СИЛЫ . 

я) несмотря ка возрастание максимального значения плотности 
2?Л силы при разрастании безразмерной частоты максимальная интен­
сивность движения достигается в области небольших частст(1С<и)<ео 

з) в расчётах ЭМ величин для устройств с соотношением ̂  'к*>1 
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(см. подраздел 4.4) допустило использование упрощённой модели 
(рис. 2.16), где пренебрегается конечностью высоты металла, я 

соответственно упрощённей методики расчёта (подраздел 4.1), 
и) интенсивность цирк̂ . :ддк в многофазном устройстве ин 

дуктором "бегущего ноля" существенно больше, чем в однофазном 
при одинаковой геометрии и интегральном токе, 

к) применением индуктора "бегущего поля" или сдвигом одно 
фазного индуктора относительно средне!: плоскости ззплиндричеекой 
области, заполненной металлом, обеспечивается одноконтурно: : 
хгчркуляцЕП, однако ь случае однофазного индуктора возникают за­
стойные зоны, 

л)если ной йи^Ьм>1 высота индуктора возрастает, то движение 
становится многоконтурным (более двух кокеров) и общий л" : иь 
интенсивности движения скипается, ко в торп-зых зона:; отне .мль 
НБЯ интенсивность Е отдельных случаях мажет расти. 

Для практического использования рекомендуется: 
1) В рас^тах З'л пол", сил,плотности тока, тепло: деления и 

др. величин применять ковеч: /-разностную методику (подраздел 
4.2), основанную на методе переменных направлений. 

2) В расчётах ламинарного и оореднённого турбулентного те­
чений применять схемы без аппрокешлациогшой вязкости (подраздел 
6 . 1 ) , решение к'торых осуществляется методом релаксации. 

3) Применять координатную зависимость для определения коэф­
фициента турбулентной вязкости (5.24)-(5.27) и проводить вычис­
ления с учётом всех возникающих в уравнении движения (3.21) из-
за переменности Кс^ членов. 

4) В качестве базисных в расчётах применять оезрасмерные 
уравнения для азимутальной составляющей комплексного потенциала/̂  
(3.23), азимутальной составляющей ротора скорости^ (3.17) или 



(ЗЛ9) и функции тока (3.20). 
5) Применять для сопоставления численных и эксперименталь­

ных результатов предложенную в подразделах 7.2-7.4 систему харак­
терных значений скорости и характерных точек потока. 

6) Применять методики расчёта, основанные на вычислении ря­
да Фурье-Бесселя и несобственного интеграла (подраздел 2.1) для 
определения ЭМ величин в немногочисленных точках исследуемой об­
ласти ПРИ Ни / Ь м >К» . 

7) Применять при реализации схем без аппроксимационной вяз­
кости (раздел б) вариант счёта, предусматривающий расширение се­
точной области. 

Комплекс разработанных программ внедрён для расчётов во 
ВНИИ Электротермического оборудования (г. Москва) и используется 
при проектировании индукционных плавильных печей и устройств 
электромагнитного перемешивания, а также для исследования МГД-
-процессов и металлургических установок. Однако практика вы­
двигает новые проблемы, требующие решения. Поэтому предложенные 
Е настоящей работе методики необходимо считать только фиксацией 
этапа исследований. Необходима дальнейшая работа по их развитию 
и усовершенствованию. Основные направления этой работы представ­
ляются следующими: 

1) Развитие предложенных численных методик для расчёта ЩД-
течений в областях, форма которых не является заранее заданной, 
а формируется и меняется под действием ЭМ сил и гидродинамических 
факторов. Это позволит проводить численные исследования процессов 
МГД-обжатия и поддержания металла во взвешенном СОСТОЯНИИ. 

2) Создание на основе существующей модели и подхода методик 
для исследования процессов тепло- и массопереноса в комплексе с 
ЭМ и гидродинамическими явлениями. 
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3) Развитие использованных численных методов, в том числе, 
реализация метода конечных элементов для расчёта МТД-процессов, 
повышающего в случае криволинейной форды подобластей .хсследуе-
мого устройства эффективность использования ЭВМ. 

4) Разработка физически обоснованных моделей и методов для 
исследования структуры турбулентных МГД-потоков в переменном по 
объёму и во времени ЭМ по/.„ 

Решение поставленных задач является делом будущего. 
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АШЮТД 

даосертации ЯКОШЧА А*Т. "Исследование осрэднённого течения 
жидкого металла в аксиально - симметричном магнитном поле" 

диссертация состоит из введения, шести разделов и заключе­
ния о выводами» содержит 149 стр. машинописного текста, 39 ри­
сунков, 3 таблиц и список литературы, содержащий 99 наименова­
ний, диссертация написана на русском языке* 

йзбота посвящена: а)разработке математических моделей и 
численных методик для исследования МГД-процвссов в аксиально -
симметричевиих устройствах с замкнутым тачанием жидкого метал­
ла в ламинарном и в турбулентном режимах, б) получению качест­
венных данных и зависимостей электромагнитных (ЭИ) и гидроди­
намических величин от определяющих параметров класса моделиру­
емых устройств, в) применению разработанных методик я подучен­
ных результатов для повышения эффективности конкретных техноло­
гических процессов и устройств, а также исследованию возможнос­
тей использования на практике выявленных эффектов* 

В ведении даётся обоснование направления исследовании. В 
разделе 2 анализируются работы, предшествующие настоящему ис­
следованию, делаются выводы для формулировки расчётной модели. 
Математическая модель учитывающая конечность размеров всех ос­
новных элементов металлургического Ь4ГД-устроЙства, в безразмер­
ном виде сформулирована в разделе 3. 

В разделе 4 сопоставляется разработанные методика и алгорит­
мы определения Ш величин модели, здесь приведён также ряд 
характериных результатов* В разделе 5 анализируются возможности 
применения различных цодуэмпирических способов определения тур­
булентных напряжений в случае течения в переменном ЭМ поле* 
Методики и алгоритмы расчёта оореднённого турбулентного течения 
и ламинарного течения описаны и сопоставляются в разделе 6* Ре­
зультаты гидродинамических расчетов сослоставляются с эксперимен­
тальными данными в разделе 7* Здесь приводятся также результаты 
серий расчётов, проведённых для конкретных МГД-устроиатв и харак­
теризуются полу энные при этом зависимости* 

В заключении работы даются выводы* Методики расчёта внедрены 
в ВНИИ электротермического оборудования* 


