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ВВЕДЕНИЕ 

В 60-тых годах в связи с созданием лазеров началось интен- 

сивное исследование таких элементарных процессов, вызываемых 

сильным полеы издучения, как многофотонное возбуждение атомов, 

сдвиг и расщепление атомных уровней в переменном поле, много- 

фотонная ионизация атомов и диссоциация молекул, многокванто-> 

вый поверхностный фотоэффект в металлах, а также процессов, 

протекающих без поля излучения, но модифицированных им. К по- 

следним можно отнести распады частиц, радиационные переходы в 

атомах, рассеяние электронов на атомах и атом-атомные столкно- 

вения. Эти элементарные процессы определяют действие излучения 

на газы и поверхность твердого тела, от них зависит распростра- 

нение излучения в средах. Изучение их важно для создания новых 

методов исследования плазмы, нахождения новых оптически актив- 

ных сред, разработки методов селективного возбуждения атомов и 

молекул и объяснения некоторых астро-физических явлений. С дру- 

гой стороны, их изучение расширяет наши знания о структуре ато- 

мов и молекул, их энергетических спектрах. В связи с возросшими 

экспериментальными возможностями получения атомов в высоковоз- 

бужденных состояниях в последние годы началось также изучение 

воздействия излучения на такие, так называемые, ридберговские 

атомы . 

За немногими исключениями, теоретическое описание многофотон- 

ных процессов в атомах базируется на теории возмущений. Но ис- 

пользование в экспериментах все более мощных источников коге- 

рентного излучения и, особенно, экспериментальные исследования 

многофотонных процессов в высоковозбужденных атомах требуют
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развития методов расчета этих процессов, не основанных на те- 

ории возмущений. 

диссертация посвящена теоретическому исследованию взаимодей- 

ствия свободного и связанного 8 атоме электрона с сильным полем 

  

ность ›‚сертации определяется важностью понима- 

ния различных иная процессов, сопровождающих взаимо- 

действие интенсивного лазерного излучения с атомами, в том чис- 

ле с высоковозбужденными атомами, и важностью разработки мето- 

дов расчета этих процессов для решения задач научного и при- 

кладного характера в проблеме взаимодействия мощного электро- 

плоской электромагнитной волны при ее взаимодействии со свобод 

ным электроном; 

2) строгая математическая постановка и решение задач о взаи- 

модействии электрона с полем некоторых модельных потенциалов в 

присутствии сильной электромагнитной волны и выяснение на этих 

задачах специфических особенностей, связанных с их многофотон- 

ностью; 

3) распространение метода квазиэнергий на задачи ионизации 

сильным полем излучения и задачи рассеяния в присутствии такого 

поля путем сведения их к решению соответствующих уравнений ме- 

тода сильной связи; 

4) нахождение квазиклассического предела уравнений метода 

сильной связи и разработка квазиклассической теории для описа»- 

ния многофотонных процессов в высоковозбужденных атомах; 

5) расчет на основе квазиклассической теории сечений много



-F- 

фотонной ионизации по теории возмущений и сравнение их с имею- 

щимися квантовомеханическими сечениями с целью выяснения точ 

ности квазиклассического приближения; 

6) расчет вне рамок теории возмущений вероятностей и сече- 

ний ряда многофотонных процессов в высоковозбужденных атомах 

и объяснение на их основе некоторых экспериментальных резуль- 

татов. 
        

найдено обобщение известного решения Волкова, описывающего дви> 

жение эдектрона в классическом поле плоской электромагнитной 

волны, на случай квантованного электромагнитного поля. Найдены 

также решения уравнения Дирака для электрона в квантованном 

поле монохроматической волны плюс постоянное магнитное поле и 

      ПАПА СК А SiC pals 

  

ay MALLS J SEDI Fi     

в поле двух волн. 

Впервые математически строго поставлены и решены задачи об 

отражении электрона от непроницаемой стенки в присутствии моно- 

хроматической волны, ионизации системы, связанной короткодейст- 

вующим потенциалом, под действием  циркулярно поляризованной 

электромагнитной волны и рассеяния электрона на < -потенциале 

в присутствии такой волны. В сечениях рассеяния обнаружены за» 

висящие от частоты и интенсивности поля резонансы. 

Найдено обобщение рядов Неймана для специальных функций Бес- 

селя, аргумент которых содержит индекс под корнем и которые 

часто встречаются при теоретическом исследовании многофотонных 

процессов. | 

Впервые выведены уравнения метода сильной связи ддя описа- 

ния взаимодействия электрона с центральным полем атома и силь- 

ным полем электромагнитной волны, проведен анализ проблемы 

удовлетворения граничных условий. Впервые рассмотрен квази-
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классический предел уравнений метода сильной связи, получено 

в этом случае их общее решение и проблема расчета различных 

многофотонных процессов в высоковозбужденных атомах сведена к 

решению сравнительно простых граничных задач. 

Впервые получено простое и достаточно точное выражение ддя 

сечений //-фотонной ионизации атома водорода. 

Впервые в приближении эквидистантности уровней найдена вол- 

новая функция высоковозбужденных состояний атомов в сильном по-> 

ле излучения, и на ее основе вычислены вероятности радиационных 

переходов между высоковозбужденными состоянийми атомов в при- 

сутствии сильного микроволнового поля и оценена вероятность ио- 

низации высоковозбужденных состояний атомов под действием тако- 

го поля. 

Впервые вне рамок теории возмущений найдены сечения вынуж- 

денного тормозного излучения при рассеянии электрона на куло- 

новском центре. 

Развитый в диссертации метод получения решений уравнения 

дирака в квантовемном поле плоской электромагнитной волны был 

затем использован другими авторами (федоров и Казаков, Абакаров 

и Олейник, Багров Й Гитман, Бергоу и Эхлотцки) для решения ана» 

логичных задеч. 

Найденное в диссертации выражение для сечений //-фотонной 

ионизации было использовано (Делоне и Крайнов) для оценки гра» 

ницы классического механизма дифФузионной ионизации атомов. 

Нолученные в диссертации конкретные результаты позволили 

объяснить ряд экспериментальных данных, относящихся к радиаци- 

онным переходам в высоковозбужденных атомах в присутствии 

сильного микроволнового поля и ионизации таким полем высоко- 

возбужденных состояний атомов,
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Апробация работы. Результаты, полученные в диссертации, до- 

кладывались на Всесоюзных конференциях по теории атомов и атом- 

ных спектров в Воронеже (1980 г.) и в Минске (1983 г.), на Все> 

союзных конференциях по физике электронных и атомных столкно- 

вений в Тбилиси (1975 г.) и в Ленинграде (1981 г.), на засе- 

даниях секции атомных столкновений Совета по физике плазмы АН 

СССР в Кишиневе (1974 г.), в Риге (1975 г.) и Черноголовке 

(1975 г.), на заседаниях секции по фотопроцессам Совета по фи> 

зике электронных и атомных столкновений АН СССР в Риге (1982 р.) 

и в Ужгороде (1983 г.), на международной конференции по взаи- 

модействию электрона с сильным электромагнитным полем в Зенгрии 

(Балатонфюред, 1972 г.), на УТ международной конференции по 

атомной физике в Риге (1978 г.). 

ные защищеемые положения изложены в заключении. 

мерин Диссертация состоит из введения, обзора 
литературы (глаза 1.), четырех глав, содержащих оригинальные 

результаты, заключения и списка литературы. 
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ГЛАВА Г. 

МЕТОДЫ РАСЧЕТА МНОГОФОТОННЫХ ПРОЦЕССОВ 

НА СВОБОДНЯХ ЭЛЕКТРОНАХ И В АТОМАХ 

(Обзор литературы). 

Ири теоретическом изучении таких элементраных процессов, 

как многоротонное возбуждение и ионизация атомов, многокванто- 

вый поверхностный фотоэффект в металлах, многофотонная диссо» 

циация молекул, рассеяние частиц в присутствии сильного поля 

излучения и др.., возникли дзе задачи: нухно было выяснить фи 

зические механизмы упомянутых процессов и разработать матема» 

тичаский аппарат для их описания. Следует сказать, что матема- 

тический аппарат квантовой механики не был достеточно приспо- 

соблен пля описания резличных процессор в сильных полях пере- 

_ одически изнлощихсл во времени. Зектически имелись только те- 

орая возмущений, используемая обычно в первом, реже во втором 

ее порядках, и предложенный Дираком метод решения нестеционар- 

ных задач, использование которого вне рамок теории возмущений 

обсудим ниже. = 

Имелось, правда, еще в [935 году найденное Волковым [1,2 | 

решение уравнения Дирака для электрона в поле плоской элект 

ромагнитной волны. Интерес к этому решению возрос в связи с 

созданием лазеров. Естественно, что теоретическое исследова-м 

ние указанных проиессов в сильных переменных полях началось с 

изучения самых простых задач. Ряд работ поэтому был посвящен 

исследованию взаимодействия электрона с полем излучения в от 

сутствии других полей. Сюда можно отнести работы [3,4] по 

изучению свойств решения Болкова и построению функции Грина 

электрона в поле плоекой электромагнитной волны [5-7 |.
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8 ряде работ [8-10] изучалось движение электрона в поле 

двух оаспространяющихся друг другу навстречу электромагнитных 

волн с одинаковой частотой. Этот вопрос стал актуальным в связи 

с экспериментальными исследованиями |i i| ebbexva Nammpejapaka. 

Более сложным является тРоПрос о нахождении решения уравнения 

бирака для электрона, движущегося в поле плоской электромагнит 

ной волны и одновременно в другом однородиом в пространстве по- 

ле. Тэкие решения были найлены в случае постоячного магнитного 

поля, направление которого совпадает с направлением распростра- 

нения волны [12] и в случае скрещенных электрического и магнит 

ного полей [13] ° 

Следузт, однако, отметить, чтс решение Волкова не является 

полностью квантовомеханическим, так как поле плоской волны в 

нем описывается классически. С другой стороны, в большинстве 

ребот |1 4-Е? | ‚ посзящениых изучению стетистических свойств 

свободного поля излучения (т.е. задач без электрона), послед- 

нее рассматривается как квантованное. В работе [14] показано, 

что специальное состояние квантового поля излучения, так назы- 

ваемое когерентное состояние, эквивалентно классическому полю. 

Ири больних числах фотонов классическое и квантовое описания 

приводят к одипаковым результатам, но при малых числах фотонов, 

когда важно спонтанное излучение, необходимо [17| квантовоме- 

ханическое рассмотрение. Вопрос о том, приводит ли классическое 

и квантовое описания электромагнитного поля к одному и тому же 

результату для задам о движении электрона в поле, также обсуж- 

дался в ряде работ [16-2 | при рассмотрении комптоновского рас- 

сеяния в интенсивном поле излучения. Для последовательного ква- 

нтовомеханического рассмотрения электромагнитного поля в этой 

задаче требовалось провести сложное суммирование определенного
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класса диаграмм Фейнмана. Результаты расчетов при этом получа- 

лись довольно противоречивыми [18-20 | ° 

В связи с этим диссертантом была поставлена цель найти обоб- 

щение решения Болкова на случай квантованного электромагиитного 

поля. Были найдены решения обобщенного уравнения Дирака в слу“ 

чаях монохроматической [21] и плоской (22| электромагнитных 

волн, двух монохроматических волн [23,24] и в случае монохрома- 

тической волны и постоянного магнитного поля, направление кото- 

рого совпадает с направлением распространения волны [25]. Было 

показано, что если образовать специальную комбинацию полученных 

решений, соответствующих движению электрона в когерентной вол» 

не, то в результате предельного переходе рассматриваемья комби“ 

нация переходит в решение голкова. 

Найденные автором диссертации ренения в случае плоской вод» 

ны и монохроматической волны плюс магнитное поле были потом 

получены также в работах [26-28 | й в недавней работе [29 | ‚ На 

основе разработанного автором метода решения задам с квантован» 

ным полем были получены еще решения уравнэния Дирака для элек- 

трона в квантованном поле плоской волны плюс магнитное поле в 

направлении распространения волны [30-33 | или плюс скрещенные 

электрическое и магнитное поля [13] и в менее’ интересных слу- 
чеях [34-37] . В этих, а такке в работах |38-41 | , обсужделись 

те приближения в рамках квантовой электродинамики, из основе 

которых можно пользоваться обобщенныы уравнением Дирака, и 

ряд математических (проблема ортогональности волновой функции) 

и физических (поведение системы вблизи циклотронного резонан- 

са и наличие запрещенных зон в спектре системы в случае с маг- 

нитным полем) вопросов. 

Полученные рещения обобщенного уравизния Дирака, описываю“
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цие ззаимодействие электрона с квантованной электромагнитной 

волной, представляют также интерес ддя квантовой электродинами- 

ки при попытках разработать методы вне рамок тесрии возмущений. 

Действительно, в случае взаимодействия электрона с квантовенным 

полем плоской электромагнитной волны получается характеристичес- 

кое уревнение. Фактически совпадающее с соответствующим харак- 

зеристичесним уревнением, получениым Вен Кемпеном [42 | при рас- 

смотрении взаимодействия электрона со всем квантованным элект» 

эомагнитным полем в дипольном приближении. модель бан Кампена 

обсуждалась также в работе 143 ] ‚ сли в уравнении Дирака выес- 

то потенциала электромагнитного поля подставить его квантовое 

выражение, то задача ремения такого уравнения Дирака становится 

похожей на задачу о поляроне большого радиуса [44], т.е. на 

задачу о движении электрона в полярном кристалле. в случае по- 

лярона кроме теории возмущений разработано большое число других, 

в основном вариационных, методов расчета. 

Ремение Волкова было использовано 16,4549 | для расчета та- 

ких пролцссов как комптоновское рассеяние, рождение пар и рас- 

пады частиц в поле излучения. Как и в отсутствии поля издуче- 

ния, эти процессы рассчитываются по теории возмущений; сильным 

считается взаиможействие частиц с переменным полем лишь в на- 

чальном и конечном состояниях. 

ири оцисании многофотонных процессов в атомах приходится 

решать более сложную задачу о взаимодействии электрона с атом- 

зым полем н одновременио се сильным полем электромагиитной вол- 

ны. Снедует сказать, что теория многофотонных процессов в ато- 

мах в настоящее время является почти полностью одноэлектронной. 

lO? RM выходе за рамки одноэлектронного приближения были пред 

приянты только при расчете динамической поляризуемости [ 50-55 ] .
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a Takue в работе [se J ‚ Имеются, правле, эксперименты по двух 

электронной [57 ‚58 ] и многоэлектронной [59,60 ] многофотонной 

ионизации атомов, для объяснения которнх одноэлектронное при- 

бяиждвие может окезеться и недостазочным, зопросы выхода за 

ремки одлноэлектронного приближения не будут обсуждеться в дис 

сертации и воюлу бузет использовано олнозлектронное приближе- 

ние. Но даже в этом приближении и в монохроматическом поло 

расчет многофотонных пропессов вызызает значительные математи- 

ческие трудности, эти трудиости срязаны с необходимостью решить 

уравнение Шредингера для электрона в двух полях разной природы: 

в поле атома и в периодически меняющемся во времени поле элек- 

тромогнитной ролчы. 

встествонно поэтому, что в первой работе fat] по расчету 

многоФотонной ионизапии атомов потенциал атома заменялся не- 

которым модельным потенциалом. так назывесмым < -потенциалом. 

В этой основополэагаютей работе впервые было показано, что мно» 

гоботонная и туннельная ионизация являются двумя предельными 

случеями ионизации системы переменным полом. Поелложенный 

пелдыьшем [61 ] метод расчета сечений многофотонной ионизации 

атомов был делее развит в работах [62,63 |. Но даже с таким 

модельным потенпиалом уравнение Шрелингере не удалось решить 

точно, а бына использована теория возмущений. пояледняя, од- 

нако, страдала тем Формальным недостатком, что матричный эле-> 

мент в ней вычислялся от волновых бункций, причеляежещих рез 

ным базисам: нечельнея волновая функция описывала частицу в 

-потенциале, а конечная - в поле монохроматической волны. 

Другой модельный потенциал в виде ступеньки был использо- 

ван [61 ‚54,65 | при расчете многоквантового поверхностного фо- 

тоэффекта в металлах. В работе [65| задача была сведена к ре-
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шению бесконечной системы алгебраических уравнений, которая ре> 

шелась методом теории возмущений. 

использование J -потенциала и потенциала в виде ступеньки 

упрошает математическую задему тем, что оно Фактически заменяет 

истинный потенциал иекоторым греничиым условием, накладываемым 

на волновую функцию, описывеющую эдекфрон только в поле волны в 

остальном простраистве. лотя такие модельные потенциалы и не от 

ражзют всех особенностей истинных потенциалов, особенно в cay= 

чае многофотонных пероходов в атомах, они позволяют существенно 

упростить задачу и подробнее исследовать границы применимости 

тесрих зозмущений и особенности, которые связанн с миогофотон» 

ностью ее характера. Сэмыми простыми из таких задам являются 

одномерные золачи. 5 реботе автора [66] было показано, к каким 

математическим проблемам призодит строгая постановке. задачи об 

отражении электрона оф непроницаемой стенки в присутствии силь- 

ной монохроматической электромагнитной волны, Были исследованы 

границы применимости теории возмущений и найдоны интересные по- 

роговые особенности для вероятностей ногаощения (испускания) 

фотонов олектооном. Лнеалогичные вопросы были исследованы также 

з случае длихения элекфроне в колеблющемся одномерном  -потен> 

циало [67,68 | . 

Из трехмерных модельных позенцизлов наибольлий интерес пред 

ставляет упомянутый трехмерный  «потенциол, использование кото 

рого в атомной физико и техника обрещения с которым изложены в 

книгах [69,70 | . Как известно, частииа в трехмерном г -потенци> 

эле имеет одии связанный уровень. Оказывается, что задачу ио- 

низации системы, связоянсй трехмерными короткодействующими си- 

лами, можно точно релить [21,72 | в случае циркудярно поляри- 

зованной электромагнитной волны. Проблема нахождения комплекс-



[71] был найден также явный вид сечений рассеяния частицы не 

& потенциале в присутствииициркулярно поляризованной электро- 

магнитной волны. В этом случае легко прослеживается ряд особен- 

ностей многоканальных задач, а сечения имеют интересную, зави- 

сящую от поля резонансную структуру. В случае линейно поляризо- 

ванного издучения задачу об ионизации системы, связанной корот- 

кодействующими силами, можно свести [73,74 | к решению бесконеч- 

ной однородной алгебраической системы. Отметим еще работы | 75, 

76 | › в которых численным интегрированием уравнения Шредингера 

исследовалась временная динамика ионизации системы, связанной 

полем одномерного & -потенциела. 

При расчетах многофотонных процессов, особенно в случае рас- 

смотренных выше модельных потенциалов, приходится иметь дело с 

функциями Бесселя целого индекса и с аргументом, содержащим 

индекс под корнем. В связи с этим возникает математическая про- 

блема разложения функций” по таким функциям Бесселя. Автору дис- 

сертации удалось обобщить [77| известные ряды Неймена и на слу-= 

чай таких функций Бесселя. Близко к этой математической пробле- 

ме стоит пока нерешенная проблема разложения Произвольной функ- 

ции в ряд по некотрой специальной неортогональной системе функ- 

ций, переходящей в пределе выключения поля в систему функций 

ряда Фурье. 
Реальный атомный потенциал отличается от модельного 0’-по- 

тенциала в двух отношениях. Во-первых, атомный потенциал имес® 

дальнодействующий характер, обусловленный кулоновским полем. 

Во-вторых, в противоположность одному состоянию в <`-пше, атом
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имеет много дискретных состояний, что приводит к резонансному 

характеру многофотонных процессов при некоторых частотах поля 

излучения. Первые попытки [78-80 | учета влияния кулоновского 

поля на вероятность многофотонной ионизации атомов связаны с 

исследованием влияния дальнодействующего характера кулоновского 

поля на вероятность ионизации и пренебрежением ее резонансной 

структурой. Эти попытки нельзя признать особенно успешными. 

Для расчета многофотонных процессов в реальных атомах поэто- 

му широкое развитие получила теория возмущений высокого порядка, 
в которой атомное поле учитывается по возможности точно, а поле 

излучения принимается за возмущение. После первых, довольно гру- 

бых расчетов Бебба и Гольда [81,82 | последовали аккуратные рас- 

четы вероятностей различных двухфотонных и многофотонных процес- 

сов в атоме водорода |83-94 |. В настоящее время для случая ио- 

низации основаего состояния атома водорода расчеты проведены до 

16-того порядка теории возмущений | 95 |. Результаты суммированы 

в обзоре [96]. 

В сложных атомах возникают трудности даже в одноэлектронном 

приближении, так как приходится как-то аппроксимировть потенци- 

ал этома, в поле которого движется электрон. Для расчета сил 

осцилляторов и сечений фотоконизации в атомной физике успешно 

применяется метод квантового дефекта. Это метод в работах [97- 

99 | был распространен на случай многофотонных переходов и ус-_ 

пешно применен для расчета сечений многофотонной ионизации, 

дипольной поляризуемости и гиперполяризуемости в сложных ато- 

мах. Этими же авторами для тех же целей было предложено [100- 

102] использовать модельный потенциал Саймонса. Применение 

этого потенциала приводит приблизительно к тем же результатам, 

что и метод квантового дефекта, но проще при проведении вычис-
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лений. Модельный потенциал был использован токже в реботе [103]. 

Экспериментально впервые многофотонная ионизация атомов наблю- 

далась Вороновым и Делоне [104,105 |. В обзорах [106-108 | пра= 
ведены более поздние экспериментальные результаты по многофо- 

тонной ионизации атомов и проведено их сравнение с результата- 

ми расчетов методами квантового дефекта и модельного потенциа- 

ла. В большинстве случаев наблюдается хорошее согласие измерен- 

ных и рассчитанных сечений многофотонной ионизации атомов, 

Фактически только для динамической поляризуемости предложе- 

ны другие способы расчета |50-55 | , не основанные на методах 

квантового дефекта и модельного потенциала. Трудности заключе- 

ются в построении функции Грина электрона в сложном атоме. Пра- 

вда, проблему нахождения функции Грина можно свести методом Да- 
лгарно и Дюиса |109] к решению неоднородных дифференциальных 
уравнений, в которых потенциал может быть и более сложным, чем 

в методе модельного потенциала. Однако расчет при этом стано- 

вится заметис сложнее и рэзультетов пока получено мало. 

Теорию возмущений необходимо несколько модифицировать в ре- 
зонансном случае [110.112 | . Если поле сильное, то необходимо 

учитывать сдвиг резонансного уровня, который впервые был обна-> 

ружен в работе [113 |. В резонансном случае более существенным 

становится такие проблема включения поля |112 |. 

Вели в рассмотренных выше зедачах за возмущение принималось 

поле излучения, то в случае рассеяния электрона на атоме в при- 

сутствии электромагнитной волны, наоборот, атомный потенциал 

считается как возмущение, а действие поля излучения на электрон 

лучитывается точно. Сечения рассеяния в первом порядке теории 

возмущений были найдены Бункиным и Федоровым |114]. Кролл и 

Ватсон |115] получили более общий результат в случае низкочас-
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fPoTHOrO ORK. Последние экспориментальные данные [116-18 | хоро- 

шо согласуются с предсказаниями теории. 

Церейдем теперь к рассмотрению квантовомехенических методов 

расчета многофотонных процессов, не основанных на теории возму- 

щений. В настоящее время имеются три таких метода. Цервый из 

них есть предложенный Дираком метод решения нестационарных за» 

дач и состоит в разложении волновой фуикции электрона по его 

невозмущенным состояниям |119 |. Для зависящих о времени коэф- 

фициентов такого разложения получается система дифференциаль-- 

ных уравнений первого порядка. Так как число состояний электро- 

на в атоме бесконечно и имеется еще непрерывный спектр, то пра- 

ктически приходится систему "обрывать", ограничиваясь конечным 

числом дискретных состояний, простейший случай двух состояний 

исследован очень подробно | 411,120 | ‚ Случай трех и большего 

числа состояний с трудом поддается аналитическим исследованиям, 

но в ряде работ исследован численно. Так, например, быле иссле- 

дована динамика возбуждения атома водорода из различных началь- 

ных состояний под действием периодического ивпульсного |121 | 

и монохроматического [122] полей. Преимуществом этого метода 

является то, что им могут быть исследованы воздействие на сие- 

тему немонохроматического излучения и способ включения взаимо-- 

действия. Метод, однеко, плохо приспособлен для задам иониза- 

ции и переходов в непрерывном спектре. 

Второй метод развит в основном Рейнхардтом с сотрудниками 

| 123-125 | , а также Преображенским и Рапопортом [126] и сое- 
тоит в введении комплексных координат с целью превращения всех 

функций в квадратично интегрируемые. Этот метод является ва- 

риационным и при выборе подкодящего базиса дает очень хорошие 

результаты. В случае резонансной многофотонной ионизации он
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приводит к зависящей от напряженности поля ширине резонанса, 

тогда как в низшем порядке теории возмущений последияя получает- 

ся не зависящей от напряженности поля. полная вероятность исни- 

зации в этом методе равна мнимой части энергии, но вычисление 

вероятностей надпороговой ионизации по отдельным каналам вызы- 

вает значительные трудности, так как соответствующие ряды явля- 

ются расходящимися [127] . 
Третий метод - это метод квазиэнергий. Он был предложен в 

работах [126-131 | и применим в случае монохроматического поля. 

Метод основан на теореме Флоке и введении понятия квазиэнергии. 

Точные значения квазиэнергии и соответствующие волновые функции 

известны только для свободного электрона в электромагнитной вол- 

не и для гармонического осциллятора в периодическом внешнем по- 

ле [70]. В остальных случаях волновая функция ищется в виде ря- 

да Фурье по переменному полю. Для двухуровневой системы при 

этом получается бесконечная система однородных алгебраических 

уравнений [128] , для одноэлектронного атома = бесконечная сис- 

тема однородных парциальных дифференциальных уравнений [129]. 
Последние уравнения пока решались только по теории возмущений, 

в ряде случаев с учетом вырождения. Отметим, что в периодичес- 

ком поле вырождеными считеются и такие состояния, разница энер- 

гий которых равна састоте поля. Ритус [129] на основе теории 

возмущений второго порядка нашел сдвиг и расщепление уровней 

атома водорода в поле электромагнитной волны. Из-за вырождения 

водородного спектра для возбужденных состояний приходится ре- 

шать некоторое секулярное уравнение |132] . К решению секуляр- 

ного уравнения приводится и задача о перестройке атомного муль- 

типлета в нерезонаненом поле [133]и задача о двух резонирующих 

мультиплетах | 107,134 | . При малых частотах внешнего поля в
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этоме водорода начинает преобладать линейный эфект Штарка. В 

работах [135,136 | исследовалось соотношение между линейным и 

квадратичным эффектами Штарка для оболочки с главным квантовым 

числом И, равным двум. При частотах поля, меньших или порядка 

линейного штарковского сдвига, может быть найдено явное выраже- 

ние для расщепления уровня любой оболочки |137,138] . Если час- 

тота внешнего поля меньше расстояния между соседними уровнями, 

то можно ограничиться учетом только состояний внутри одной обо- 

лочки. В таком приближении получен явный вид волновой функции 

квазиэнергетического состояния [139-141 ] . Некоторые общие за- 

кономерности квазиэнергетического спектра были рассмотрены в 

работе [142]. 

В упомянутых работах метод квазиэнергии был реэлизован в ви- 

де теории возмущений или с помощью процедуры диагонализации в 

случае вырожденных состояний. Но метод квазиэнергии может быть 

искать в виде двойного ряда: ряда Фурье по переменному полю 

(как выше) и ряда по сферическим функциям. В результате  полу- 

чается [143] бесконечная система обыкновенных дифференциальных 

уравнений для радиальных функцций, аналогичная так называемая 

уравнениям метода сильной связи, широко используемым в теории 

атомных столкнозений [146] . Получеющиеся уравнения существен- 

но проще, чем соответствующие уравнения в атомной физике, так 

как они не содержат обменных членов, а ответственный за связь 

каналов потенциал пропорционален напряженности внешнего поля и 

имеет очень простой вид. 

В первых работах [128-130 | ‚ в которых было введено понятие 

квазиэнергии, считалось, что она может принимать дискретные 

значения. ото действительно будет так, если принять, что вызы-
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ваемые переменным полем переходы происходят только в области 

дискретного спектра. В атомах при достаточно сильном поле всегда 

будет происходить также ионизация. Необходимо поэтому обобщать 

понятие квазизнергии с учетом всегда присутствующего непрерывно- 

го спектра. Как показано автором [143] , квазиэнергия может пре 

нимать различные значения в зависимости от задачи, определяемой 

граничными условиями. Она принимает дискретные значения, если 

учитываются только закрытые каналы; она комплексна в случае за- 

дачи ионизации, когда радиальные волновые функции на больших 

расстояниях эксповенциально убывают в закрытых каналах и имеют 

вид расходящихся волн в открытых каналах; она принимает непре- 

рывные действительные значения в случае задачи рассеяния. Ана- 

логичное обобщение понятия квазиэнергии было предложено позже 

в работе [147]. 

К сожалению, до настоящего времени полученные уравнения ме- 

тода сильной связи еще не решались численно, так что трудно 

оценить их эффективность для описания многофотонных процессов. 

Но в квазиклассическом пределе, когда решение этих уравнений 

удается найти в явном виде (см. ниже), они позволяют решить 

ряд многофотонных задач. 

Большинство наблюдаемых многофотонных процессов в атомах 

может быть объяснено и рассчитано на основе теории возмущений 

или с помощью изложенных выше методов, не пользующихся этой 

теорией. Исключение составляют эксперименты [148-155] ‚› прове 

денные на высоковозбужденных состояниях атомов. Исследование 

радиационных переходов между ридберговскими состояниями атомов 

стало актуальным в связи с созданием мазеров [156,157 | на таких 

атомах и возможностью использования их как детекторов инфра- 

красного и микроволнового излучения |158] . Современное сос-
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тояние исследований высоковозбужденных атомов изложено в 9630- 

рах [159,160]. 
Теоретических работ, посвященных исследованию воздействия 

переменного поля на ридберговский атом, сравнительно мало. Име- 

ются работы, в которых вычисляются вероятности радиационных пе- 

реходов в таком атоме. Так, Буреева [161] показала, что найден- 

ное Гордоном [162 | выражение для динельных матричных элементов 

в атоме водорода существенно упрощается в случае переходов меж- 

ду близко лежещими высоко возбужденными состодниями. отому во- 

просу посвящена и работа [163] . полученное Буреевой выражение 

было обобщено [164] на случай водородоподобных атомов с учетом 

квантового дефекта. Па основе квязиклассического приближения 

были исследованы [165,166] все случаи, когда дипольные матрич- 

ные элементы от водородных функций принимают более простой вид. 

Из двухфотонных процессов в высоковозбужденных атомах рас- 

считаны вероятности двухфотонных переходов из основвого сос- 

тояния атома водорода в высоковоэбужденные состояния [167 | и 

сечения двухфотонной ионизации уровней с главным квентовым 

числом, равным (5,9 nu iO [168 | ‚ Во втором порядке теории воз- 

мущений вычисляется и динамическая поляризуемость уровней, ко- 

торая на основе квазиклассического приближения была оценена в 

работе [169 ] . Однако полученное в ней выражение неудовхетво- 

рительно в двух отношениях. Во-первых, е® вывод в сильной сте- 

пени основан на введенных в работе [163 | феноменологических 

параметрах. Во-вторых, заключение о том, что динамическая по- 

ляризуемость высоковозбужденных состояний атомов не меняет 
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получилось бы расходяжщееся выражение. 5 действительности этот 

сдвиг конечен и для ряда атомов был вычислен в работе [1%]. 

Все эти расчеты относятся к одно- и двухфотонным процессам 

в высоковозбужденных атомах и основаны на теории возмущений. 

Что же касается экспериментов по ионизации высоковозбужденных 

состояний атомов микроволновым полем [148-152 | ‚› То теория воз- 

мущений вряд ли может быть развита в настоящее время для их 

описания. п тому ше, полученные на ее основе результаты были бы 

ненадежными, так как число поглощенных фотонов (таков и порядок 

теории возмущений} в некоторых из них достигает нескольких со- 

тен. пе приспособлены для этого случая и изложенные выше мето- 

ды, не пользующиеся теорией возмущений, в том числе и метод 

комплексных координат, так как для расчета таких процессов не- 

обходимо учитывать огромное число состояний, часть из которых 

находится в непрерывном спектре. 

Было поэтому предложено несколько других подходов для объя- 

снения этих экспериментов. Один из них |171,62 | состоит в том, 

что в выражении для вероятности туннельной ионизации в посто- 

янном электрическом поле последнее заменяется переменным полем 

и в дальнейжем проводится усреднение по периоду переменного 

поля. латя конечное выражение и предсказывает порог ионизации 

приблизительно при тех же полях, что и наблюдается на экспери- 

менте, оно не зависит от частоты поля и несущественным множи- 

телем отличается от исходного выражения. 

С целью объяснения этах экспериментов был разработан также 

другой, чисто классический подход [172-175 | ‚› который состоит 

з решении каассических уравнений движения для электрона в ку- 

лоновском поле и в поле монокроматической волны. садавалось 

равновероятное распределение по начальным орбитам электрона
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и проводилось усреднениз по этому распределению. Аотя авторы 

отцечают хорошее согласие результатов расчета с эксперименталь- 

иными данными, все же сстаетсая открытым принципиальный вопрос: 

в какой области частот и напряженностей поля можно пользоваться 

хдассической механикой, так как оба предельных случая - многофо- 

тонная и туннельнея ионизации являются существенно квантовыми. 

Депелянский [122] на основе своих квантовомеханических расчетов 

считает согласие результатов роботы [172 ] в экспериментом [148] 

случейным, 

Интересным явняется другой клессическай механизм ионизации 

[176-179 | › основанный на явлении перекрытия нелинейных резонан- 

сов и возникновении стохастической неустойчивости ари движении 

электрона одновременно в кулоновском поле и в поле монохромати- 

ческой волны. электрон наминает блуждать по резонанеам. Процесс 

текого блуждания монет быть описан уравнением дибЪузии [160 ] . 

Были оценены козффиниеня дифЗузии и вероятность ионизации. Цо- 

слдедияя оказадась пропорциональной интенсивности поля, тогда 

как эксперимент указывает на очень резкую - пороговую = зависи- 

иосфь вероятности ионизации от напряженности поля. В недавнем 

обзоре [тет] проведен подробный анализ условий стохастизации 

движения элекухрона в высоковоэбужденном атоме под действием пе- 

ременного поля и оценены границы применимости диффузионного ме- 

ханизма иониззиим, 

Все же вопрос о применимости денного механизма для описания 

ионизация высоковозбужденных состояний этомов низкочестотным 

полем остается оФЕрытым, особенно после недавиих квантовомеха- 

нических расчетов вероятности возбуждения атома водорода перио- 

дическим импульсным [12 21] и синусоидальным [122 2 | полем. Резуль- 

таты расчета [122] показывают, что в этом процессе велика роль
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многофотонных переходов, что диффузионный механизмы возбуждения 

в атоме сильно подавлен и что классическая и квантовая механика 

в данном случае приводят к различным результатам. 

Следовательно, вопрос о применимости классического рассмот- 

рения многофотонных процессов в высоковозбужденных атомах оста- 

ется открытым. С другой стороны, применение квазиклассического 

приближения для их описания хорошо обосновано, если только энер- 

гия начального, промежуточных и конечного состояний меньше энер- 

гии на первой боровской орбите [119] . Последовательная квази- 

классическая тесрия была развита в работах автора диссертации 

[182-189] . В них был исследован квазиклассический предел выше-` 

упомянутых уравнений метода сильной связи и найдено в этом пре- 

деле их общее решение. 3 итоге расчет различных многофотонных 

процессов сведен к проблеме удовлетворения граничных условий 

соответствующих задач. Удовлетворение граничных условий для 

радиальных волновых функций в закрытых каналах приводит к учету 

дискретного спектра электрона в поле атома и в результате к ре- 

эонансной структуре сечений многофотонных процессов. 

Развитая автором квазиклассическая теория для описания мно- 

гофотонных процессов в атомах имеет некоторые общие черты с 

предломенной в работах [190-192 | квазиклассической теорией во- 

эбуждения атомов и молекул при рассеянии на них электронов. В 

обеих теориях подденащие решению уравнения параметра удара име-> 

ют подобныйцвид, и спектр возбуждаемой системы является эквидис- 

тантным: в случае атома и молекулы он является таковым прибли> 

женно для высоковозбужденных состояний; в случае электромагнит 

ной волны он является точно эквидиставеным по своей природе. 

Главное отличие развиваемой в диссертации квазиклассической те- 

ории от предложенной в работах | 190-192 | теории состоит в том,
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что в последней падающая частица рассматривается чисто класси- 

чески, и она является только источником зависящего от времени 

поля, которое действует на атом. Наш подход является существен- 

но квазиклассическим, так как решоние уравнений параметра удара. 

вместе с удовлетворением соответствующих граничных условий оп- x 

ределяет квазиклассическую волновую функцию системы, состоящей . 

из электрона в поле атома и взаимодействующего с ним поля излу> 

чения. 

На основе квазиклассической теории возмущений аёобру [183- 

-196] удалось получить простое выражение для сечений //-фотонной 

ионизации высоковозбужденных состояний атомов. Сравнение с имею 

щимися квантовомеханическими расчетьам подтверждает высокую точ- 

ность квазиклассического приближения. В приближении эквидистант- 

ности уровней автором найдена |187 „188 | также квазиклассическая 

волновая функция электрона в кулоновском поле в присутствии силь- 

ного низкочастотного поля. На основе этой волновой функции были 

вычислены вероятности радиационных переходов между высоковоэбуж- 

денными состояниями атомов в присутствии сильного микроволнового 

поля и объяснены соответствующие экспериментальные данные [153 ] - 

Была оценена также [189 | вероятность многофотонной ионизации 

высоковозбужденных состояний атомов микроволновым полем, которая 

удовлетворительно воспроизводит экспериментальные результаты на 

атоме водорода [97 ‚15: | . 

Кроме многофотонных переходов в высоковозбужденных атомах 

имеется еще один процесс, который вызывает трудности его расче- 

та. Это так называемая надпороговая ионизация атомов, когда на“ 

блюдается // + 5 -фотониная ионизация выше порога Л/-фотонной ио- 

низации. Как в теории возмущений, так и в методе комплексных 

координат трудности ее расчета связаны с плохой сходимостью или
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даже расходимостью соответствующих разложений, эти трудности 

были частично преодолены с помощью привлечения процедуры анали» 

тического продолжения [193,294 ] ‚ применения метода цаде [195, 

196] или сведения задачи к интегрированию неоднородных дифферен- 

циальных уравнений | 84,197,198 | ‚ ири некоторых Ми < были со- 

считаны сечения + 5 «фотонной ионизации основного и первых воз 

бущденных состояний атома водорода [84,193-200] , а также ore 

демьных щелочных атомов |201]. Трудности все же остаются при 

больших ^/ [200]. С другой стороны, развитая автором диссерта- 

ций квазиклассическая теория приводи? к простым выражениям для 

сечений //+<-фотонной ионизации любых водородных состояний. 

Сравнение с квантовомеханическими расчетами показывает, что то- 

чность квазиклассических сечений порядка нескольких процентов. 

как квантовомеханическая, так и квазиклассическая теории да- 

ют значительно меньшие значения для сечений //+5-фотонной иони- 

зации, чем наблюдается в недавних экспериментах [202-206] . При- 

чина расхождения теории с экспериментом пока неясная, тем более, 

что наблюдается и большое расхождение экспериментальных резуль- 

тазов между собой. 

Б заключении отметим, что в обзоре литературы не рассматри- 

вались и не будут рассматриваться также в диссертации вопросы, 

связанные с немонохроматикностью поля излучения лазера. «Ти во- 

просы обсуждались в работах [207-209 | .
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ГЛАВА 1. 

ЭЛЕКТРОН В КВАНТОВАННОМ ПОЛЕ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ 

В этой главе решение Волкова для электрона в классическом 

поле плоской электромагнитной волны обобщено на случа?’ кванто- 

ванного поля монохроматической и плоской электромагнитных волн. 

Обсуждается связь полученного решения с решением Волкова. Рас- 

смотрено взаимодействие электрона с полем (классическим и кван- 

тованным) двух электромагнитных волн и с квантованным полем мо- 

нохроматической электромагнитной” волны плюс однородное магнитное 

поле. 

=.Г., Монохроматическая волна 

Исходным является уравнение Дирака с учётом электромагнит- 

ного поля |210 | 
р 
L Yn (Dx, ен] т МР =О, (2.1), 

где Е и № - заряд и масса олектрона, )> - эрмитовские мат- 

рицы. В этой главе используется система единиц, в которой Й = 

= Сэт, ©е/д = 1/13} , и обозначения: Вл = CP, 4 Po) , 

(P4)= PG-fo4o, P =p) = Ре фрь. 
Квантованное поле монохроматическо? электромагнитной! волны мо- 

жет быть описано оператором вида [2то | 

A = с 6“ + с*е- | (2.2), 
м V2wSe )
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где Cum единичны? вектор поляризации, Со- Ко- частота волны, 

<> - нормировочный объек. Предполагается, что четырехмерный 

вектор К (Е, ‘К удовлетворяет условию к Е Ко=О и что 

выполнено лорентовское условие калибровки, так что @Кк)=0. 

В целях удобства при различных преобразованиях, полученных ни- 

же волновых функций, выберем"координатное" представление |211 | 

для операторов испускания С* и поглощения С фотонов с вол- 

новым вектором К и поляризацией ©»; 

о 
C= a Lk Cte BLE HF, | (2.3). 

Если подставить выражения (2.3) в уравнение (2.1), то по- 

лучим уравнение Дирака, модифицированное в том смысле, что вол- 

новая функция будет теперь зависеть как от координат элек- 

трона Х„, так и от полевой переменной .`г. 

Решение уравнения (2.1) с оператором потенциала (2.2) будем 

искать в виде 

В а ка UnU® , UU, = ex p< KY E- SF (2.4). 

Бели подставить эту функцию в уравнение (2.Г), умножить послед- 

нее слева на (// и учесть опереторное тождество 

expd-< GF sf (et&): 

Onpy a "(Bee crs а ) (2.5), 

то будем иметь следующее уравнение для неизвестной функции D :
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‘ye he a ae 
бов До om 

by = ©. £4 
me OE, (S(O QR) % (2.7) 

Переход от уравнения (2.Г) к уравнению (2.6) представляет 

собой каноническое преобразование, В связи с этим интересно от- 

метить, что если вместо (/, использовать 

Af 2 ехр1- Shel 2 e2)f (2.8) 

и от матриц |` перейти [210 [ к матрицам Дирака (a /3, то 

вместо урёвнения (2.6) получим уравнение, употребляемое в квен- 

тово” электродинамике в гамильтоновом формализые | 212]. Полный 

гамильтониам при этом будет состоять из гамильтонианов свобод- 

ного электрона, свободного поля монохроматической волны и не 

зависящего от времени гамильтониана взаимодействия. 

Тах как уравнение (2.6) содержит переменные Xa только в ка- 

честве производных, то естественно его решение искать в виде 

p= et ФЕ] (2.9), 

где WG, ig, ) - постоянный четырехмерный вектор, а `/’ за- 

висит только от переменной Z . В результате подстановки (2.9) 

в уравнение (2.6) получим 

Е ее = оо
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Делательно было бы избавиться в этом уравнении от члена, содер- 

meugero Le Этого дествительно можно достичь с помощью подета- 

новки 
A | 

fa Up, Une Cxplek bss =14£REE, о, 

roe C - пока произвольная постоянная. Последнее равенство 

легко проверяется, если учесть, что 

A AA, 2 Кё+ек= 2K), 6e)=0, K*>0 (2.12). 

Подставив функцию (2.11) в уравнение (2.10) и умножив последнее 
Я 

слева на (3 = 24р1- 628$] ‚ придем к следующему уравне- 

нию для — Vs 

[4-6 [1-24 НХ - 5” 40g 

~ABCG ES 146% oe m=O (аз) 

Бели произвольную постоянную é положить равно’ 

t= 1/2 (Е), (2.14), 

то уравнение (2.13) примет вид 

Я. Е 248) 
14+ Fhe ¥- 4 a) 4 a= ао (2.15). 

Перейдем далее к переменной 

Yat (e+) | (2.16), 

21-1-50 =) ‚ 42=-GWGE9T ро. 
где
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Тогда окончательно получим следующее уразнение: 

и 

[95 СФ 
Его решение, конечное при 7 >> ‚ представляет собой произве- 

дение собственно? функции гармонического осциллятера [213 [ и 

постоянного биспинора (4 

w= H, (yexply ya) С, (2.19), 

24220?) ~i nw | “> CO (2.18). 

где H,,(y) - полиномы Эрмита степени / . Постоянный бисиинор 

удовлетворяет такому же уравнению, как и в случае свободного 

электрона, 

(p- iy )U = OC (2.20), 

_ 4 272 2 Е 
f= Yan pti he -Р У. ар, 

Собрав выесте все подстановки (2.4), (2.9), (2.11) и (2.19), 

получим, что волновая функция, удовлетворяющая уравнению (2.1) 

с потенциалом (2.2), имеет вид 

Yan = р Гек) + Я, ea ЗА. 

(1+ EE S)H, (n) exp f- Cafu (2.22), 

  

где // - нормировочны" множитель. 

Отметим, что аналогично может быть налдено решение уравне- 

ния Клейна-Гордона с потенциалом (2.2). Это резение совпадает 

с функцией (2.22), если в последней круглую скобку, содержащую 

у -матрииы, и постоянный биспинор (1 положить равными еди-
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нице. 

Боли взаимодействие между электроном и полем моиохроматиче- 

ско? волны отсутствует, т.е. Фи=о »~ to 221, 220 , TRH 

ременная /7 переходит в `= M BuecTO волновой функции (2.22) 

имеем 

и pe expt AG) 4 (KK) t+ 4/2)- F% hy, (gy 62023). 

Функция (2.23) является собственной функцией оператора. импульса 

монохроматической волны Jo Kx fet Ovo? я и оператора 

импульса электрона 17 - бы — Ки (И+1/4 ) ‚ Отсюда видно, 

что введенны? ранее четырехмерны” вектор О прецставдлет со- 

бой полный импульс системы. Этот вектор являетсл сохраняющимся 

и в случае присутствия взаимодействия. Хотя при 6.70 не 

сохраняется в отдельности ни импульсе электрона, ни импульс мо- 

нохроматическо" волны, но сохранлется квазиимпульс монохромати- 

ческой волич 

В. = Кн? [ Ota) ге, 
являющийся собственным значением операторе, 

(2.24), 

L = Eas KOU Li, (у? $y — 2e*E И 

= Км [4 fs 20 (gH) ext” se 
29-3 Ge) Ge бе те. 

где big 2 О ОХу - ЭТУ. OXG - тензор напряжен- 

ности электромагнитного поля, а потенциал Aha определен как 

сператор выражением (2.2), Сохраняется и квазиимпульс электрона 

fn ‚ равны" Gam Kp . Соответствующий ему оператор равен
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разности оператора полного импульса системы и оператора / „Ес- 

ли вернуться к уравнению (2.20), то видзо, что для квазиимпуль- 

са электрона имеет место такое же соотношение, как и для импуль- 

са свободного электрона 

(P+ wii О. (2.26). 

Отметим еще следующее свойство функций Lon :так как Фе) =фе) 

и @е)= (Ре)» то волновая функция не изменит своего вида, если 

вместо полного импульса g ̂ ^ подставить квазиимпульс электрона 

Ги. Появится при этом только дополнительный меодичель 

exp a «(к 

Условие ортогональности функции Ури проще рассмотреть в 

системе координат, ось 5 которой совпадает с направлением рас- 

пространения электромагнитной волны. В этой системе координат 

= г" Ane {3 -Po=Ga-Gor (Pe) = Ko(pz-(Po) ›а про- 
изведение (7 6) зависит только от компонент р, HK P2 . В этой 

системе координат функции ри ортогональны в следующем сыы- 

сле 

An Loon Ar, ALANA = 

= би!“ дир (2.27), 
2 др. ~ [fey 

где переменная X,'= X,+\, +» Здесь учтено условие ортого-- 

нельности собственных функций гармонического осциллятора от 

одинакового аргумента, нормировочны” объем положен равным еди- 

нице и принято, что (('((=1. Если множитель перед символами 

Кронекера в правой части равенства (2.57) выбрать равным еди- 

нице, то нормировочный множитель 

= (1 9% и/1-1 )- 2% (2.28).
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Зыражение (2.к<} для функции Ури неудобно в том стнозении, 

что в нем явно не вычислено дейстоме оператора С, на стоящую 

за ним функцию. Но зто нетрудно слелать. Во-первых, можно пере- 

нести оператор (/, за стояцую за ним круглую скобку. Еели 

учесть тождество (2.0), то в результате такого перенсса множи- 

vamp $ в во втором члене з круглых скобках следует зэзмепить на 

e A ‚ где оператор Ям определен согласно (2.2). Во-вторых, 

де’ствяе оператора И { ИЗ осцилляторную волновую функпию от пе- 

ременно! 7 можно вычислить, если разложить последнюю по сис- 

теме незозмущенных осцилляторных функци? от переменной =. В 

результате 

(2.29) «В, 
( 

Yo, = NC“ (1 4 1S 

P= Us rly) Oxpd- 47/24 - 

= 2 expt сакх) (мат) Вы и; Oxp $3, 2.30) 

f | | yo 
Вы “панки / Hy (9) (¢ Jexp- ae 7 (2.31). 

Интеграл (2.31) можно вычислить с помошью производящей фун- 

гии [ats]. Сравнитет выражения (2.29), (2.30) и (2,23), мож- 

но захлючить, что эсля в отсутствии взаимодействия межцу элек- 

троном и квантованной волной осциллятор находился в состоянии 

Й + +0 взаимодетствие привело к тому, что в волновой функции 

системы присутствуют все состояния незозмущенного осциллятора. 

Если не обрачать ввимание на второ" член в круглых скобках 

функции(2.29), которы” вовсе отсутствует для бесспинового элек-



трона, описываемого уравнением Кле’на-Гордона, то видно, что ве- 

роятность находится оспиллятору в состоянии /, пропорциональна 

| fre I*. 
Скалярная функция Г, может быть преобразована к более зам- 

кнутому виду. Для этого необходимо в формуле (2.30) поменять 

местами суммирование и интегрирование, в результате чего сумму 

под знаком интеграла можно свернуть с помощью формулы Мелера 

[214] дая многочленов Эрмита. Выполнив после этого еще интегри- 

рование |214 | , получили окончательно 

Ри= = 2-2) Ч ры .) 
[4 422 ue (1-zZ2) {"™ И [Сн22)2 24-2227 
    

Есина 
Г ALL p27 27 (1-22) 7, (2.32), 

rac | 

> = ехр1-<(кх/$, (2.33). 

Волновая функция (2.22} или (2.29) и (2.32) описывает си- 

стему из взаимоде’ствующих между собо" электрона и /\ фотонов. 

Поскольку любая линейная комбинация Функци? Von тоже будет 

решением уравнения (2.Г), то можно на’ти такую волновую функцию, 

которая будет описывать движение электрона в поле волны с задан- 

ным распределением по числам заполнения фотонов. В частности, 

можно натти волновую функцию, описъвающую движение электрона в 

так называемо” когерентной светово’ волне. 5 противоположность 

совершенно неопределенной фазе волны, состоящей из И фотонов 

[16], фаза когерентной волич вполне определена. По аналогии с 

образованием когерентного состояния 15, 16 [ составим дине’ную 

комбинацию из функций ou :



Yon = Ctp{-nay> 4 a Пр“ oy (2.34), 

где 742°" равно комплекеному числу „С. › введенному Глвубе- 
ром [15 |, И - ереднее число фотонов, а 7 - фаза световой вол- 

ны, которую впредь положим равно’ нулю. Если учесть выражение 

(2.29), (2.32) и (2.21), то с помощью производящей функции не- 

трудно вычислить сумму по И в волновой функции (2.34), 

Рассмотрим теперь предел функции (2.34), когда среднее число 

фотонов Й и нормировочный объем СФ стремятся к бесконечно- 

сти, но так, чтобы среднее число фотонов в единице объема 47/42 

оставалось конечным. Учтем ещё, что когерентное состояние описы- 

вает волновой пакет с центром в точке ‘fo = CR) . Bere 

новая функция (2.34) поэтому будет заметно отличаться от нуля 

только при & ^ (2 я) или <= ®-(%)” — порядка 

единицы. Если теперь выполнить указанные выше суммирование и 

предельный переход, то волновая функция (2.34) примет вид 

bp = 5 [1+ ££ 2 (oe) 

  

c0s(kx) [exp j - oe 44 (px) 

    

В О 7 nO ote Fp] a 

Ans @ р. (2h fos 2) (2.35). 

Функция (2.35) совпадает с решением Волкова |1, 2] для моно- 
хроматической волны с точностью до множителя 7-х (< 5“) , 

представляющего собой собственную функцию осциллятора для основ- 

ного состояния. Решение Волкова описывает движение электрона в 

когерентной световой волне, заполняющей все пространство со сре- 

gue? плотностью энергии С07@?/7 = ИР.
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Таким образом, решению Волкова для электрона в классическом 

подле электромагнитной волны в квантовом случае соответствует 

специальная комбинация (2.34) решений Lon уравнения (2.1). 

Эта комбинация описывает электрон в когерентной светово’ волне. 

В сильном поле излучения, когда число фотонов в волне велико, 

классическое и квантовое описания приводят к одинаковым резуль- 

татам. Отличие будет наблюдаться только при небольших числах фо- 

тонов. Другая комбинация решений Low будет соответствовать 

другой статистике поля электромагнитной волны 

2.&. Плоская волна 

Решение уравнения (2.Г) может быть найдено не только в случае 

монохроматической волны, описываемой потенциалом (2.2), но и для 

произвольной плоской электромагнитной волны. Если квантование 

плоской электромагнитной волны проводить в кубе с длиной ребра 

[ иесли плоская волна распространяется вдоль одного из ребер 

куба, то волновой вектор Км может принимать только значения 

Киа (ИФ, хи, ) | Е/= Ре] = 27/0, (2.37) 
Med, 2, Bex. 

Векторный потенциал квантованного поля такой волны может быть 
ин в виде [210 | 

oth ex) go inte: 
A “2 et [Cas © + Cys © ] (2.38), 

esd ia 

(C,2¢) = (2,Q)= 27= (2.39). 
Два единичных вектора бе и ©, отвечают двум возможным сос- 

тояниям поперечной поляризации электромагнитной волны 

Бели для операторов рождения Су. и уничтожения С,. исполь-
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зовать представление (2.3) и волновую функцию и искать в виде 

GU, Uy, = expt 405 n (Be - 27 240), 

то получим следующее уравнение для функции Ф: 

с М>. ис - $2 )|+ mip = о (eal, 
nS 

bsp, = к ] 6 = C/fa,13 | (2.42). 

Решение уравнения (2.41) можно представить ках 

P= РЕЯ (2.43), 

где постоянный четырехмерный вектор Gp имеет смысл полного им- 

пульса системы. Если независящую от координат электрона функцию 

f искать в виде 

f= OV, Ug = expf Z_ > Es Ens}. 
<(Gk) 5 OA 

7 

21+ 2 5 68 Физ (2.44), 

то для неизвестной функции |“ получим уравнение 

+ /> (> Sus }* [-emfy=O 
) (2.45)



@ %. A 
Ae = (gts) 2 = Гр. (2.46). 

Как видно, все полевые переменные электромагнитной волны за- 

ключены в этом уравнении в квадратной скобке, не содержащей 

матриц. Существенно также, что переменные относящиеся к двум 

различным поляризациям, не перемешаны. Поэтому решение уравнения 

(2.45) мощно искать в виде 

Vz р И (2.47), 

где постоямный биспинор (({ удовлетворяет уравнению 

[G- % (£,+8,)-im]u= 0, (2.48), 

а функции /; уравнению 

[2 п (4-58 /-24 2 + h 
= n . eee 

+ plz Sus ) +28, | f= 2 (2.49). 
h 

Из уравнения (2.49) следует, что оно описывает систему связан- 

ных гармонических осцилляторов. Тах как функции /< удовлетво- 

ряют одинаковым уравнениям, то в дальнейшем сосредоточим внима- 

ние на одном из них и для простоты записи опустим индекс поляри- 

зации <. 

Прежде всего избавимся в уравнении (2.49) от членов, линейных 

по Си › и изменим масштаб переменных так, чтобы коэффициенты 

при вторых производных были равиы единице. для этого перейдем в 

уравнении (2.49) к переменным 

ди = и +. (2.50).
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Приравняв нулю коэффициент при =, ‚ получим уравнение для оп- 

  

  

ределения (7) 

Vi* By - gt в2. Q y, =O О, (2.51), 

сткуда 

K 
СЁ» = a. 

В новых переменных уравнение (2.49) выглядит следующим обра- 

вн в ° a , 

| gee 7 2s Иры 2) Zn Zn + 
h= ( : a as 

> 2 (2.53) 

В уравнении (2.53) можно произвести ортогональное преобразо- 

вание от переменных 2, к новым переменным Gy Так, чтобы квад- 

ратичная форма в не?’ стала диагонально’. Ортогональное преобра- 

зование связывает переменные 7, и Чи следующим образом: 

== , 4 =, DDt=4 (2.54) 
Здесь через 2 и Я обозначены одностолбцовые матрицы из пере- 

менных >, и (/„ соответственно, а обратная матрица /)“ полу- 

чается из 7) путем замени строк столбцами. Как известно [215], 

для приведения квадратичной формы к диагональному виду необхо- 

димо, чтобы равнялся нула характеристический определитель мат- 

рицны, состазленно” из коэффициентов это” квадратично” формы, т.е. 

[(и?- 4 ]6иы- в [=О (2.55). 

Определитель этот легко вычисляется, и в результате уравне-



am жа = 

ние (2.55) преобразуется к виду 

>> = ое р И 

Г] (т1- Аз] | 1-82 нате |= С. (2.56). 
mod n=4 

Отсюда следует, что характеристические числа определяются урав- 

нением a 

(a)2-p) Let ft rae a. (2.57) 

Интересно отметить, что похожее характеристическое уравнение по- 

дучил Ван Кампен [42 | при исследовамии взаимодействия электрона, 

описываемого уравнением йредингера, с квантованным электромаг- 

нитным полем в дипольном приближении. 

Из уравиения (2.57) видно, что при /3=О  характеристические 

числа равны целым числам, как и должно быть ддя несвязанных о0с- 

_ цилляторов. Согласно определению (2.38), необходимо рассматри- 

вать только положительные характеристические числа. При /3+0 они 

будут несколько отличаться от целых чисел. Дяя малых /3 это от- 

личие можно искать в виде ряда по /2 ‚ Нетрудно получить, что 

с точностью до - : 
3/2 _ 

Apak-k- Ea-P (ie teu). (2.08). 

Как видно, отклонение Л, от целого числа К тем меньше, чем 

больше К . 

Поскольку все корни различны, то элементы К-того стоябиа 

матрицы 1) пропорциональны минорам определителя (2.55), в кото- 

ром A заменено ны Лк ‚ Вычисление маиоров приводьт к следую- 

  

щему выреженыю для элементов матрицы D; 

Ae a eee (2.59). = 2 he и2—Ль 
?



= 
Коэффициент пропорциональности (1. можно определить из того, что 

согласно _ должно выполняться равенство 

> (n2-Az ) (n2—2e )- lq ha (2.60). 

Учитывая то, что Лк и „и. удовлетворяют уравнению (2.56) ‚мож- 
но вычислить сумму в выражении (2.60). При кл” она равна 

нулю. При К-/1 она отлична от нуля, и разенство (2.60) позво- 

ляет определить С/к. В результате элементы матричи Г)’ равны 

_ Ax 
Anne a HAE AE a (Е - 62/5) (2.61). 

  

    

В новых переменных Tk квадратичная форма в уравнении 

(2.53) диагональна, переменные поэтому разделяются и собетвен- 

ные функции уравнения (2.53) имеют вид 

f? Lh (2.62) 

fie > : | Se a"* n, | tHe (1 onje 

Собственные ——— уравнения (2.53) равны 

ne 

> = A (Nei 4 t/a) mes | (2.63). 
  

Вояновая фумкттия и исходного уревнения (2.Т) с потенциа- 
лом (2.38), слеповательно, определяется выражениями (2.40), 

(2.43), (2.44), (2.47) и (2.62).Приёмом, изложенным в предиду- 

щем параграфе, может быть образована суперпозиция из таких вол- 

новых функций и совермен прелельмы? переход к волновой Функции 

Волкова, описывающе’ движение электрона в плоско! электромаг-
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HMTHOS ролике. 

Из уравнения (2.48) следует, что полный импульс системы 

должен удовлетворять уравнению 

7-2, ЕЬ + m*= O (2.64). 

Удсбмо перейти от полного импульсе к импульсу электрона. Послед- 

ний, олнако, можно звести по-разному. Например, 

Pp = Gp ~ Kp ( &,+ £2) (2.65) 

Pp = фи - 26, 2 (ие Пе к+1 ) (2.66) 

Условимся называть {Ри импульсом, а (Pr - квазиимпульсом элек- 

трона. Из выражений (2.64) и (2.65) следует, что фи удовлет- 

ворлет такому же соотношению, как и для свободного электрона: 

р“ + ^- О „ели в уравнении (2.64) перейти к квазиимпуль- 

су Pp и учесть —, (2.46), (2.58) и (2.63), то е точнос- 

тью до членов порядка pe его можно представить следующим об- 

разом: 

Р рые #24 4 Ирка Marta) + (ре rs (pa)?] 

6 LQ) 7267/6] 

#52. кз ( (et Nextt} = Co , (2.67), 

где согласно (2.42) <= e2/ax,23. 

Ках видио, третий член в уравнении (2.67) не зависит от ква- 

зиимпульса злектрона, поэтому его можно рассматривать как до- 

бавку к массе электрона, возникающую в результате взаимодейст- 

вия электрона с электромагнитным полем плоской волины, Введем 

эффективную массу /, 

=2 

we = je 4 2. 4 Cr Na+ } (2.68). 
a &
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Для вакуумного состояния, когда все /,.-—иИ.,-Ф добавка к 

массе содержит логарифмически расходящуюся сумму, но коэффици- 

ент при этой сумме пропорционален / < и может быть сделан сколь 

угодно малым при увеличении объема квантования. В другом предель- 

ном случае - классическом - число квантов //;к и объем кванто- 

вания устремляются к бесконечности, но так, что число квантов 

в единице объема И. //? остается конечным. В этом случае опе- 

раторы Ск; и ак можно заменить С-числами (Ик 2 ере ) 

Fa (Ик )* Cap (-7 Xs ) соответственно, где 27. -фаза. Тог- 

да выражение (2.38) представляет собой ряд Фурье плоской волны. 

Сравнивая это разложение с выражением (2.68), видим, что к квад- 

рату массы электрона, движущегося в классической электромагнит- 

ной волне, добавляется известный | 7,45,216 | член ©24~ . Uno 

касается двух последних слагаемых в выражении (2.67), то они 

появляются только для квантованного электромагнитного поля. При 

[ -> >= ими и членами более высокого порядка по С“ можно прене- 

бречь. Тогда квазиимпульс электрона Pu удовлетворяет соотноше- 

нию pt me =O ‚ полученному при рассмотрении движения 

электрона в классической электромагнитной волне |‘7,45,216 |. 

Решение уравнения (2.Г) с потенциалом (2.38) было потом на’- 

дено также в работах [26,27 [. 

Отметим, что если в уравнении (2.Г) вместо потенциала плос- 

ко! волны (2.38) подставить оператор потенциала всего электро- 

магнитного поля, То аналогично (2.40) может быть введен унитар- 

ны" оператор ( и волновая функция представлена в виде (2.43). 

Но оператор (/) , аналогичный (2.44), не приводит в данном 

случае к разделению спиновых и полевых переменных. Ёсли исходить 

не из уравнения Дирака, а из уравнения Клейна-Гордона, которое 

не содержит спиновых переменных, то получится уравнение, анало-
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личное уравнению для полярона больлого радиуса [44 |. Послед- 

нее было исследовано с помощью разнообразных методов, преиму- 

щественно вариационных. 

2.3. Монохроматическая электромагнитная 

волна и магнитное поле, параллельное 

Уравнение (2.1) может быть решено и в случае, когда на элек- 

трон кроме монохроматической волны действует еще постоянное 

магнитное поле, приложенное в направлении распространения вол- 

ны. Выберем это направление за ось = и будем рассматривать 

волну с правой круговой поляризацией, Оператор вектор потеици- 

ала этих полей тогда можно представить в виде [210] 

  

ss 1 г Ay = gly + a | (Eip- 4, Je OF), 

+ (Cap с Cap JC fed (2.69), 

j 

где Н{- величина постоянного магнитного поля, а векторы поляри- 

зации Cop и Cann и волновой вектор А„ имеют следующие компо- 

ненты в выбранной нами системе координат 

Cap (4, 0, 0, 6] j G(o, 1, 0, 0) ,K (0, Ow, (cy) (2470). 
Позтому | 

(6) = CA, к) = ВЕ] КА О. (2.71). 

Бели от волновой функции 7/ перейти к функции <Р ‚ а по- 

том ик f таким же образом как в параграфе 2.1, To gua функ- 

нии ff получим следующее уравнение:



=> 4 р 7 

[4 - бэ, 61-963; -й4+ 
Ей tela Fm] foo 

=. , 

Амте @ (2.73). 

Здесь постояиный четырехмерны” вектор op (и, в 9,1%) име- 

ет нулевую компоненту по оси Ly ‚а функция У зависит от пере- 

менных Уи “ . 

Сделаем в этом уравнении подстановку 

S me U,=1th, tyt=1-A , Usfty=4 

tn [6 y+ 65) +165, -655]. aaa, 
Бели умножить уравнение (2.72) слева на (/.„’, то придем к сле- 
дующему уравнению для неизвестной функции И: 

z Е ae A A | 

[& te ИЕ Oy ity 2Ge) -i'm [Vz O (2.79), 

где переменные © и Ч и их производные заключены только в не- 

зависящем от i -матриц операторе 

[= | ¢*- (4K) Re Ea hie 2S, 

    

— 2ENGS 429, i 
(2.76). 

Решение уравненил (2.73) поэтому можно представить в виде про- 

изведеняя скалярно? функции f от переменных > и и посто- 

М : 
Va fu _ LFA. (2.77).
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Постоянный биспинор (4 удовлетворяет уравнению (2.75) с посто- 

янной 4 вместо оператора / . 

Уравнение (2.77) для скалярной функции // описывает два ос- 
циллятора, связанных билине’ными силами. Это хорошо известная 

задача квантово” механики, и нахождение ее решения не представ- 

ляет труда. Окончательное выражение для нормированных собствен- 

ных функций, удовлетворяющих уравнению (2.77), имеет вид 

Ans = Hy pe] Hs (2) Px pl 442") (2.78). 
V7 2S HIS 
  

  

Переменные /), и 72 выражаются через переменные < 24 oe 

дующим образом: 

и _ 249 [1% Г - т 5], 

ees А, 

6 = lh (y- 4), 0 =] (t+h Po? I 

f= 264°, @ = 6*- (ge) 

  

(2.79). 

Собетвенное значение /, соответствующее собственной функции 

(2.78), равно 

Дис = BLE) (ne 74) + Ch -EN S442 JG. (2.80). 
Собственное значение полной энергии Yo можно найти, если при- 

равнять нулю детерминант уравнения (2.75) с (Ди. вместо опера- 

тора / . Тогда получим, что 

(9 Gy - fy — wr tds a (€7- = O (2.81). 

Отметим, что Ags согласно (2.80) и (2.79) зависит от Яо .
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Если взаимодействие между электроном и электромагнитной вол- 

ной отсутствует, т.е. $20, то решения уравнения (2.81) равны 

Yo = (ии 1-е] ща (25-7441 (2.82). 
Здесь два знамения 7Y>// соответствуют двум воэможным спино- 

вым состояниям электрона, а разность (з-(/+/»)со равна им- 

пульсу электрона в направлении оси = . Как следует из выраже- 

ния (2.82), при 6=0@ полная энергия равна энергии свободной 

квантованной волны плюс энергия электрона в магнитном поле [210]. 

ИИ ИИ 90 Ури (2.81) первую поправку к 7 поряд- 

ка 6“. Она равна 

- 62 (2n+741)(Gs- Gifs 4 C8S- vit )h 

о = [24, (аи 9 И -9 О АТ. (2.83). 
  

Еели собрать вместе все подстановки, то получим следующее 

выражение для волновой функции, удовлетворяющей уравнению (2.Г) 

с потенциалом (2.69) 

би = Фр ие И, - 384 

114 (90) ea a (2.84). 

Также как и для волново" функции (2.22), замена полного импуль- 

квазиимпульсом са 0), 

[Атм ay LS) (N+4/2) (2.85) 

не меняет вида функции (2.84). Появляется при этом только допол- 

нительный множитель Oxy {4 (py)-C(YX)] , 
Решение уравнения Клейна-Гордона с потенциалом (2.69) отли-
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чаются от (2.84) только тем, что в (2.84) фигурная скобка, со- 

держащая Г -матрицы, и биспинор равны единице. Собственные 

значения определяются уравнением (2.81) без последнего члена в 

левой части. 

Аналогично волновой функции (2.34) в случае отсутствия маг- 

HMTHOrO ПОЛЯ можно образовать линейную комбинацию из функций 

(2.84) и перейти к пределу, когда среднее число фотонов А и 

нормировочный объем Ge стремятся к бесконечности, но так, что 

среднее число фотонов в единице объема И/> остается конечным. 

После выполнения такого предельного перехода получим волновую 

  

He py +4 Kees (ex) | CAPS « (px)-4 (¢- Jan )*4 

ил) — ; [$+ AX coy (ex) I? 

та к буи (вх) +“ EN piu 2Cex) 9 (2.86), 
4 

A, = ПО = Чи Con(Kx) 49 Cay Sit, (Ех) (2.87) 

Q=al(h fun K2 , Ke eh2/Lh -РЕД. (2.88) 

Так как полевая переменная 5 He перемешана с другими перемен- 

ными и заключена только во втором члене показателя экспоненты, 

fO ЭТОТ член можно даже опустить. В результате получим решение 

Редмонда [12 |, когда электромагнитная волна описывается клас- 

сически. 

Решение уравнения (2.Г) с потенциалом (2.69) было потом по- 

лучено также в работах [ 28-31 | и обобщено на случай плоской
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электромагнитной волны [32,33 | . В этих работах обсуждаются осо- 

бенности поведения системы вблизи циклотронного резонанса и от- 

мечается, что в спектре энергии системы имеются запрещенные об- 

ласти. 

=.4. Две монохроматические 

электромагнитные волны 

В этом параграфе рассмотрим движение электрона в поле двух 
монохроматических волн. Подобная задача рассматривалась в связи 

с эффектом Капицы-Дирака. Но при рассмотрении этого эффекта обы- 

чно исходят из уравнения Шредингера, в котором векторны" потен- 

циал усредняют по времени | 9,10]. В случае уравнения Дирака. 

эта задача обсуждалась в работе [8 |. Ниже расемотрим как слу- 

чай классического, так и квантованного поля электромагнитных 

волн. Для простоты выкладок пренебрежем спиновыми свойствами 

электрона, поэтому вместо уравнения (2.1) будем рассматривать 

уравнение Кле’на-Гордона 

[CE meh РО ат, 
Рассмотрение проведем в системе координат, в которой обе вол- 

ны распространяются в противоположных направлениях с одинаковн- 

ми частотами. Пусть это направление совпадает с осью = ‚„ К та- 

кой системе координат всегда можно перейти с помощью преобразо- 

вания Лорентца, исключая случа” двух волн, распространяющихся 

в одном направлении. Далее предположим, что электрон тоже рас- 

пространяется вдоль оси > и что обе волиы циркулярно поляри- 

зованы. Рассмотрим сначала случай классического поля двух та- 

ких эдектромагнитинх волн. Их вектор - потенциал имеет вид
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Ay = O12] Cy C3 eX) 4 Pay, Siig x) ] 4 

+e | Fay, C03 (Gx) t bay S14 (bx) [ (2.90), 

где, и 9) - амплитуды воли, а единичные векторы поляризации 

С и Crp и волновые векторы Е, и Е, удовлетворяют условиям: 
И 

(2) = @; Е] = к? ==? 6 (2.90. 
Знаки "+" и *-" в выражении (2.90) относятся соответственно к 

противоположной и одинаковой круговой поляризациям волн. 

Если теперь подставить выражение (2.90) в (2.89), то легко 

найти, что в случае противоположной поляризации волновая функ- 

ция равна 

b= fa) epi Ft) (2.92), 
где < удовлетворяет уравнению 

ря 
бат fr. me e* (a; % 9E ) - 20%, bcoz fe gay, 

В случае одинаково’ поляризации волнозая функция равна 

= (Е) р ра) (2.94), 
где #4 удовлетворяет уравнению 

р + Pa + Were P2(0 74 Go? )4LOW Qa Ch Lust [py = О (2.5). 

Здесь Ди 7) - энергия и импульс электрона, 7’- время. 

Замечательно то, что в обеих случаях переменные разделяются. 

Это свойство теряется в случае линейно-поляризованных волн и 

если учесть компоненты импульса электрона, перпендикулярные на- 

правлению распространения волн. Как видно, в первом случае со- 

храняется энергия электрона к потенциал является периодическим 

mo оси > ‚а во втором случае сохраняется импульс электрона
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вдоль оси 2 и эффективный потенциал периодичен во времени. 

Уравнения (2.93) и (2.95) являются уравнениями Матье |214 |. 

Остановимся на стационарных решениях этих уравнений в виде рас- 

пространяющихся волн, так что _— 

CoA 

fer Apple) 2, w expline2) ie on) 
И=2. >> 

> Expy (~ LE’ 5 A At [—7 Y2 = CApl (6%) bn Orp(-inat) cone 

где (rs и Е’ - действительные характеристические экспоненты 

и суммы являются периодическими функциями по Х и се пери- 

одом 27/2, . Стационарные решения уравнений (2.93) и (2.95), 

однако, существуют не при любых значениях параметров, а только 

в так называемых зонах устойчивости. Наряду с этими зонами су- 

ществую? запрещенные зоны по энергии для уравнения (2.93) и по 

импульсу для уравнения (2.95). В первом случае физическая кар- 

тина качественно соответствует движению электрона в одномерной 

решетке в твердом теле. Во втором случае труднее найти анало- 

гичную физическую проблему. 

Заметим, что сумма по И в (2.97) распространяется от -<о 

до ©^ и поэтому функция /, будет содержать члены как с по- 

ложительными, так и отрицательными частотами, Это значит, что 

во втором случае будет наблюдаться рождение пар. В практически 

создаваемых полях, однако, ©7002 (na t<< 7/7 , поэтому дви- 

жение электрона во втором случае является почти свободным, толь- 

ко слабо возмущенным полем. К тому же, для оптических частот 

(ист и для рождения пары необходимо поглощение большого 

числа фотонов от обеих волн. Процесс будет описываться высоким 

порядком теории возмущений. 

Перейдем теперь к случаю квантованного поля электромагнитных
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волн. Оператор векторного потенциала тогда имеет вид 

; 

7 1 6; Cy CA pL € (Ех os Ca" enp Fete al 

5516: (rt С Crp] «(éax) [4 Ce м a Cp] Kx) ] 4. 

(2.98) 

4. Crntte Gis Oy 
A (2.99). 

Верхний (нижний) знак в (2.98) соответствует противоположной 

(одинаковой) поляризации обеих волн. Для операторов рождения 

@ и уничтожения С. выберем представление (2.3). 

Подставив (2.98) в уравнение (2.89) и поступая также как и 

в предыдущих параграфах, найдем, что волновая функция имеет 

вид 

в гр [хх be $744 + 

+4 Bx? 2-32) ] 7) 

(2.100), 

где ul, О, 42,44] есть полный момент рассматриваемой 

системы, а функция / зависит только от переменных с и <> 

и удовлетворяет уравнению 
2. “OF - 2 ее Ив errs 

+ (4 МИЯ; 2-6, 21+ 4, ae с Set. i 

+ м 27 if О, (2.101),



2¢e= 
где 

зе 2, fa 

h = C2 Ras (2.102). 
При выводе (2.ТОТ) предпологалось, что электрон и фотоны распро- 

страняются вдоль оси >. Чтобы не иметь дело с нулевое энергией 

осцилляторов, в показатель экспоненты (2.100) введен wien 

t(EX)A+ TAX) « 

Рассмотрим сначала случа” противоположной поляризации волн , 

которы” отвечает знаку ”-" в последней кругло” скобке уравнения 

(2.ТОГ). В этом случае оператор полного числа фотонов 

5 = -3 Sea 6241) £ (Eg3 - 92 244) (2.103) 

коммутирует с фигурной скобкой уравнения (2.101). Обозначим соб- 

ственное значение и собственную функцию оператора 5 через си /. 

Величина S может принимать целые неотрипательные значения. 

Так как полная энергия системы и энергия фотонов $с) сохраия- 

ются, то сохраняется и энергия электрона, что находится в пол- 

ном согласии со случаем неквантованного поля монохроматических 

волн, имеющих противоположную поляризацию. 

Так как полное число фотонов является хорошим квантовым чис- 

лом, то решение уравнения (2.ТОТ), убывахщее при <, €, +400, 

можно искать в виде конечного ряда по невозмущенным осциллятор- 

ным функциям 

22, е37 2 
= еху-- BQ Cn Ни, ЛИ си ,) (2.104), 

где НИ. = полиномы Эрмита. Если подставим (2.104) в уравнении 

(2.10Г) и учтем известные соотношения между смежными полиномами 

Эрмите. [214 [, то получим следующее рекурентное соотношение для 

коэффициентов С’:



_ x= 

[ИСИ] +4 жи 1с-6[- +41] ,8 в (и ; 2.106). 

Здесь введены следующие обозначения 

  

  

d- GERI-G+*) | ga я 
(EG) -Ё. $=- дк." 24)? , 
г a = la —2 gle 6 

Чтобы получить нетривиальные значения для S+/ коэффициен- 

тов (›^ , необходимо приравнять нулю детерминант, составленный 

из коэффициентов при С„” . Следовательно, при любом < можно 

получить S+/ различных корней A sy И построить соответствую- 

цие ортогональные функции ч,„(2., <.) — › Ге 7-01,...5. 
Зная Дсу и учитывая (2.106) можем найти пояную энергию систе- 

мы 

ра Сол [абы 24 IK Sti} Vesey], (20107), 

которая равна сумме энергии фотонов и электрона. Из-за взаимо- 

дегствия с фотонами последняя отличается от выражения энергии 

для свободного электрона. 

Приведем выражения для Agy › полной энергии Фо и норми- 

рованных функций ae ma S>O wm S=L. 

о И, 
Go ана «24а 

= пез (- 21); (2.108) 

SL 7201, drys и 
Yo= cst | w РАДИЙ +72 26 “G24 f°) 4 

2(b%- Aves) р 
wy ААС НЯ: (2,100) 
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Отметим следующее обстоятельство. Из коэффициентов С,^ мож- 

но построить полином степени < от некой переменной Хх : 
с 

fos тей 
и2о 

Если учесть рекурентное соотношение (2.105), то можно вывести 

ee уравнение, которому удовлетворяет этот поли- 

(2.110). 

2. | 
{ fed. [8x?+ (ht S-1)x-6]F -~bsx-Ag Gh Oe erin: 

Следовательно, решение парциального  диеренциального уравне- 

ния (2.ТОГ) в этом случае эквивалентно решению обыкновенного 

дифференциального уравнения (2.1). Полиномиальные решения ура- 

внения вида (2.1) были рассмотрены в работе [217 [ , в которой 

была доказана ортогональность подиномов Го, (х ) на единичном 

круге. 

Пере’дем теперь к случаю одинаковой поляризации элдектромаг- 

нитных волн, которы” соответствует знаку "+" в последней круг- 

лой скобке уравнения (2.101). В этом случае со всей фигурной 

скобкой уравнения (2.ТОГ) коммитирует оператор 

Zz 

p= = УЕ = Bee - ei) (2.112), 

т.е. оператор разности числа фотонов, распространяющихся в про- 

тивоположных направлениях. Обозначим собственное значение и 

собственную функцию этого оператора через {и % . Величина 

может быть любым целым числом. Так как полный импульс системы 

и импульс фотонов Фе сохранлется, то сохраняется и импульс 

электрона, что находится в согласии со случаем неквантованного 

поля обеих волн с одинаковой поляризацией.
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Решение уравнения (2.101) опять можно искать в виде ряда по 

невозмущенным осцилляторным функциям. Но теперь, однако, этот 

ряд будет бесконечным, так как сохраняется не полное число фото- 

нов, а их разность. При 020 имеем 

2 м, — е fe= empl HEB) Cf Male $e) ил, 
Подставив (2.113) в уравнение (2.101), получим следующее ре- 

курентное соотноление для коэффициентов Сие 

[ udu+e)- yn adel Ose ~ Е] c;* *, +2 (ust) Gut = О. 

  

  

(2.114) 
n=O #, 

. и) © ) +24 _ @, 
Ne (E, are = 9 +26 | 

Де = ый ее А, ль. 
Yay 

Цри ©<0О сумма (2.113) naummaeres c /// , HO pexypeHTHue соот- 

ношения (2.114) остаются теми же с /2/ вместо ( и противопо- 

ложным знаком перед (/, . 

Приравняв нулю бесконечный детерминант, составленный из ко- 

эффициентов при С)’, получим собственные значения и) ‚ где 

У-0..... Так как Key зависит от полной энергии системы 7, 

то удобнее в этом случае Y, считать параметром, а Go 

ственным значением. Из (2.115) отсюда получаем 

Qa = ~t3l t [Go~Les)® m2 2h (044) -Yosthep] & (2.116). 
Если вместо С,’ ввести 

би = Gea" (nts) | (2.117), 
то рекурентные соотношения становятся более симметричными 

[ине ие Ик че (и = Фо (2,118).
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Также как в случае противоположной поляризации можем ввести 

функции Го и С) от переменной X : 

se Sey _ и Fe= 2 Ex", Coz tex" (2.119). | 5 — 
Я 

Используя рекурентные соотношения (2.114) и (2.118), можно выве- 

"em — уравнения, которым удовлетворяют эти функ- 

Toe ава [бочка а, 4 ON ele о) 

2 
1х0, ~ [6x44 (ol,~€-1)x + 6] вех «Ле <= О (2.121). 

Уравнение (2.120) имеет две регулярные особые точки при х>-о 

и х-96 и существение особую точку на бесконечности. Уравне- 

ние (2.Т2Т) имеет две существенно особые точки в нуле и на бес- 

конечности и отличается от уравнения (2.ПГ} только знаками не- 

которых коэффициентов. Согласно общей теории дифференциальных 

уравнений с двумя особыми точками |218 [ , уравнение (2.121) от- 

носится к типу уравнений, имеющих одно существенно сингулярное 

решение и второе решение, которое ыожет быть представлено рядом 

(2.119). Этот ряд является асимптотическим и становится сходя- 

щимся только при |, , равных собственным значениям hoy в 

При малых © собственные значения и собственные функции 

MOKHO искать в виде 
к a 

им ih > Ари 
A oF 2 4 ey , Gey= ) 6 Gey (2.122). 

Ил2 > b= oO 

С точностью до 45 

Rey = 27-7] +$ ‘| me ое... 

  

(2.123)



  

GC), me 4 | aa р Lebel Med) 

  

4+ 

2 ГУГУ-1 
76 [ox ях 72-661) 642] yy 

XR (14k N24) р 
(2.124) 

== 2 У OF. + в 

В ‚Я т (2.125). 

Можно привести выражение для Лео при Уёо с точностью go f° : 

(641) 4 Fg (044) a0 Ss ЭР 
Де (hy. 4044) tr -Ay 1h44)? (-Ap 4 (12) ~ 

+ 6 Lg (£44) (A, +441) 
(9 +644] 5-е, 4642) (2.126). 

Здесь a определено согласно (2.115) и, следовательно, зависит 

еще от 4 . Считая полную энергию положительной величиной, по- 

лучим, что (7, всегда положительно. 

Ряды (2.123) - (2.126) теряют свой смысл, если с’, равно по- 

пожительному числу к. При этом с точностью до небольшого сла- 

гаемого /-ко/. Такое соотношение между 7, и частотой / соот- 

ветствует порогу рождения-вннигиляции электронно-позитронной па- 

ры. При рождении электронно-позитронной пары поглощается К фо- 

тонов из каждой волны. Если положить в уравнении (2.121) 2% 

равным К и от функции (>, перейти к функциям Ко, 

6, = exp (sx) Ke ) (2.127), 

то вместо (2.121) получим уравнение 

2. { а ot са (e+4-K)y-6 Ja x7 KAY 1Ae- 67 {R= 0(2, 128),



-62- 

Это уравнение также, как и уравнение (2.11), имеет полиномиаль- 

ное решение. При каждом K имеется К-+/ решений. Собственные 

значения Л›) определяются из определителя ©‘/ порядка. 

Случай (22 соответствует нулевой полной энергии. При этом 

@е = соиз® , Ago> 6* (2.129). 
Интересно, что это собственное значение является одинаковым при 

любом < . Если теперь учесть выражения (2.127), (2.119), (2.117) 

и (2.113), то получим следующее выражение для волново" функции 

Loo = As exp{- $$: 1) A)" 1h ($2) HivselG,) (2430), 
L Tr tiaa! 

где нормировочный множитель /” равен 

Ars 16702 Of (26) | “ | (2.131). 

Lp) модифицированная функция Бесселя первого рода | 214|. 

Рассмотренная в этом параграфе задача обсуждалась также в 

работе [219 |. Отметим еще, что на основе разработанного автором 

метода решения уравнения Дирака для электрона в квантованном по- 

ле были получены еще решения, описывающие электрон в квантован- 

ном поле плоской волны плюс скрещенные электрическое и магнитное 

поля [ 13 | , поле гармонического оспиллятора | 36 | и другие поля 

[34,35,37 |.



бы 

ГЛАВА ИТ. 

ЧАСТИЦА В ПОЛЕ МОДЕЛЬВАХ ПОТЕНЦИАЛОВ 

В ПРИСУТСТВИИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ 

3 данно’ главе рассмотрены задачи об отражении электрона от 

стенки в присутствии электромагнитной волны, ионизации системы, 

связанной короткодействующими силами, под действием циркулярно 

поляризованного поля излучения и рассеяния электрона на 3’ =no- 

тенциале в присутствии циркулярно поляризованной волны. Рассмот- 

рены также некоторые математические вопросы, связанные с этими 

задачами. Первая задача имеет отношение к расчетам многокванто- 

вого фотоэффекта с поверхности металла [61,54-65 | ‚ а модель 

с &`-потенциадом может быть использована для описания многофо- 

тонных переходов в отрицательных ионах [69| . Эти задачи интере- 

сны и сами по себе как простые многоканальные задачи с открыти- 

ми и закрытыми каналами, когда удается легко проследить ряд осо- 

бенностей многофотонных процессов. 

3.Г, Отражение электрона от стенки 

зв присутствии электромагнитной волны 

Так как основное внимание хотим уделить постановке и матема- 

тическим трудностям задачи, то для простоты рассмотрим одномер- 

ную задачу | 66 | об отражении электрона от непроницаемой  стен- 

ки в присутствии монохроматической! волны, поле которой направле- 

но перпендикулярно стенке. Пусть волна распространяется вдоль 

оси 2, а ось Х направлена перпендикулярно стенке. Тогда век- 

тор-потенциал волны равен 

A =(Ch Yu) Caw (t-24), (3.1),
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где Г - амплитуда напряженности поля, CU - его частота. Пусть 

электрон падает тоже перпендикулярно стенке, и допустимы закон- 

ность дипольного приближения для данной задачи, Т.е. пренебре- 

жем зависимостью 7 от => . Законность этого приближения обсу- 

дим ниже. В таком поле уравнение Шредингера имеет вид 

(ОУ - = (112. + 8 caret у 

       

  

#872 (3.2). 

частным решением которого является 

т = в г 

ek 
= + СТАЕ 
а (2 ; 27 (3.3), 

где импульс электрона К связан с энергией, точнее квазионер- 

гией Е обычным соотновением Р=77к?/2 21 ‚ Решение (3.3) 

описывает движение электрона в электромагнитной волне со сред- 

ней энергией £74 е? А? Ирис, , 

Пусть электрон падает на стенку со стороны положительных х. 

Тогда падающая волна равна ``, . При отражении от стенки элек- 

трон может поглотить из волны или отдать ей / фотонов. Поэто- 

му отраженная волна представляет суперпозицию таких состояний, 

и полная волновая функция равна 

Ves Vig 4 an oe , (3.4), 
где Vin отличается ма (3. 3.3) только,тем, что С заменено на 

F+hAw ШК № Ки- =/2m(Frhtu)] % / . Величина 7, 

‚есть амплитуда состояния, в котором электрон при отражении от 

стенки поглотил / фотонов. Так как /1 может принимать и о?- 

ричательные знамения (электрон отдает волне энергию ///7с/ ), то 

при И<-Е /№с/ импульс электрона станет чисто мнимым, т.е.
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k,=A/k,| + Физически такие состояния допустимы. Они соот- 

вествуют закрытым каналам в многоканальных задачах рассеяния. 

Волновая функция в них экспоненциально убывает при х—> 22, Цоток 

в канале /\ равен (Й„[9А, где > - скорость электрона в 

этом канале, а условие сохранения потока в данном случае имеет 

Bihan 2. (3.5) 
ho = - LE faa (3.6), 

где квадратной скобко" обозначена целая часть отношения F k ic. 

Коэфрициенты Ay определяются граничинм условием, которое для 

непроницаемо" стенки имеет вид ии 0/=0 + йля волновой функ- 

ции (3.4) это условие сводится к следующему: 
Coo 

хр (-г6чи? a2. An exp(-intsibXnstne) 4 

где введены следутщие безразмерные величины: 
. | 2E Fowl, $= os jee ‚битИчий , = (3.8). 

  

Если бч S=0 » TO A, в выражении (3.7) были просто равны 

коэффициентам рядв Фурье для функции Фр (2216 5ти С) + Щи 
конечных Е выражение (3.7) можно рассматривать как резложение 

произвольной функции, в данном случае Cx p (-t6Sin7) 5 8 ряд 

по системе функций 

Ixy = = @хр (ГИГ Г во, cine) (3.9). 

Система этих функций, по- ‚ полна. Но она неортогональна, 

так как интеграл от произведения |» и | no 7 в щеде- 

лах of O go 27 не равен нулю при “777, , & PABeH 

vat [“и>= Уи LE (Ln -L45)] , (3.10),
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где 5, — функции Бесселя. По-видимому, должно существовать не- 

кая система функций Г ̀Ви]- › которая вместе с />х„> образует 

биортогональную систему, т.е. для которых интеграл — (Pre Ки» 

равен нулю при /^+И . Имея такие функции <u легко найти 

явны8 вид решения рассматриваемой задачи и текже любой другой 

задачи со ступенчатым потенциалом. 

К сожалению, в настоящее время такая система функций <’/би ( 

не построена. Поэтому поступим следующим образом. Разложиз обе 

части уравнения (3.7) в ряд Фурье, можно получить следующую бес- 

конечную систему алгебраических уравнений для определения коэф- 

фипиентов и 

Fe (-4) = IA. Foo bey), b> 04412, (3.11). 
Появление функпии ны Чик (4и)] › аргумент которых со- 

гласно (3.6) зависит от индекса, вообще характерно для многофо- 

тонных задам [62,65,114 |. 

При малых [ из системы (3.11) можно найти для коэффициен- 

тов Д, разложения в ряд по ©. Первые члены таких рядов для 

нехоторых A,, имеют вид 

A, = {- (6% ГА 

Аи = + $ = Е . четы 42 |+. | 

Atg- ex, Byte. (3.12). 
та 0 

Ky, mene /2 (3.13). 

Подставив такие о_„ в уравиение (3.7) и вводя вместо 7 пере- 

менную (> Z'-(6£/)5in7 › можно увидеть, что Ay, есть ко- 

эффипиенты ряда Фурье. В результате получим, что 

Ay = ВОН ata



= в == 

Выражение (3.14) фактически применимо при более жестком ограниче- 

нии бег ‚ поскольку если @ велико, то существенны большие 

И и, следовательно, из уже не мало. При $=Фо коэффициенты 

Жи= Уи (26). 
ips ¢/0 ww порядка единицы система (3.11) решалась чи- 

сленно следующим образом. Принималось, что отличны от нуля толь- 

ко коэффициенты Ao, Att... И+и„», которые находились из 2 174/ 

уравнений {3.1} с K=0,t/,...,2m « Вритерием того, что опре- 

деленные таким образом 4, удовлетворяют системе (3.11), явая- 

лось постоянство 7/, при увеличение числа каналов 71, а так- 

же выполнение равенства (3.5). Расчеты показали, что при #</ 

вплоть до 6=3 достаточно ограничиться Я -7 . 

На рис, 3.Г приведены вероятности возбуждения /7/и/“разных 

каналов в зависимости от < при $204 .„ Чиеле у кривых - 

знамения И . Бросается в глаза то, что при = вероятности 

[An [2 имеют ссобениости в заде пика илк сглаженно” ступеньки. 

Такие аномалии возникают и при = -1,5,... „ но все менее вы- 

раженные с уменьшением © . Природа этих особенностей та же, что 

и аномалий в сечениях процессов на пороге реакции | 70]. Дейст- 

вительно, при Г=<Йс, „где < - целое число, открывается 

новый канал неупругого рассеяния, поскольку К-‹ проходит через 

нуль. Такие пороговые аномалии были отмечены при многофотонной 

ионизации | 65 | и, по-видимому, должны появляться при рассеянии 

электрона и на более сложном потенциале в присутствии электро- 

магнитной волны. Экспериментально их трудно обнаружить, так как 

требуется высокое разрешение по энергии. 

С практической точки зрения интересно знать, происходит ли 

поглощение или усиление излучения при рассеянии на различных по- 

тенциалах в присутствии электромагнитной волны | 220 |. В данном 

случае коэффициент поглощения пропорционален величине
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= => YX, Ay, |" 

YUSno (3.5). 

Используя (3.12), можно показать, что при 6, е <<. величи- 

на С стремится к 0, = 57(°/? , равному отношению коле- 

бательно? энергии электрона в поле к его поступательной энергии. 

Такую же величину для {? дает классическая механика. В таблице 3.1 

приведено несколько примеров численного расчета по формуле (3.15). 

Как и следовало ожидать, квантовая механика дает результаты, от- 

личающиеся от классических только при 5>. . Так как р , pac- 

считанные по формуле (3.15), и [»„ положительны, то можно ут- 

верждать, что при отражении электрона от стенки в присутствии 

электромагнитной волны происходит поглощение излучения. Интере- 

сно отметить, что при рассеянии на кулоновском потенциале в слу- 

чае параляельности скорости падающих энектронов и поляризации 

эдектромегнитного поля (так же как и в данной задаче) наблюдает- 

ся, наоборот, максимум отрицательного поглощения | 220 (. 
Обсудим еще точность дипольного прибаижения для данной зада- 

чи. Так как уравнение Шредингера является нековариантным, то его 

решение для векторного потенциала я = < Ре Соб (Е-2) 

не может быть найдено в явном виде. Однако известно решение ура- 

знения Кле?на-Гордона с таким потенциалом [216 |. В выбранной 
нами системе координат это решение имеет вид 

¥ (Px, Pu) Crp 4 (pox +poz—et)¢ 

+ ( `ес2 р | „бити -— cof? LU ASL é 

(€- -C pra) has® ‘i Eee! " «) (3.16), 

— _ 2. Pal ps 4p2) 2 и= м (#-2), == САРАЕ) СЯ (3.07),



= О 

Таблица 3.1 

Сравнение квантовомеханических Ф и классических (>, ) 

пропорциональных коэффициенту поглощения, при разных 

  

  

Кв С 

$ ~@ ? Pea 

0,1 a 0, 0044 0,003 

0,1 20 0,12 0,5 

0,8 0,2 0, 00322 0,0032 

0,8 te 0,29 0,32



afi = 

fx ae - импульсы вдоль осей х и > . Пусть падающая волна 

есть = (—7,,0/ ome Px=(er nrc)“ . Kanu 

выше, отраженная волна есть суперпозиция состояний, в которых 

электрон поглотил из волны или отдал ей А фотонов. Граничное 

условие при Х- О должно теперь удовлетворяться при любых зна- 

чениях переменных (< и > $‹ Оказывается, что оно будет удов- 

летворяться, есля в отраженных волнах импульс = выбрать рав- 

ным /Й0/С. Поэтому полная волиовая Функция равна 

в 4 Ex, 0) - a An Ире (2, ), (3.18), 

где “Иж, р) имеет вид (3.16) ¢ 2+ Ake вместо си 

hha/c sweeto р» ‚а Px, ивжодится из (3.17). Прирав- 

няв ^/^ нулю при Х=о ‚ получим то же уравнение (3.7) со 

сведующими значонилый параметров 

f= ects И мс mace i= /1+ py tes 
  

  

С”, (3.19). 

При малой кинетической энергии электронов Е’- я 11, cz 

формулы (3,19) переходят в (3.8). Таким образом, кроме вылолне- 

ния закона сохранения импульса, учет запаздывания в данной зада- 

че не привел к каким-либо существенным изменениям. Это обуслов- 

лено тем, что в данной задаче взаимодействие фактически проис- 

ходит на стенке, т.е. имеет нулевой радиус. 

Отметим, что система алгебраических уравнений, аналогичная 

системе (3.11), была получена в работе [65 [, где приближенное 
ее решение было найдено в результате замены функций Бесселя их 

первым членом разложения в ряд. Подход, аналогичный вышеизложен- 

ному, был развит в работе | 68 | при рассмотрении прохождения ча- 

стицы через периодически меняющийся во времени & -потенциах.



~ $= 

3.2, Электрон в короткодействующим потенциале 

в присутствии электромагнитной волны 

Нашей второй задачей, допускающей даже аналитическое решение, 

будет задача о многофотонной ионизации системы, связанной корот- 

коде’ствующимия силами, под де’ствием циркулярно поляризованной 

электромагнитной волны и рассеяния электрона на короткодействую- 

щем потенциале в присутствии тако” волны | 7Г |. Математически 

задачу о движении электрона в очень узкой и глубокой яме удобно 

формулировать с помощью метода 0 потенциала [69]. Известно, что 

в трехмерном  (`-потенциале электрон мыеет всего один связанный 

уровень с энергией Е ‚ Вблизи этой бесконечно узкой и бесконеч- 

но глубокой ямы волновая Функция имеет вид 

ПИ (# — в] ерСсЕ /, (3.20), 

где 5 и ЕЁ. связаны соотношением << = белы) в 4. Движение 

электрона с массой /м в такой яме может быть определено из решения 

уравнения Шредингера с потенциалом |69 | 

+, ant? 
ИСе/= 8 Г ОЕ (3.21). 

Пусть теперь кроме потенциала (3.21) на электрон еще действу- 

ет подле циркулярно поляризованно” волны, распространяющейся с 

частотой Со вдоль оси 2 . Напряженность поля такой волны име- 

ет компоненты 

Если ограничиться дипольным приближением, которое столь же хо- 

рошо обосновано для данной задачи, как и задачи предыдущего па- 

раграфа, то в (3.22) можно пренебречь зависимостью напряженнос- 

ти поля от координати >.
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З.е.Г. Иосиизация системы, связанно! короткодейст- 

вующими силами, циркулярно поляризованной волной 

Задача о вырывании электрона из 4’ -ямы под действием цирку- 

лярно поляризованно’ электромагнитной волны может быть сведена 

в дипольном приближении к решению следующего уравнения шредин- 

      

repa 
ik GE - [- 2. А + ih Se )2 2,4 + 

«ЯР е*Е^ 
Wn CO i-¢ Ox petite “ay cjcosert) ee] af (3.23). 

Последний член в правой части уравнения (3.23) есть средняя энер- 

гия колебания электрона в волне. 

Будем искать решение этого уравнения в виде 

4b = Фкре ке) PE, 4) (3.24), 
где С - квазиэнергия [128-130 [ , а Dl Et ) = периодичес- 

кая функция времени. 

В присутствии переменного электромагнитного поля уровень в 

6" -потенциале становится квазистационарным. Поглотив несколько 

число фотонов )электрон может покинуть яму. Это должно быть от- 

ражено в граничных условиях, налагаемых на волновую функцию: в 

открытых каналах волновая Функция должна быть в виде расходящих- 

ся волн в то время как в закрытых каналах она должна экспонен- 

пиально убывать на бесконечности. Так как граничные условия ком- 

плексны, то квазизнергия Е тоже будет комплексной. Ве действи- 

тельная часть определяет положение уровня, а мнимая - его шири- 

ну. Фактически это является обобщением определения квазистацио- 

нарного состояния [119| на случа” многоканальных задач. 
Чтобы учесть эти граничные условия, построим сначала функцию



да 

Грина для электрона в циркулярно поляризованном поле с требуемым 

поведением на бесконечности. Функция Грина должна удовлетворять 

уравнению 

2 
[Е Аш. +z = Awe See [2 Гл 

> as ay mL —> =, -§ cat |G, (2, ¥,0,0)=- 06-0) S@-0') 
(3.25), 

ruc Le toe 6 

Будем искать решение уравнения (3.29) в виде 

  

4 Pees RP) ee Pie 

a = ged orl (4=F PS Ge(P, 2. CUO (3.26). 

Если подставить (3.25) в (3.25), то получим уравнение для фун- 

KLM Oe (pC, €) 

[E+ihwZ -2P ОИ (p, sin t= cet) [Je =- 92 
(3.27). 

Этому уравнению удовлетворяет следующая периодическая функция 

Op = (in) £erpfi€ i £P Ре вре» 2-2 (3.28) 
2229 м- E-ANw 
  

И=- == 

Подставив (3.28) в (3.26) и иитегрируя по OP с учетом то- 

ro, wro G- должна описывать расходящиеся волны, получим окон- 

чательно 
И > ели 04 €nfE~E "(Ci Fe)- Fee] 4 
      

  

BM gaye | E- 2 oe/mar|[Fce)-FeyT | (3.29), 

Полученная функция Грина представляет собой бесконечную сум- 

му расходящихся волн с частотой, кратной ©. это есть отраже-
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ние того факта, что частица в монохроматическо? электромагнит- 

ной волне имеет целы" спектр эквидистантных уровней, а не одну 

определенную энергию. Из (3.29) видно, что при Е-зИЙйм>0о 

мы имеем расходящиеся волны. в то время как при Е-чИй4/< о 

~ экспоненциально затухающие волны. 

Бели в уравнении (3.25) опустить Ри отказаться от усло- 

вия периодичности, то вызеизложенным методом может быть получе- 

но хорошо известное an представление для функции Грина 

ил r By р Ее" 77 = g Е ти фа gt) 

Orly 2KC- О mt пе 1 (3.31) 
or где 7(&-2' равно нулю при 2-ГО и единице при 7-2>о. 

Если теперь использовать функцию Грина (3.29) и преобразовать 

уравнение (3.23) в интегральное уравнение, то волновая функция 

будет иметь правильное асимптотическое поведение. Соответствую- 

и 
и 

Се, г) = - 08 ae CAE, ce Zh} 

NEVE, [0/ DE / 2.) (3.32), 

Е f - № eee (3.33). 

Так как в уравнении (3.32) под интегралом находится д° -фун- 

кция, TO поведение волновой функции при любом ¢ будет опреде- 

ляться ее поведением около нуля. Но вблизи нуля DE 2) может 

отличаться от (3.20) только зависящим от времени множителем: 

PE t)= (¢ 2) ule) (3.34), 

где —(/(1-) - периодическая функция от 2 .„ Чтобы найти



ИЕ 

ii) nonerasum (3.34) в уравнение (3.32), устремим < к нулю 

и устраним особенность в нуле. В результате получим следующее 

интегральное ни для : me Leet] 

медь [м expl-in@- 7] 

Ро и=-=> [5тих (6-21 
  

f exp[2ie(E4n w)2/sint Gc] “4 fuer). (3.35), 

где введены следуощие безразмерные величины: 

  

ZS = or ей Ро = ——_ =. © в 3. a р М, VS eps 
    

Так как ядро уравнения (3.35) является периодической функци- 

ей и зависит только от разности 2-Г'’ ‚ то решение этого урав- 

нения есть просто постоянная, при условии, что _ 

  

ВС © (3.37) 
AUX 

Е )= 144,7 ке Эт 

{ ехр [2iple+nw 5 x | -1f (3.38). 

Уравнение (3.37) ecTh трансцендентное уразнение для определе- 

ния квазиэнергии ЕР. 

Найдем теперь другие представления для функции РС=/. За- 

метим сначала, что CXPc]-1-/ в фигурных скобках выражения 

(3,38) может быть заменено на < $(и[...] . действительно, ес- 

ли эту экспоненту разложить в ряд, то четные члены этого ряда 

будут представлять собой сумму членов вида икет8 (КИ ) , 

для которых всегда <>К . Чтобы устранить И^ ‚ проинтегрируем 

эти члены К раз по частям. В результате сумма по И д@ст нам 

б'-функцию 0х). Из-за множителя 5/и5`“(х/4) — оставший-



si ~F — 

ся интеграл по х равен нулю. Нечетные члены ряда для хр... ] 

дают < 3+ [...1 . Если использовать формулу [214 | 

й Li И . 
face” Casing Pos Cpl Ges) ies 

[(445-h) TU fes4n) ss 

то получим следующее представление для F<): 

pres gr (Ee ty w S42 м 
(Е) ь {2.5 (ем) (&- (HI)! (spat)! (3.40). 

co $= lu] 

  

Используя разложение квадрата функиии Бесселя в ряд, можно 

убедиться, что Е L 

Pa) = 4 4 < £5 (erm) поди, р ДОбели ты], 
Was —> 

приводит к (3.40). Из выражений (3.40) и {3.41} ясно вадно, 

что все открытые каналы СР им > о) дю вклад в ширину, 

а закрытые - в сдвиг уровня. 

Вели использовать функцию Грина (3.31), т0 вывод, анаяогич- 

ный выводу выражения (3.35), приводит к следующему интегрально- 

му представление дла Fe) ; 
A 

Ее) = ЧЕ 2х 2 “"* 
5 QVin о YQ 

| expC p? Siete) 1] 

(3.42). 

В эквивалентности (3.42) и (3.40) можно убедиться, если в 

(3.42) экспоненту в квадратных скобках разложить в ряд и прове- 

сти интегрирование по Xx . 

Решение трансцендентного уравнения (3.37) дает 

/, 
Е. = Е -а-я(/, (3.43),



= 

где /Д есть сдвиг уровня, а / - его ширина. Мы примем, что 

Га ]Е. | и пренебрежем величинами порядка r=. Бели 

Г//ЕЛ не мало, то само понятие квазиэнергии теряет смысл. 

В слабом поле, когла "< Уи И и”, из (3.40) можно по- 

    

лучить 
2 Q 

A-gZil ae м ви и 34 4) % 

Е 2? В [249-274] ди. 

Чтобы найти асимптотическое представление для Г(=/ при ма- 

лых \^/ проинтегрируем сначала интеграл в (3.4) по частям. Тог- 

да 

еде 1-е еде ры аи, 

  

i | ее — ; 

X@) = E, 2 + +, (2- Е =), Е, =-Е/7Е ] (3.46). 

При малых частотах Vy интеграл (3.45) может быть вычислен ме- 

тодом перевала. Если принять, что Wa< V<</ ‚то получим 
2 ay? и СЕ a 1-F, a ТИ ech - = * 26E 52" 3.296," BF FR 

  

и = 4k LE, we 
ie ep empl: * AV (4- 15 72 Jeo] (3.47). 

  

  

Решение уравнения (3.37) с таким ГЕ, ] приводит к следующе- 

му сдвигу и ширине 

ae 2. a4 =- kad w2) - 

    

_ 5% a” fy р 
—c2 avexpl- 77 (4 - /S 2, (3.48). 

Для полей \’ парне нии аи Л и ширина Г вычисля- 

лись с помощью формулы (3.40) и уравнения (3.37). Результаты
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Рис. 3.2. Сдвиг уровня в 6’ -потенциале как функция напря- 

женности электромагнитного поля \’ . Числа у кривых 

- значения частоты W .
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Рис. 3.3. Полуширина уровня в 4’ - потенциале как Функция на- 

пряженности электромагнитного поля. Числа у кривых 

- значения частоты \/.
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приведены на рис. 3.2 и 3.3. Цунктирные кривые соответствуют 

постоянному полю и получены из выражения (3.48) при ИО. Йз 

рис.3.2 следует, что с уменьшением частоты поля сдвиг уровня 

стремится очень быстро к своему асимптотическому значению при 

\/-О ‹„ При больших частотах, когда возможна однофотонная иони- 

зания, сдвиг становится положительным и медденно приближается к 

значенню ©А^/А/лм м7, равному кинетической энергии колебания 

электрона в волне. Цирина уровия растет очень быстро с увеличе- 

нием напряженности поля. С увеличением частоты ширина сначала 

растет, а потом убывает. Последнее находится в согласии с тем 

фактом, что сечение прямого фотоэфекта уменьшается с ростом 

частоты. 

Наряду с полной вероятностью ионизации в единицу времени 

\/-Г/ можно вычислить и вероятность ионизации в эдиницу време- 

ни в каждом канале. Для этого подетавим (3.34) и (3.29) в пра- 

вую часть уравнения (3.32) и устремим 7 к бесконечности. В ре- 

зультате на’дем, что на больших расстояниях волновая функция 

ee 

p= z _! декан Hl pt) + 

+1 pCEr «И неа h (Er зи ия (3.49), 

, Era=-d ee a (3.50). 

Здесь 2’ и 7 - полярные углы, определяющие направление вылета 

эдектрона по отношению к оси д, совпадающе" с направлением рас- 

пространения поля. Сумма по И в (3.49) включает только откры- 

тые каналы. Из (3.49) следует, что вероятность вылета электрона 

в единицу времени в результате поглощения И фотонов равна 

Kar klér + ew) 7%



Oo 

7 | 
W,, = N (2r th Ww) Я они, ГрЕни 2] 2522 | 

i (3,51). 

Множитель //’ может быть определен из условия, что сумма всех \/, 

должна равняться полно? вероятности ионизации //Х . Из пред- 

ставления функции Бесселя в ряд следует, что при Их и веро- 

ятность И -фотонной ионизации имеет максимум в направлении, 

перпендикулярном направлению распространения волны. Чем больше 

И › Тем это? максимум острее. 

Выражение (3.51) для \/, было получено также в работах | 62, 

63 ] , только с тем отличием, что в их случае <, было равным 

-{-У2/9 м2 ‚ т.е. не учитывалось влияние сдвига уровня на ве- 

роятность ионизации. Это влияние в самом деле мало, исключая 

область вблизи порога И -фотонной ионизации. 

Одновременно с нами задача данного параграфа была решена не- 

сколько другим методом Манаковым и Рапопортом [72 [. Задача об 
ионизации системы, связанной короткодействующими силами, под 

действием линейно поляризованной волны рассматривалась в рабо- 

тах [73,74 |. Был использован изложенны" выше метод. В этом слу- 

чае также получается интегральное уравнение (3.35), но так как 

его ядро не является разностным, то функция (/(2/) не является 

постоянной, и ее приходится искать в виде ряда Фурье. Задача 

тогда сводится к решению бесконечной однородной алгебраической 

системы. 

3.2.2. Рассеяние на 3 -потенциале в присутствии 

электромагнитной волны 

Рассматривая рассеяние электрона на С’ -потенциале в присут- 

ствии циркулярно поляризованной волны, мы должны в интегральное



— SS ae. 

уравнение (3,32) добавить неоднородный член, описывающий падаю-- 

щую волну: 

Фе, 2]- Qh 8.) ИР [oe Certo’ Loy 

OEY? [2 BC, oY] 

Неоднородный член удовлетворяет уравнению (3.23) без deena 

(3.52). 

  

ала и равен 

DPE ¢)= K eapl ek пе Kole Sind tony, 7] = 

и и в 
— ке ate и Dama (3.53) 

Углы 7 и ./ определяют направление К. 
Вблизи начала коорцинат волновая Функция должна иметь вид 

(3.34), где теперь 

Ut) = 2. (3.55). И=-=э , 

Если подставить (3.34), (3.55) и (3.53) в уравнение (3.52), 

устремить 2 к нулю и приравнять коэффициенты рядов бурье, то 

получим, что , 

ns hein ell A (pe% Sint) 

Зная БР, , а следовательно, и волновую функцию вблизи нуля, мо- 

жем с помощью уравнения (3.52) найти волновую функиию при любом 

ie 

rant, ; 4. ее 0, 7, Ре ее! (3.57). 

  
 



— are 

Чтобы найти Dowel €,t) mgm больших < ‚, подставим (3.29) в 

(3.57) и устремим < « бесконечности. В результате 

CoO 
= 4 => , 

би. == ) @хр[ек, вии реб.) 43.8) ря (2 26 rh ne Hl. 2/ Резина) . Hen 

Ls (3.59), 
и Речи чи ИЕ +00) 
Ки = [А (Е чи] e/g 

Углы Фи f определяю? направление рассеянной частицы в сис- 

теме координат, в которой = ось совпедает с направлением рас- 

пространения электромагнитно” волны. 

Зная _/, и учитывая нормировку падающей” волны (3.53), можем 

найти дифференциальное 

Я 6% = = dun |S (3.61) 

(3.60). 

нк QE 2 £6 6 1,49 ae СЕРВЕ речи ДЕ veal! 
Seb oy? Ze, Греки и] 

сечения р =фоевиной ионизации. 

Интересно заметить, что в нашем случае нетрудно доказать спра- 

ведливость оптической теоремы [x19] 

  

(3.62) 

Judo (Vo, fa) = = Oe | (3.63), 

Gy = 2 бу (3.64). 

В самом деле, из (3.59) следует, что мнимая часть амплитуды уп- 

ругого рассеяния вперед 53 587 АУ 

2. ПЕЫЙ (3.66).
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Бели учтем определение (3.41) для Функции Р(=/ и формулы (3.64) 

и (3.62), тс легко увидеть законность оптической теоремы (3.63). 

Если в знеменателе зыражения (3,59) положить разным нулю, 

(+ вм] = 4418 

и сумма по 2 может быть свернута с помощью тоеремы сложения 

для функций Бесселя [214 . В результате получим следующее при- 

ближенное выражение для амплитулы р (с точностью до фазового 

множителя) 
Ly ae oe 

fu Fein) Tuf PLES epee 

то 

ани] 7 лить 5и 263 9-2 (3.66). 

Это же выражение может быть получено на основе рассмотренного 

Бункиным и Федоровым | 64] борновского приближения. Можно ожидать 

что приближение Борна даст хорошие результаты при больших энер- 

гиях педающего электрона и не очень больших интенсивностях по- 

ля излучения. 

Однако при некоторых энергиях разница между борновской амп- 

литудой (3.66) и точной амплитудой (3,59) может стать очень за- 

метной. Действительно, Так как @ может принимать отрицатель- 

ные значения то,при 2+/хл-1! функция Fi (e+ lw/ будет 

близкой к нулю. Физически это означает, что электрон отдал вол- 

не энергию ГИ” и сам перешел в связанное состояние. Следова- 

тельно, вблизи энергий 2. +.(Лсу в сечениях рассеяния возник- 

ну? резонансы. Амплитуда рассеяния (3.59) вблизи резонанса мо- 

жет быть представлена всего одним членом суммы по (, для ко- 

торого (--© . В такой области энергий функция 27-5) 

может быть разложена в ряд по £-S%%-F, , rae Е, опреде-



лено выражением (3.43). В результате получим следующее выражение 

для амплитуды рассеяния зблизи резонанса 

fare "2 ®E, 7, [pep + sw) Sine] 

Fan] Alert Ons) Я ВСЯ 
где Р(е„) есть производная Eve] no & MM sre, -« 

Следовательно, в сечениях рассеяния 6) будет наблюдаться 

резонансы, удаленные друг от друга на расстоянии Ис. . Сама ве- 

личина резонансного сечения будет быстро уменьшаться с уменьше- 

нием |” и ростом энергии падающего электрона. Резонанс будет 

заметным, если будет заметной также вероятность перехода элек- 

трона в процессе рассеяния в квазистационарное состояние, Если 

Е велика по сравнению с Йс/ ‚ эта вероятность заметна только 

в сильных полях. 

Исходя из амплмтуды (3.67), сечение С; вблизи резонанса 

может быть представлено в виде 

ct: бр Aes (3.68), 

где 

a EEF ep ler+s we) 516] 
м _ 

ОР РИ ТЕЛЕ. Ед] (9 
я 

Гис = Ми /й и Ми. ‹ может быть найдено из (3.51). Сле- 

довательно, сечение 0,^° есть произведение (;° на относитель- 

ную вероятность /‹< -фотонной ионизации, 

С практической точки зрения больши’ интерес представляют не 

сами сечения 0, , а коэффициент поглощения света, определяе- 

мы" выралением |220 |
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Рис. 3.4. Зависимость величины Ks ‚ пропорциональной коэффи- 

циенту поглощения света С ,‚ от энергии падающего 

электрона при частоте поля |//=-/,.2 . Числа у кривых 

- значения напряженности поля |” . Пунктирная кри- 

вая - приближение Борна.



=~ 22s 

2 = /V; Ne hey UA, ae (3.70), 

где а 

Ay = 2, WE, (3.71) 
h2 ho 

//. в № - плотности падающих электронов и рассеивающих цен - 

тров, / - ъь поля излучения, 7`- скорость электрона. 

Так как А принимает и отрицательные значения, То оХ, может 

стать отрицательным. На рис. 3.4 представлены вычисленные по 

  

формулам (3.71) и (3.62) знамения «, (в единицах 7”) вбли- 

зи С = 42) и Е=Е +3 при 22=й в 
15 =/ ИЕо[ + Гаавная особенность представленных кривых та, 

что коэффициент с, почти всюду положителен, кроме области вбли- 

зи резонансов, где он принимает большие отрицательные значения. 

Максимально возможное усиление быстро педает с уменьшением поля 

\ и ростом числа 5 . С уменьшением поля И область энергий, 

при которых наблюдается усиление, также сужается. Из рисунка 

следует, что борновское приближение достаточно правильно вос - 

производит? точное значение <, , кроме областей! вблизи резонан- 

сов. Можно ожидать, что наибольшее усиление будет при 2-2. йе, 

(если Йо \/Б.| ). Однако в этом случае вычисленный по фор- 

муле (3.71) коэффициент <, положителен, так как все д тоже 

положительны. Прямой захват в связанное состояние является не- 

стационарным процессом, процессом с несохранением потока, кото- 

рый в нашем рассмотрении сохраняется. Представление о сечении 

захвата можно получить, если его идентифицировать с сечением 

образования компауид-состояния (3.69).
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3.3. Обобщение рядов Неймана для специальных 

функций Бесселя, встречающихся при 

решении многофотонных задач 

В этой главе при решении различных многофотонных задач мы 

часто имели дело с функциями Бесселя вида 7), (2//+ла) и их раз- 
ными суммами. В данном параграфе представим /77 | различные фун- 

кии в вице ряда 
i) 

  

2. би Уи (чи) (3.72) 
h=o 

и его некоторых модификамий, где 

Е: [1+ + Wa]. (3.73), 

ZY a Qe любые комплексные числа, исключая V/>-/ . бак- 

тически будем иметь некоторое обобщение рядов Не’мана ns 221 | 

которое переходит в эти ряды при И-0 . Имеется и некоторая 

аналогия с рядами Каптейна | 214,221 | , т.е. рядами по функциям 

Бесселя вида У,„ /(Учи)=] + 

В дальнейшем вывод ряд формул будет основан на свойстве по- 

линома 

= ia Pr OnRnl ta) a 
Ro. (al=4 22! Mi! (0- un) ГС hanes) {lta бат да 

_ get = / 

at ee exp (t/a). 
of deg Е gy) 

ape y Cn РЕ LG УЛ, 
‚7 VA =f By ss. (3 4)



— Я = 

обращаться тождественно в нуль при целых положительных Аи, мень- 

ше 2. Это свойство вытекает из последнего представления поли- 

Qo (a) mh нома ky, (2/ ,‚ которое можно получить, если (<y/2,, ) 

представить как 

[4 т Учи] ] ера и (rsd) The (3.78), 

Я 

свести сумму в (3.74) к производным от двух гипергеометрических 

функций, а потом использовать формулы преобразования ддя гипер- 

геометрических функций [214[. 

Используя разложение функции Бесселя в стеленной ряд и ука- 

занное свойство полинома (3.74), можно убедиться в справедливо- 

сти разложения 

(27-1 <= би) ГОчи] Я 
2. re aid meee (24 jan) р р ар (3.76), 

где 2 и д - любые комплексные числа, У не является целым 

отрицательным числом, а символом {-а] здесь и в дальнейшем бу- 

дет обозначено выражение, равное по форме предшествующему, но с 

противоположным знаком перед константой С в формуле (3.73), 

определяющей Ayer . Обоснование изменения порядка сумми- 

рования при выводе формулы (3.75) и дальнейших формул такое me, 

как и в работе |221 ] при выводе соответствующих формул для ря- 

дов Неймана. 

Если имеем разложение 
и 

f (2)* x Cae (3.77), 

то с учетом (3.70) его можно представить как 

a 

f(a) a") th Fry (Zokyyy) + f- 9h (3.78) 

20



i та 

где | Е | 
‹ ка Г (ни-5) p28 с —— 
oY =? и _ 2S ef Yth и-Х$ 3. $ 

oe S26 A : 

Если разложение функции //з) в ряд Маклорена не задано, то 

ее разложение в ряд по Зи Сы) можно построить по аналогии с ее 

разложением в ряд Неймана [221 |. Для этого допустим, что [2/</ | 

разложим 1/(Ё-2) в ряд по возрастающим степеням > , 

подставим вместо 2^ выражение (3.76) с У-< , произведен 

перестановку двойного ряда и в результате получим: 

та = 0) )+2 [kn 0, ее) 4-9 (3,80), 
hod 

где O, (¢) - пояиномы Не’мана. Бели использовать неравенство 

И и 

= AL! ox pfiat¥tsiaA} ca.en, 
которое может быть получено из соответствующего неравенства ра- 

боты [221 | ana обычных функций Бесселя Fy &) » то перестановка 

членов дво’ного ряда при выводе (3.80) обосновано, так как при 

[21 < [Ё[ сходится ряд 
CoD 

oh в (чат, 

Ter Е“ | 
2 [6 [29 2. Mm, 1K Soy, [ Fe, ama 5 аш] = 

Е ъ 1 | 2 |569 м 
р ? 2 (S4m— i /het2u | /=/ 3 49 ff, 
— 2 ce Ге a , /4 / / 

INL Tal (seam) CY ре” и И 

  

ют
 

  

  

  

25 b= 0 

2 $ м Mw 

6 ee Be oxphiaheallay 
Е! ps oO ra, 
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Если теперь f@) - аналитическая функция от х внутри зам- 

кнутой области с контуром С и если > - ее внутренняя точка, 

то по теореме Коши с использованием разложения (3.80) сразу по- 

лучаем 

fl) = b, Jole)+ Зе) 1-49, (3.82), 

где 

  

S4@) 0, (éx, Jat (3.83). 
Ze с 

би = 

Приведем далее ряд примеров разложений некоторых функций в 

ряд п У, (Хо.и) + Если разложить (К2/ Wt Fy (ez) 

в степенной ряд и использовать формулу (3.70), то можно полу- 

YATh, UTO 

(keV "FZ (xz) KS” сз, Gen) 
изо М” ГО и 
  

  

И - —)- {-a} (3.84). 
Ki o. и 

Аналогично выводятся формулы: 

о ТН р к} 
h=o Hp 

wt (т). + [-27 (3.85), 

Cosz sing)= => ие, и’ 44. , Sat (3.86) 
au 

— ant Sin’ 
Sin(Z sing] =) И Dinas dave] 

и=-@о 4, 

(3.87), 

 



gee 

re (С ve Xx) — - полиномы Гегенбауэра [214 [. 

Приведем ряд примеров разложений функций” по произведениям 

двух функций вида Ук (Кули ) ‚ Заменим в формуле (3.76) 
У на Ум и = ва 220057 — „ Помножим обе части ра- 

венства на С05/(и-У)2”| — и проинтегрируем по 2” от нуля 

до 1/2 . Если при этом использовать формулу 

74 
fF к @) Fy (2)= tS Fy (22 cen coq] (p-y)e Jol? 

  

  

(3.88), 
Ке (71м] >- 1 

то получим 

(24 "= Г(4 oS O4+p42n) 1% Cayton) | 
Z Гони] 9 We аи 

И (и ичяи ] Зичи Ричи t 1-27 (3.89) 

Если функцию Fy (22 S4n Рив ИЯ разложить в сте- 

пенной ряд и использовать (3.89) с и-7’ —,‚ то получим, что 

  

Зи] yes OW 
(REZ Siu v/a)” = Te |x Ca) Xe” x (Ели). 

у ву 

с» om ) 194, yy 0-1-2. (3.90). 
Представим теперь Fy (2) Fy (Kz) в виде интеграла 

(3.88), а функцию Бесселя под знаком интеграла разложим в ряд 

по F4 as, (22 Xpyy1an cos) с помощью формулы (3.84). Сно- 
ва, М ны (3.88), найдем



— Я 

Fylkx)F,, (2) Ss. ыы? 
mo оби) СИ 

  

V4 prt hig 

ет (ZK, Ky ptram) Ty (Mt ha имя]. 

  

ка 
FEm, V4 ha мч; A tia ) +4-2F , RelrmpS 3-9) « 

Если в разложении (3.90) квадрат от функции Бесселя преобра- 

зовать с помощью формулы (3.91), в которой положить QQ=0 ,‚, 

M=Y › заменить У на зи и К на орд › изменить 

порядок суммирования и сравнить полученный ряд с обычным рядом 

(3.90), в котором 20 , то получии 

(v4) PCav+ man) Koy С? (ceay) = 2. (M-h)! T(2y+2utt1) ` 

; F(u-m, Lys mtn, LY¥+du4s Кули). 

СУ 

И eet a + Га}. (3.92). 

Отсюда следует; что если известно разложение в ряд по ортого- 

нально" системе полиномов Гегенбауэра Ch Cap) ‚ то с помо- 

щью выражения (3.92) можно построить и разложение по системе 

неортогональных на отрезке от нуля до 7/ полиномов 

Си [4 - и -оь р) би 7. 
Дальнейше? нашей целью будет получение теоремы умножения. 

Будем исходить из разложения 

Chl =F (и 2 
Epa) -2 9 | Guan (24a) (3.93), 

в справедливости которого можно убедиться путем подстановки 

вместо Fat (2-м) соответствующего степенного ряда и пере- 
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группировки слагаемых по степеням = . Из отмеченного выше свой- 

ства многочлена (3.74) при У-О и I тогда следует, что все 

коэффициенты, за исключением коэффициента при >/‘’ , обращают- 

ся в нуль. | 

Если теперь в разложении (3.93) заменить /“ на «< „Ш- 

множить обе части на (-1)°/2/2)5 HE Ss ‚ просуммировать 

по S от нуля до бесконечности, в правой части равенства изме- 

нить порядок суммирования и использовать теорему умножения для 

обычных Функций Бесселя, то после некоторых преобразований по- 

лучим в нашем случае следующую теорему умножения: 

9, (4=)= Л @- 12. GA) ae. ADH, (Ее, жи" 
  

Используя сво?ство полинома (3.74), нетрудно убедиться в 

справедливости следующего разложения гиперболического косинуса 

по функциям Бесселя 

2 = . é mf 

са Е, Fr, (Zou) + 4-9, (3.95). 
И=О Е 

Существуют? в данном случае также разложения, аналогичные раз- 
доненилм Племильха [221 | , а именно: 

  

>. Fates Fan („= 
И=- => . к Cpa i" [44 2na]"* 

“2. A be (k-n}' (ln)! , (3.96), 

~ Qr-4 

> 5, + и чьи 
i 

= (sr =f Е, (ans )a tk (3.97), 

{= 0 
aed 7 En! (@+u-1)!



= O¢ = 

которые доказываются такиы же образом, как и разложение (3.93). 

Выражения (3.96) и (3.97) остаются в силе и при целых отрица- 

тельных к ‚с той лишь разницей, что суммирование по 2 в 

обенх суммах тогда распространяется до jk(-1. При К-О имеем 

>. Far, (Е Lon) = (3.98), 

>< Gis ина (оби: = С (3.99). 

ны формулой (3.88), отсюда нетрудно получить, 

что 
PF 

‘x Fran (Zhu) Tiago (Zhu) = ove, 
(3.100), 

De Ae 7+2 (Е Lu) а (Zky) = с (3.101) 
И=-== 

при любых целых к и ( . Выражения (3.90), (3.100) и (3.10Г) 

при Q-oO представляют собой частные случаи известных теорем 

сложения ддя бесселевых функций [214,221 | . К сожалению, не 

удается найти аналогичных теорем сложения в общем случае при 

QA#O .„ Обобщение теоремы сложения Графа несомненно представило 

бы интерес, так как помогло бы в построении упомянутой в пара- 

графе 3.1 системы функций < Pals биортогональных функциям 

(3.9).



= Я а 

ГЛАВА Ly 

УРАВНЕНИЯ МЕТОДА СИЛЬНОЙ СВЯЗИ 

ДЛЯ МНОГОФОТОННЫХ ЗАДАЧ 

В этой главе проблема взаимодействия электрона с центральным 

полем атома и полем монохроматической электромагнитной волны све- 

дена к решению уравнений метода сильной связи, Так как при этом 

возникают некоторые трудности с удовлетворением граничных усло- 

BU, то выведены уревиения метода сильной связи также в колеблю- 

щейся системе координат. Обсуждаются граничные условия для раз 

личных многофотонных задач и обобщено понятие квазиэнергии на 

задачи ионизации и рассеяния. 

4.1, Уравнения метода сильной связи 

в неподвижной системе координат 

В одноэлектронном приближении исходным является уравнение 

Шредингера для электрона, взаимодействующего с центрельно-сим- 

метричным полем атома \/(®/ и полем излучения в дипольном при- 

ближении 

1 5+ = [-A/2 + У] -Е вери |4 Я 

В этой и в следующей главах будем пользоваться атомной системой 

единиц [162 [. Вопрое © точности дипольного приближения в случае 
многофотонных переходов обсуждался в монографии [107 ] ‚ где по- 

казано, что квапрупольные члены могу? дать существенный вклад в 

минимумах дисперсионных кривых и при недичия промежуточного ре- 

зонанса, запрещенного в дипольном приближении. Мы не будем инте-
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ресоваться этими исключительными случаями и сосредоточим внима- 

ние на существенно многофотонных процессах, когда частота фотона 

меньше атомной и точность дипольного приближения должна ещз уве- 

личиться. 

В уравнении (4.1) рассматривается случай линейной поляризации 

поля, вектор напряженности которого направлен по оси 2 „ В слу- 

чае циркулярной поляризации поля, роспространяючегося Вдоль оси 

= » последний чден в уравнении (4.Г) следует заменить не 

К (хянат +цевелЛ ИЯ. 

ели волновую функцию 7/ разложить в ряд Фурье по полю излуче- 

ния ив а по сферическим функциям 

Y= > 2 Pie (2) Von (of $) erapd- cL (E + и] 7, (4.2) 

Nova 2=| 

то получим в систему уравнений для радигльных 
функций ие: 

at Kid [fuel =- ASCE ри). 

  

К +) = 2 [Ем - Ме] + (ее, (4.4) 

E y= iT (4,5) 

- M? 172 
Ce = Га (Abe Erm ; ия 

Здесь Л/ -число поглощенных (//>0 ) или испущенных (//20/ фо= 

тонов, Ё = квазиэнергия электрона, /М - магнитное квнитовое 

число, являющееся сохраняющейся величиной в случае линейно 

поляризованного поля, („, = максимальное из орбитальных кван-
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товых чисел С и (’. Сумма в (4.3) содержит четыре члена с 

МЕ в CEH, 
Уравнения (4.3} эналогичнн уравнениям метода сильной связи, 

широко используемым в теории атомных и ядерных столкновений 

[146,222 ] ‚ Тан вывод этих уразноний оснозэн на разложении пол- 

ной волновой Функции атома и падающей частицы по системе атом» 

ных волновых фуниций, Здесь роль атомной системы играет элект- 

ромагнитная волна, Аналогия становится более полной, если от 

классического поля электромагнитной волны, используемого в 

уравнении (4.1), перейти к квантованному полю (параграф &.Г). 

Тогда последний член в (4,1) эеменяется на, 

Az (и (6° oie р. re} 

  

(4.7) 

вле С’ и С - операторы рождения и уничтожения, связанные 

коммутеционным соотношением [0,6'|=Т, \ - объем квантования. 

Представив функцию Y~ в виде 

Ex expliat lye, (4.8) 
найдем, что <р удовлетворяет стационарному уравнению Шредингера 

[+ ие) (9 6] ЕФ О ca.) 
Если теперь эналогично(4.2) волновую функцию Ф искать в 

виде ряда по сферическим функциям и ряда по собственным функ- 

циям поля волны |И> „ *,.е, осцилляторным функциям, то придем 

[145] к системе, аналогичной (4.3): 

+ Кир ( WNne@= > в Син) (4.10)



—~100 = 

4 +; (Sto 4g f He , Ala head 
G2 и : - (и) _ 44) 3 nlo had ы (4.11) 

В сильном поле излучения, когда число фотонов И в волне велико, 

Си‹ переходит в классическую величину + А. ‚ где Ко = роту 

- амплитуда напряженкости поля. Оставшееся тогца несущественное 

отличие (4,10) и (4.3) евязано се тем, описывеемым ли переменное 

поле синус > или косинус - функцией времени. 

Отметим, что уравнения (4.3) существенно проще аналогичных 

уравнений методе сильной связи, используемых в атомной физике 

[146,222 |. Причина в том, что первые не содержат обменных чле- 

HOS ц подучены в результате разложения полной волновой фуикции 

по эквидистантным состояниям электромагнитного поля. В атомной 

физико полная волновая функция раскладывается по системе атом- 

пых функций, содержащих таиже состояния непрерывного спектра. 

Расчет методом сильной связи в атомной физике поэтому удается 

провести только при энергиях ниже порога ионизации, когда от- 

крыто небольшое число каналов. В случае системы (4.3) необходи- 

мое число учитываемых уравнений буде? зависеть только от напря- 

ненности поля Р. 
Однако при численном решении уравнений (4.3) могут возник- 

нуть некоторые трудности, связанные с удовлетворением граничных 

условий на больших расстояниях. Поскольку при 2-7 >> потенциал 

УС) стремится к нулю и остается только периодический потенуиал, 

решение системы (4.3) или уравнения (4.1) при больших С можно 

искать в виде разложения по состояниям в поле /5 С05%7 . Вояно- 

вая функция электрона в поле К, Соб? имеет простой вид (3.53). 

Ho пока не ясно, как из этих состояний образовать функцию, ко- 

торая удовлетворяла бы граничным условиям задечи рассеяния или
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ионизации. Во избежание этих трудностей можно поройти к кохебло- 

щейся системе координат, что и будет осушестваено в следующем 

парагрейе. 

4.=, Уравизния метода сильной связи в 

ходеблющевся системе ноординат 

Аналочично тому, как имеются три альтетналивные формы диполь- 

ных матричных элементов 162 |, имеются три альтернативные формы 

уравнения Иредингора, описывающего электроны з поле этом и в по- 

ле монохроматической войны в дипольном прибиижении. Одна из этих 

форм есть уравнение (Ё.Г). Рассмотрим общий случай поляризации, 

norma Р2 в уравнении (4.1) следует заменить на (EF ) . Som 

ввести функцию 

ge v Cxp4-£ (Е ит 

  

(4,12) 

то получим для нее Зуи: уравнение 

fe = fe z hij 4, oat =/4 = У + © simat) + Ле и 

Переходя к переменной 

Ri e+hcosat, =F / a 

и вводя функцию 

_ 2 SE tee bee 
Ya = Ye ре >>, Дези} (4.15) 

потулим [223 | третье форму уравнения Предингера. 

4 2% = = |-2 Ag+ V(IR- -Geeset }) ]y%, (4.15)
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Таким образом, имеем задачу движения электрона в поле колеблю- 

щегося потенциала. При (->>> потенциал в уравнении (4.16) пе- 

реходит в статический и поэтому граничные условия на бесконеч- 

ности лочти такие же, как в случае статического потенциала. 

Выберем теперь ось г в направлении Г и разлоким потенциал 

в уравнении (4.16) в ряд Фурье по с и в ряд по полиномам 

Лежандре от С052’ 

V(IR- Gcoscot|) = 2 “2 Sem Fe (cos?) Vp (2a) (4,12) 

Если и волновую функцию 4, искать в виде (4.2), то придем к 

следующей системе уравнений для радиальных функций [143,144 | 

го” баке) > Ибице fol Bh, r6 
Nie--2 C= (pM | 

UU (A-ni L0H) = 22 Viren (Ra). 

  

(Ze! BO o0 (Co) (C'KMol€M) 

т.е. системе, аналогичной (4.3), но с более сложной правой 

частью. Из свойств симметрии, входящих в (4.19) коэффициентов 

Клебша-Жордана |224 | следует, что уравнение (4.18) не меняется 

при замене /М на -ЛМ . 

Радиальные функции должны удовлетворять граничному условию 

в нуле: 

(4.20) 

Остановимся сначала на задаче рассеяния. При наличии падаю- 

щей волны только в канале с 120 и (=. , функции tre (R)



= Lg 
должны иметь на бесконечности следующий асимптотический вид 

Ге 
Да» { Fe" КЕ дно бе. en te Sie ety). а 

BK 
Ne 

we” Oxp 4 -lkuIR- Им Фики! З , со (4.21) 

ум = КиК - Е з И -62”. 

и 4 у KOE Wy), yal Kul) f= Brg] (letery) 4,22) 
eee ee » ee See описывает асимптотическое 

поведение -/„/‚“ в открытых каналах, а нижняя - в закрытых ка» 

налах. Через С,//““” здесь обозначены элементы < -матрицы, а 

через 0,”- нулоновская фаза. 

Выведем теперь формулы, определяющие сечения рассеяния через 
элементы С - матрицы. Эти сечения будут зависеть от угла между 

направлением падающего электрона и направлением поляризации 

электромагнитной волны, который обозначим через >С. На больших 

расстояниях К электрон должен описываться падающей под этим 

углом волной, искаженной кулоновским полем, и расходящейся вол- 

ной. При рассеянии на статическом чисто кулоновском потенциале 

волновая функция с такой асиптотикой известна [225 [ и имеет 

следующее поведение при больших К : 
wo: a 
= 

  

=a
 ° 

nm
 с Crp la oy 0 ££}. 

Son, ы (eh, 0) $4 eo (R) (4.23)
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Составим комбинацию 

Y= = 2 му“ (4.24) 
ом 

где определяется выражением (4.2), а a Ly, имеет асиип- 

тотический вид (4.21). При больших К разность между функциями 

(%.24) и (8.23) должна представлять чисто расходящуюся волну. 

Отсюда можно найти, что 

Ср за бе 
Apu ~I7 K-24 66 12“ 4 Kory (X, 0) (3.25) 

Если теперь подставить найденные Угрив (4.24), использовать 

асимптотическое выражение (8.21) для радиальных функций и вновь 

вернуться от колеблющейся системы координат к системе координат, 

связанной с атомом, то можно получить следующее вырзэжение ддя 

части волновой функции, описывающей расходящиеся волны, 

a В 2 i dy Cxp{-.Et -éNat ве, 
и 

7 hu @ Кл, +k cast cestut f (4,26) 

“4 wate Ono + Fo Cl-GY) 

M2, 
п | See 1, м, 6) (4,27) 

fer Gee? РА, bu 44% 5 тя, 65 т, (4,28) 

COs = CHIK CHI! 4 Suk ис (4.29)
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Выражение (4.26) фактически есть разложение по состояниям с 

различным числом поглощенных фотонов, Т.е. по введенным в па- 

раграфе 3.1 функциям 

In> = exp СИМ +6 Ge cavcerwt) ‘aoe 

эти функции неортогональны, так как интеграл <s/\ 10 WT OT 

@ до 21) не равен нулю при $>/’ . Цюэтому при вычислении 

потока с помощью волновой функции (4.26) появляются зависящие 

or 7 интерференционные члены. Если в выражении потока произ- 

вести усреднение по 7 ‚ то интерференционные члены исчезнут и 

получим следующее выражение для дифреренциального сечения рас- 

сеяния с поглощением /’ фотонов 

Ku) Г 12 
AG = Elda A (4,31) 

Цоявление тэких интерференционных членов связано, конечно, 

с тем, что сечения вычисляются в области, где присутствует элех- 

тромагнитная волиа, которая п нашем рассмотрении занимает все 

пространство. Измерение же потока частиц всегда происходит вне 

лазерного пучка. Вычисленные сечения будут соответствовать из- 

меренным, если выключение поля происходит адиабатически и не 

приводит к перераспределению частиц по каналам. 

Уравнения, аналогичные (4.18) и (4.19), могут быть получены 

и в случае циркулярно поляризованной волны. В этом случае удоб- 

нее ось => выбрать в направлении распространения волны. Тогда 

сохранятся сумма проекций моментов электрона и фотонов на эту 

ось. Единственное отличие соответствующих уравнений от (4.15) 

и (4.19) состоит в том, что в сумме (4.19) последний коэффици- 

ент Клебча-Йордана заменяется на |’ C'k Mn" nn (чи)
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Цри ©-.//-7<=0 в формуле (4.36) отношение синуса к этой ве- 

личине следует заменить на (. . В формуле (4.37) сумма по < рав- 

на нулю при 6-0. Отметим, что в обоих случаях коэффициенты 

У›е отличны от нуля только при четных 2%// „ что является от 

ражением закона сохранения четности при дипольных переходах. 

Величина [ ,‚ входящея в уравнения (4.3) или (4.18), есть 

квазиэнергия. В работах [128-130 | , в которых было введено это 

понятие, считалось, что квазиэнергия может принимать только ди- 

скретные значения. 2 рассмотренной выше задаче рассеяния она 

принимает непрерывные действительные значения, как и в обычной 

задаче рассеяния без переменного поля. Присутствие поля вносит 

ту особенность, что с каждым дискретным уровнем электрона в ато- 

ме будет связана эквидистантная серия резоиансов в сечениях рас- 

сеяния, такая хе как при рассеянии электрона на д-потенциеле 

(параграф 3.2.2). 

вели интересоваться только переходами в дискретном слектре 

и пренебречь ионизацией, то уравнения (4.3) или (4.18) можно 

решать на собственные значения. В результате подучим расщепле- 

ние и сдвиг атомных уровней под действием поля излучения. Если 

хотим учитывать и ионизацию, то эти уравнения можно решать на 

комплексные собственные значения, т.е. искать те значения энер- 

rau fF > F-,/ 7/2 › при которых радиальные части волновых 

функций 1,9 на больших расстояниях имеют асимптотический 

BM 

Fue B) > +] Bue Cpl Ки i Ibert Rk] Role 3)>.0 
Pye Cxp]- К-ж, Е], R e(b, 7/20 

(4,39) 
Z ; 9 

me: By > (- Kk, ) 2



- 108 — 

Вероятность ионизации в единицу времени по каналу // равна 

Wy = A 2 (Bye ]* (4,40) 

‘где //, = скорость электрона в канале //, 7 - нормировочный 

множитель, который может быть найден из условия, что сумма 

по всем открытым каналем долина равняться полной вероятности 

ионизации 

Уи oF 
2 Vin (4.41) 

Аналогичное обобщение понятия квазиэнергии было сделано в рабо- 

те [147 [. 

Численное интегрирование уравнений (4.18) представаяет собой 

все же довольно сложную задачу и до сих пор не проводилось. 10- 

этому трудно судить об эффективности метода сильной связи для 

расчета мнрРофотонных процессов в атомах, в частности ‚, по срав- 

нению с методом комплексных координат [123-126 [ . Однако полу= 

ченные в этой главе уравнения метода сильной связи (4.3) явля- 

ются исходными уравнениями для развития кзазиклассической тео- 

рии многофотонных процессов в атомах, к изложению которой пе- 

рейдем в следующей главе.
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THABA ¥ 

КВАЗИКЛАССИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ 

МНОГОФОТОННЫХ ЦРОЦЕССОВ В 

ВЫСОКОВОЗБУЖДЕННЫх АТОМАХ 

В данной главе дан вывод основных уравнений квазиклассики, 

описывающих взаимодействие электрона с центрально симметричным 

полем этома в присутствии сильной монохроматической электромаг- 

нитной волны. цоказано, как применение итерационной процедуры к 

этим уравнениям позволяет получить простое выражение для сече- 

ний //-фотонной ионизации высоковозбужденных состояний атомов. 

Найдено точное решение полученных уравнений, и задача расчета 

различных многофотонных процессов в атомах сведена к решению 

некоторого интегрального уравнения или системы алгебраических 

уравнений. Последние возникают как результат удовлетворения 

граничных условий, налагаемых на волновую функцию. Найдены при- 

ближенное решение интегрального уравнения и соответствующая ему 

квазиклассическая волновая функция. ота волновая функция исполь- 

зована для расчета вероятностей радиационных переходов между вы- 

соковозбужденными состояниями атомов в присутствии сильного низ- 

кочастотного поля и оценена вероятность многофотонной ионизации 

ридберговских состояний атомов микроволновым полем. Проведено 

сравнение с соответствующими экспериментально измеренными вели- 

чинами. Вне рамок теории возмущений рассчитаны сечения вынужден- 

ного тормозного излучения при рассеянии электрона на кулоновс- 

ком потенциале.
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5.1. Вывод основных уравнений 

квазиклассического приб- 

лижения 

Высоковозбужденные состояния атомов водородоподобны. Как из- 

вестно [119 |, движение электрона в кулоновском поле квазиклас- 

сично, если его энергия меньле по абсолютной величине энергии 

на первой боровской орбите. этому условию удовлетворяют энергии 

начального, промежуточных и конечного состояний электрона в эт0- 

ме как в случае многофотонных переходов между высоковозбужден- 

ными состояниями, так и в случае их многофотонной ионизации. 

Квазиклассически можно рассматривать и процесс рассеяния элект- 

рона на положительном ионе, если энергия падающего электрона 

меньше по абсолютной величине энергии на первой боровской орби- 

те. 

Ирименим теперь квазиклассическое приближение к системе 

(4.3). Строго говоря [226 J, использование квазиклассического 

прибликения для решения системы линейных дифференциальных урав- 

нений второго порядка (4.3) приводит к необходимости диагонали- 

зации матрицы К/,@/+22 С)” « Ая двух евязанных уравнений 

диегонелизацию можно провести аналитически, и этот случай был 

подробно исследован Пчтюкельбергом |227] . Применение квазикдас- 
сического приближения для решения системы (4.3) упрощается, ес- 

ли недиагонельные матричные элементы потенциала взаимодействия 

ht Су. меньше ие (®/. Тогда можно не учитывать влияние пер- 

вых на относительное движение в каждом канале. При таком допол- 

нительном приближении решение связанных уравнений методом ква- 

зиклассики было рассмотрено [228,229] в связи с задачами воз- 

буждения атомов при атомных столкновениях. В этих работах,



aA ft = 

однако, не отделялись угловые части волновых функций и использо- 

валось трехмерное квазиклассическое приближение для решения свя» 

занных парциальных дифференциальных уравнений. Цоэтому конечные 

квазиклассические уравнения фактически идентичны с уравнениями 

параметрами удара, Квазиклассическое приближение для радиальных 

функций рассматривалось Биртером |230 |, но он ограничился вы- 

рожденным случаем, когда все Е, равны Г ›‚ а используемое им 

дополнительное приближение только частично учитывает связь ка- 

налов. 

Будем искать радиальные волновые функции tue в виде [1вг ] 

fe al= sz fat 2 а 

TMS Fe Bia) (ove) CAP Le (Ene) +H] - 

— ре хр [6 (Зее) +) $ 
г (5.1) 

ие 

S ye) = [ele Kue@/ 
27 (5.2) 

Иа @#1)= 2 ГЕ Ио т (41а | (5.3) 

Б/ = Е+ И (5.4) 

Здесь через 7%, обозначена ближайшая к ядру точка поворота, 

при которой для краткости опускмем индексы // и ©. Если под- 

ставить (5.1) в уравнения (4.3), использовать обычные прибли- 

нения квазиклассики |119 / и отбросить быстро осциллирующие 

члены, содержащие в показателе экспоненты З////“ 5/7» то при 

дем |182,186 | к следующей системе уравнений для медренных 

амплитуд
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; ЧИ @]_ fe +, | 

её =~ Z QC 2, Geer xp lilSver-Sypf8) 

и комплексно сопряженной системе ддя амплитуд (2 4 (2/s 

Как видно из (5.5), при отсутствии электромагнитной волны 

функции С.) становятся постоянными, и (5.Г) переходит в обыч 

ную квазиклассическую функцию, описывающую движение электрона в 

потенциале (?/. Выбрав /,,@/ в виде (5.1), мы фактически раз- 

делили сложное квантовомеханическое движение электрона в двух 

полях на два зависящих друг от друга движения: квазиклассичес- 

кое = в поле атома (2) и квантовомеханическое - во внешнем по- 

ле. Считается, что взаимодействие электрона с внешним полем сла- 

бо влияет на относительное движение во всех каналах. Двигаясь в 

поле /@/ ‚ электрон из-за взаимодействия с внешним полем может 

находиться в состояниях с различной энергией 2, и орбитальным 

моментом /. 

Используя (5.5) нетрудно показать, что 

Е + Яо. 

= pits Cad сви (5.6) 
м 

Если выбрать эту постоянную равную единице, то С2ло(&/) имеет 

смысл амплитуду вероятности нахождения электрона в состоянии 

с энергией Ё\, и моментом ( при его движении к ядру (сходя- 

щаяся волна). Амплитуда (7,„()имеет анелогичный смысл при об- 

ратном движении (расходящаяся волна). 

Рассмотрим теперь граничные условия для функций he (2) » 

Во-первых, функции tnd) должны экспоненциально убывать слева 

от точки роворота 72, . Это приводит к условию | 119 | 

Ojo (@,) = Ano (24) (5.7)
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Дяя открытых каналов в задачах рассеяния должна отсутство- 

вать сходящаяся на бесконечности волна во всех каналах, кроме 

исходного, т.е. 

Ane (3) = Оебре,, Ето. (5.8) 
В задаче ионизации должна отсутствовать сходящаяся волна во 

всех открытых каналах: 

ие (9°7 = @ ‚Ем>в (5.9) 

ото комплексное граничное условие должно приводить к комплексной 

энергии, мнимая часть которой определяет вероятность ионизации 

рассматриваемого состояния. 

Дия закрытых каналов функция 7,,(/долине экспоненциально убь- 

вать также справа от второй точки поворота 2, . это произойдет 

только при условии [119 [: 

Q nip (2 Jexp le < Зе] [+ AyeltaJOxpl-¢ Sue (2, =O, 

Ри <. (5.10) 
В отсутствии переменного поля, когда Hijo tne = coust » 

последнее условие удовлетворится, если 

east =a hath 
Save (2) 201 (hea) (5,11) 

где /. = weuoe uucno. A ovo ecth ycuonue Бора-Зоммерфельда, 

определяющее в квазиклассическом приближении стационарное 

состояние. 

В случае кулоновского поля притяжения 

Зе 21 [CLE 6-48] (5.12)
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Уравнения (5.5) можно назвать квазиклассическими уравнениями 

метода сильной связи. Квазиклассика применима, когда величины 

Сие » Имеющие смыся действия, велики. бели разности Ор -5ир 

тоже велики, то из-за быстрых осцилляций правых частей уравне- 

ний (5.5) амплитуды С(7,0@/ будут малы. В этом случае можно поль- 

зоваться теорией возмущений. Нас будет интересовать случай, ко- 

гда сами Эс велики, но их разности малы. Тогда из величин Зое 

можно выделить общее при всех // и ’ большое слагаемое <.. 

Физически выделение такого слагаемого означает, что в движении 

электрона можно выделить упомянутое выше классическое движение 

в поле |/(2) (это движение является доминирующим). Как следует 

из €9.3), выделение такого общего для всех каналов движения во- 

зможно при выполнении двух условий. Во-первых, орбитальные мо- 

менты ( во всех каналах должны отличаться незначительно от не- 

которого среднего орбитального момента /_>>/. Во-вторых, (cu 

должно быть значительно меньше суммы остальных слагаемых в 

(5.3). Последнее условие означает, что поглощение и излучение 

фотонов должно слабо влиять на относительное движение во всех 

каналах. При выполнении этих условий. 

Sve = 5% Мы - т Е, 

hin a Cal Ze Lf. 

(5.13) 

(5.14) 

Здесь Г и `/(2/ -классическое время и угол. 

Приведем необходимые в дальнейнем параметрические представ- 

ления зависимостей ‹/2/ и .2/2/ от 2 в случае классическо- 

Го движения электрона в кулоновском поле притяжения |/(2/--1% . 

Они имеют следующий вид [215 | для 

параболы:



= 75 = 

1% 
we 27, Т= 3: @+4^), Удали, C= lye a"); (5,15) 

эллипса: 

еее: tt 2 сви] , f= 2 arety ({RE fy ¥ ) 

C= ie (L¢- Esxue) g¢ =(1- ZIE [2 )*2 | (5,16) 

=, 

Г (= au - и) = ЕЕ, 

er ff * ERs (Eshu-u), € =(4+26 12) % (5.17) 

Чодставим теперь (5.13) в уравнения (5.5) и пренебрежем раз- 

личием К/,@]и А//рО/ в предэкспоненциальном множителе. Если 

учесть условие (5.14), то в коэффициентах С é, можем заменить 

орбитальные моменты Си С’ на Д. 

Перейдя от переменной < к переменной Г ‚ связаиных со- 

отношением (72 - Xo,(2/o7 , придем окончательно к следующей сис- 

теме уравнений 

Z AQ mt) _ _ Bt}. и_ eye 
Re = : Ly (1 L2 ’ 

| > Auta (6) Cxp [4 (ИГ ет УСО [, (5.18) 

где суммирование проводится по всем //5/// и luis ge 

функция Я,„„(7) равна Я,„(2/ и Ади] соответственно 

при Гго и Гло. Граничное условие (5.7) при этом удовлет-
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воряется автоматически, так как в момент Z7=© электрон находить 

ся в точке поворота г, . 

Уравнения (5.18) являются основными уравнениями квазиклас- 

сики для описания многофотонных процессов в высоковозбужденных 

атомах. Их решение вместе с (5.Г) и разложением (4.2) определя- 

ет квазиклассическую волновую функцию электрона в поле атома и 

в поле электромагнитной волны. 

Уравмения (5.15) подобны уравнениям параметра удара, широко 

используемым в теории атомных столкновений | 225,231 |. В теории 
атомных столкновений соответствующая амплитуда (7,/2/ определяет 

вероятность возбуждения состояния атома с квантовыми числами 

И + Решение уравнений (5.15) дает распределение вероятностей 

не только по состояниям с различным числом поглощенных фотонов 

Л/ » НО и в®. состояниям с различными орбитальными моментами 

электрона. Но глевное отличие метода параметра удара от разви- 

ваемой в диссертации квазиклассической теории описания много- 

фотонных пронессов в атомах состоит в следующем. В методе па- 

раметра удара падающая частица описывается чисто классически 

в является только источником зависящего от времени поля, дей- 

ствующего на атом при пролете частицы по классической траекто- 

рии. Решение же уравнений (5.18), удовлетворяющее граничным 

условиям (5.6) - (5.10), определяет выесте с (5.1) и разложе- 

нием (4.2) квазиклассическую волновую функцию системы, состо- 

ящей из электрона в поле (/@/ и поля излучения. 

&сли с помощью уравнений пареметра удара рассматривались 

только эвдачи рассояния, то с помощью уравнений (5.18) вместе 

с граначнымя условиями (5.3) = (5.10) и разложением (4.2) мож- 

но рассматривать такжо задачу на собственные значения, иони- 

зацию, переходы в дискретном спектре и влияние дискретного
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спектра на сечения рассеяния. Конечно, при этом необходимо, что- 

бы выполнялось отмеченное выше требование, что в существенной 

для поглощения и излучения фотонов области само поглощение и 

излучение можновлияет на классическое движение электрона в по- 

тенциале (/(2/. 
Переход от уравнений (5.18) к соответствующим уравнениям па- 

pemeTpa удера рассмотрим в параграфе 5.5. Lompoc о точном реше- 

нии системы (5.16) тоже рассмотрим позже, а теперь используем 

для ее решения теорию возмущений. 

5.2. Теория возмущений ддя расчете 

сечений многофотонной ионизации 

5.2.1. Вывод сечений //’-фотонной ионизации 

Развиваемая квазиклассическая теория применима для описания 

многофотонных процессов в высоковозбужденных атомах, Так как 

высоковозбужденные атомы водородоподобны, то в дальнейшем в 

этой главе будет рассмотрен только случай кулоновского поля 

притяжения, когда \0/--0. 

Что касается изложенной в этом параграфе теории возмущений 

[185,186 | ‚ то она применима при частотах С. ‚ много больших 

расстояния между соседними уровнями, равного /-З ‚где д - 

главное квантовое число начального состояния. Так как при //- 

фотонной ионизации /„ порядка Л -* ‚ то отсюда следует, что 

накладываются следующие ограничения на частоту (у и //; 

‚› Nez И 
(5.19) 

В действительности из проведенного ниже сравнения квазикласси-> 

As ty = G3
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ческих сечений с соответствующими квентовомеханическими сече- 

ниями будет видно, что первые достаточно точны и при менее жес- 

тком ограничении, чем (5.19). Случай, когда 2) меньше или по- 

рядка расстояния между уровнями, будет рассмотрен в параграфе 

5.4.3. 

вели (о>>и3, то разности 5,р-СОш в общем случае велики и 

матричные элементы поэтому экспоненциальны малы, за одним ис- 

ключением. это исключение возникает при (</’, когда разности 

Sw -Suve становятся малыми вблизи точки поворота 2, . Именно 

эта область изменения 2 и такие ( и будут нас интересовать 

в дельнейшем. При (<< точка поворота 

И О (eta) ue) [2 (4B) мт. 

не зависит от энергии электрона и приблизительно одна и та же 

во всех каналах (в том числе и открытых), так как считаем, что 

выполнень обычные условия квазиклассики (5.14). Разложив K,,/2/ 

в ряд вблизи ©, мы придем к разложению (5.13), в котором 

классическое движение описывается параболой (формулы (5.15)). 

Область вдали OF ©, вносит экспоненциальны малый вклад в ве- 

личину матричных элементов и поэтому при их вычислении пере- 

менную 2 (иди (‹ ) можно продолжить до бесконечности. Из 

(5.18) следует, что в намем приближении матричные элементы — 

сводятся к компонентам Фурье, как и должно быть прк переходе 

к классическому пределу [119]. 

Церепишем теперь уравнения (2.10) в виде 

Chena (ef Сим С =>] + of (4- A )% fee (7. 
oS 

Matha AY CK PLAN ENDO 44 (tu ta!) fc) |, 65.20)
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где постоянная бин] соглаено (5.9), (5.10) и (5.12) равна 

нулю при Е 7оьа если Ey<oy то 

Q py (- ©) = On ng ) Crp Li (- 26, FR] 
(5.22) 

Введем далее функции 

F. 2 \4 2 
я) Ге, _ 6M )% [| at ee) app fi aly: h+l@) 7 1 7% By ИС | CHE HET 6 ogy 

H+ = At (=) . (5.24) 

В случае параболического движения (5.15) иитеграл (5.24) момно 

выразить через бункцию Эйри АС) и ее производную И: /[ 232 | 

Яр ее И ИГ д 7 
На =<1 Е, (#265) ( ее кб] (5.25) 

Е “4A 
X= Ceol?) = (5.26) 

SCHUM учесть, что начальное состояние описывается квазикдас- 

сической волновой функцией [162 | 

р yy, с to, (2)= As Kop, Ce) S1u | Бое, Се) 64], (5.27) 

Со = (2/443) 8 (5.26) 

с квантовыми числами и и (, ‚то с помощью итереционной про- 

цедуры из (5.2Г) можно получить следующие выражения для несколь- 

ких первых амплитуд СА ии, : 

Е =Cht tye Hs) Be , Чи (= (+ и № 

ПЕ Я Qo



не is 

Agolt} = [А+ +7: hy H- sh. и, ) 4 

+ (2 +24) H. JG. | 

где 

у. - 1a , Kw > tar 

KY ]-% G-4 cH77 ) ‚ Кии 
(5.29) 

Yeoh (1-26 wn*)-*2 
, (5.30) 

Методом индукции можно доказать справеддивость общей форму- 

лы [166 ]: 
WS 5 ie 

x = 5 
Я «(21 = м. aC Е HE}. 

N- Sie ик Я S-trp) Lf a 
ha Go]ity” A. COL TT” fies Кино | 

) (5.37) 

$ = (И- м = (. VE 5 Se Oh)... A. ет 

Для величин К, существует рекурентное соотношение 

—— 

2 (с /деКа ‚ 224 (5.33) 

Нас интересует вероятность /\/-Фотонной ионизации, которая 

определяется эмплитудами (7/‹ (<) mpm £,>O « Hs (9.31) caepy- 

ет, что они имеют следующий вид 

ее) = бо ИСИ! 5! (8.34)



ee ee 

Вычислив поток электронов с энергией Г’, через элемент поверх- 

ности, поделив его на поток фотонов Г. /57«, и усредиив по маг- 

HMTHOMy KeaHTOBOMy wicay /V( , получим дифференциальное сечение 

//=фотонной ионизации состояния с квантовыми числами ии ZG 3 

2) - Аб 
Яби (т, 22 2641) 

a 

bs 1> А ис (==) вв Рио в 
ыы (5.35) 

Здесь о(-постоянивя тонкой структуры, 2”- угол между направле-. 

ниями вылета электрона и поляризации элэктромагнитного поля. 

Так как /{ во внутренней сумме одио и то ме для всех сферичес- 

ких функций, то сечение (5.35) ие зависит от угла f ‚ Ks 

(5.34) и (5.25) следует, что сечение (5.35) содержит множитель 

4-45 7?] в степени //. 

Суммирование по /( в (5.35) можно заменить интегрированием 

по переменной В» связанной с /( соотношением /М= Д $7 (3 e 

Проинтегрировав (5.35) по угловым переменным и переменной уе 

и просуммировав по с , подучиы полное сечение //-фотонной ио- 

низации состояния с кванторыми числами ии (, : 

; боб (ея Бо ¢ 
б^,(и (,] = J   

L4G) — x2 sil]. 

F)-u,-w;4; | Aiox)4 Л a Atel] | 
(5.36) 

Последний множитель в этом выражении есть полином, вырежаю- 

щийся через гипергеометрическую функцию с аргументом, меняю- 

щимся от единицы до нуля при изменении /Х от нуля до беско- 

нечности.
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Определим также сечение //-Фотонной монизации из оболочки с 

главным квантовым числом / : 

и-! 
—— 

(,(и)= > 2 (26544) О, Си) = 
7 

й a 2, fal Lon aL) (5.37) 
о 

Если использовать следующее соотношение для гипергеометричес- 

ких функций [232 | 

Ик [-м,-М: 1; в 

(2M)! Е ]-№, 4%, -W4tQ; x? | 
(Vi)é ’ (5.38) 

то сечение (5.37) может быть представлено в виде |186 | 

  

— 

— 

GY (ny) = Lt,°" Ty Ry |* 

me nS (Ml )® COW | 
  

(5.39) 

где числа `/// в случае линейной поляризации определяются ин- 

Tyee SOS 0 ее ОТ”, 
м (2n4+1) J 

; 
| a -F [-~, 14; -n+489 , XR) Ahir) | 

(5.40) 

В случае циркулярной поляризации имеется аналогичное предста»- 
ление | mie р IN+8//3 thy, 7) 2 99 Lv 2W Ге. 2 ОМИ Jeux | hy Cr) [7 

(2y+2). о 

Е1-м,- му кА], 
(5,41) 

- 7 #~ 7. ees В случае //-/ имеем /,-/,-=473-” о Шри больших // 

в работе [233]были найдены следующие асимптотические выраже- 
— 

ния для А т, в



Aes = 

Tye) 2 OGD | Ty tecjex B98 (ites (wu) v2 ? (2N+1) V4 (5 ap) 

В таблице 5.Г приведены значения '/,, найденные численным 

интегрированием /183 |, вместе с их асимптотическими значения- 

ми (5.42), 

  

Таблица 5.1 

Числа Ти 7» › определяющие сечение //-фотонной 

ионизации (5.39), вместе с их асимптотическими значениями 

  

  

(5.42) 

м 7 @е) Te 7,“ac) 

т 4,837 2,7 4,637 5,0 
2 3,223 1,5 4,120 4,1 
3 2,891 1,9 4,765 4, 
4 3,036 2,2 6,397 6,4 
5 — 3,522 2,7 9,274 9,2 
6 — 4,399 3,5 14,18 14,0 
7 5,682 4,8 22,50 22,2 
8 — 7,650 6,7 36,72 36,2 
9 10,57 9,5 61,23 60,4 
0 — 14,91 13,7 103,9 102,3 

  

Отношение 7/7. есть отношение сечений многофотонной 

ионизации атома циркулярно поляризованным и линейно поляризо-
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ванным светом. Оно характеризует сечения, усредненные по (©, . 

Из таблицы 5.1 следует, что с увеличением Л’ это отношение рас- 

тет значительно медленнее, чем известное [234 | выражение 

(3-Й М”  › выведенное в случае ионизации состояния с 

Lie * 

’ Отметим, что формулы (5.36) и (5.39) для сечений многофотон- 

ной ионизации без резонансного множителя (Ю,/“, могут быть по- 
дучены более простым путем из выражения для вероятности погло- 

щения // фотонов электроном при его движении по классической 

траектории в поле атома в присутствии электромагнитной волны. 

Это выражение получено в параграфе 5.5 и равно квадрату фуну- 

ции Бесселя -//,(/8//, где 

л/7®@ = ale 
Bein in (5.43) 

Интеграл (5.43) пропорционален классическому интегралу, опре- 

деляющему номпоненту Фурье с частотой с.) для дипольного из- 

дучения при столкновениях | 235 |. 

Если вероятность поглощения // фотонов поделить на период 

движения электрона по орбите 27/^ и поток фотонов Г.” 

и усреднить по всем ориентациям орбиты электрона, то получим 

7 fog 
6 (ue) = Ae % pase т af TI, ( /8/) 

  

(5.44) 

IAS] =" aA) / Ai Ca) On! 4x AiO) si eas 1/2 
at) re / (8,45) 
(2. /= ПЕ, ЕС: ор 1 

[ #14) 22° - x Ya A CrJeesy ]*4 “fy
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где / определено выражением (5.26). Ограничиваясь первым чле- 

ном разложения функции Бесселя в ряд и проинтегрировав (5.44) 

по угловым переменным, придем в случае линейной поляризации к 

сечению (5.36), в котором, однако, (,-/ . 

Величины К„, определены выражениями (5.33), (5.29) и (5.30) 
и для нескольких первых //’ имеют вид 

> 
Read i, | 6 C4 RY, oe 

7 CU < ft fh 2 

/ 

К, - -2% (4 - 3649 a7) , Я? ko < L142 
и 

- 2 (1 +3 С уса ) ed < АИФ, 

: tu > Vane | 

le 2:Ct4 77, ) Nant Lwe lg, 2 
/ 

(f+a Chyth, +3ctyry, hy nt) вы Vay,2 

( 2 (сти +241, +3С дру ети оли, } 

Voy? о < 4?, (5.47) 

Недавно экспериментально была исследована так называемая 

надлороговая ионизация, когда наряду с поглощением минимально- 

го числа необходимых для ионизации фотонов /Л/ наблюдается по- 

глощение дополнительно < фотонов. Сечения Од.‹(и) такой 

надпороговой ионизации тоже могут быть получены из (5.39) с 

учетом (5.33). Приведем соответствующие Л), при //-2 иЗ:
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~~ = S+2 
Kris Та Те р ОХ, а ео Ира 

.v. 

  

/ (5+2 CONG - 53) т отт, 

из < р? 

их а (5.48) 

Нетрудно с помощью формул (5.33), (5.29) и (5.30) получить 

Куи 5 при больших значениях // . Различный вид Ю,, 
при различных частотах вызван тем, находятся ли промежуточные 

состояния в дискретном или непрерывном спектре. Из этих формул 

видно, чРоьлри переходе промежуточного состояния из дискретного 

в непрерывный спектр соответствующий cty Wc. CHORYST B COrAa~ 

сии с (5.29) заменить просто на -с. 

В сдучае //-1 сечение (5.39) равно 

д 198 
6, (и) = 2.8% AS lu? 9 (5,49) 

что совпадает. с известной формулой Крамерса / 236] для обычного 
фотозффекта. 

Сечение двухфотонной ионизации 0;(%,/. совпадающее с (5.39) 

при //-2 › было позднее подучено в работе |237 | методом, от= 

личным от изложенного. Отметим, что квазиклассическую теорию 

возмущений можно было бы применять прямо к уравнениям (4.3), 

используя для этого квазиклассическую волновую функдию началь-. 

ного состояния (5.27) и следующие квазиклассические функции 

Грина
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Gye lt, C0 = - Ene @/Kue@)] “2 8in [Spelt 27, 

@хр (S've (a>) + 174 | » Em > O 
fp 

(5.50) 

Се (в.в) г- (Ewe) Kell Ciul Suelec a). А 

Свое, 14 lg [Sp C2) ]- 

. Sul Swe ($ + Cz, | Sth / Spel? () 4 2.71, Е. £6 

7 (5.51) 

где С. и Cy соответственно меньший и больший из би 2’. 

Квазиклассическая функция Грина недавно обсуждалась в работе 

[238]. 
Но расчет с помощью функций Грина (5.50) и (5.51) вызывает 

трудности, так как в квазиклассическом случае величины S,, Be 

лики и функции (5.50) и (5.51) быстро осциллируют. В результате 

матричные элементы от таких функций содержат члены вида 

кр] (Сие+ 5) ь которые быстро осциллируют и в квазиклас- 

сике должны оторасываться. Выделение таких членов в промежуточ- 

ных выкладках при больших /A/ затруднительно, поэтому удобнее 

пользоваться изложенным в этой главе методом, в котором такие 

члены выделены и отброшены с самого начала. 

Прежде чем перейти к сравнению квазиклассических и соответс- 

твующих им квантовомеханических сечений, отметим, что в резо- 

нансной области сечения (5.39) должны быть достаточно точны 

там, где сами сечения велики. Однако в межрезонансных минимумах, 

где сами сечения заметно меньше усредненных квазиклассических 

сечений (@и=1 4 формула (5.39) не может отражать всех тонкос- 

тей квантовомеханической интерреренции. Поэтому в следующем
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пареграфе в случае дзухфотонной ионизации найдем попратрки к се- 

чениям (5.39) 

5.=.=. Учет поправок в межрезонансных минимумах 

Главная неточность в квазиклассических сечениях предыдущего 

параграфа возникла не из-за самого квазиклассического приближе- 

ния, а в результате перехода от уравнений (5.5) к уравнениям 

(5.15), цри этом в предэкепонециальных мяожителях мы пренебрег- 

ли резличием Ко (®/в резных каналах, а в показателях экспо- 

ненты учли их различия только в первом порядке по разности знер- 

гий и моментов количества движения. Разлагая Клр вблизи точки 

поворота 2, ‚ учтем еще следующий порядок. Тогда 

2 = 2! fe be (ETL 

Kye = 1% - Sa + iy + НЫ | > 
24а 

% 
ce tig 6 = = * ~ td AS 22 фаза re 

(5.52) 

где с учетом параметрического предстевления (5.15) движения 

в рараболическом случае найдем, что 

й 2 в TZ (t4u2) (5.53) 

=. 17° (2444 Y (2Lm4 we] 
b= 26, + ae зи ДИ +442] | (5.54) 

В результате 

Z 
Kym = 7 rie te Lee ut Feuer 

  

_ 22 Я би Г C4 wd : (5.55) + Saga | Sp Get? + M1) net} | 2)2u? 4 ] |
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Км, Кл, м ‚= и 
— 

“Zr 

:| Е En (4442 )* ~ hr, - Wy if ЧР 

Эм, Sm m, ~ (MaMa) OP ~ (1, tug ) Ve) 

dpi +. cue | 7 Thal See Ie Иры СИР 

  

Сев Me Sug ue fe Meee T (5.57) 
3 

Sy = Ey /2 , be aPH-L (5.58) 
Как видно, учитываемые в этом парагрефе поправки есть малые ве- 

личины порядка Lo‘, 

Рассмотрим сначала амплитуду (7,,. В этом случее при решении 

системы (5.5) с помощью итераций в ее правой части имеется всего 

один член с //-/-1 и И’ и-{ . Подставив теперь (5.56) и 

(5.57) в (5.5) и сохранив только члены порядка /-/ , получим 

следующее выражение для амплитуды (.,(-) ниже порога однофотон- 
ной ионизации: 

re 
Qea (ere -é Pee (4-4 Me CT gi Ye to 3 Loot 

(5.59) 

2 / Z ; 

М+ =2 71 1-х) 3 кА] Хх = (4135 
Е Hs (5 J . (5.60) 

Первый член в (5.59), содержащий котангенс, соответствует при- 

ближению предыдущего параграфа, г поправка _/›, к нему с учетом 

интегрального иди 

fot fee) feck oct!) = [et Ga) Jae te!) (5,61) 
-^—> = = > <
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может быть представлена в виде 
— Я Нет 5 оч) ВЕ - чи]. 

|“ - С - а) и) 25 “ВТ, (5.62) 

G4 (u)= (чи (1-й +4) [- glu 4")] 

G1u)= ри Je G+ lai), 

2) Физ]. с 
(5.63) 

Вблизи мин мумов резонансной кривой, где котангенс обращает 

ся в нуль, определяющим будет член 17... При выводе (5.59) мы 

пренебрегли множителями порядка /`/ при котангенсе, также как 

не будем учитывать поправки такого порядка к амплитудам в не- 

резонансной области, Т.е. вышо порога однофотонной ионизации. 

Займемся теперь вычислением интеграла (5.62). Во-первых, 

отметим, что он является сходящимся (в смысле главного значе- 

ния), хотя и содержит отрицательные степени переменной (’ под 

знаком интеграла. Учитывая, что и >> / х/, можно проинтегри- 

ровать (5.62) по частям и вовсе избавиться от отрицательных 

степеней переменной (‘ . Тем же интегрированием по частям мож- 

но понизить степени переменных (^ и М’. Появизшиеся при этом 

однократные интегралы опять сводятся к функциям Эйри. Если о? 

переменных (и м’ перейти к переменным У=Ич+иГ и \/!- (-ц( » 

то оставшийся двукратный интеграл может быть сведен к двукрат- 

ному интегралу с постоянными пределами и в конечном счете к
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‘интегралу от функции Эйри. В результате довольно ддинных вычис- 

‚лений можно получить следующее выражение для интеграла (5.62): 
/ 

А Иа = 5, { (2 960 ~4y bay" /Aclg)- 

of te L608 1 Ly 2y2 hy - v2) Ai(y)+ 

+f oF - “249 = 47a +y Ufone} (5.64) 

= (43) 7 = 2х (5.65) 
Интересно, что аргумент функции 7. может быть получен из ар- 

гумента функции //. заменой в последнем су ина Я си. 

Вычисление амплитуд 4._› проводится еналогично. Получеющий- 

ся интеграл /2_, отличается от (5.64) только противоположными 

знаками при дробных степенях (/ . Амплитуда (7. определяется 

двумя матричныыми элементами в соответствии с двумя возможными 

значениями орбитального момента промехуточного состояния 

0(56:/ и может re представлена в виде 

Я 2о- - И "AM 7 

- д mis LE ay 2} (5.66) 

И и ое [1- $ не], 

fut. ilhe 5“ 264) }- 2 oO 

м 
_ еб [1+ 2 (Иез. 

       

[4% к, 2(и)], (5.67)
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ce 

“5 = - EO [ote Gf. (a) GC) 
_ (5.68) 

Последний член в амплитуде (5.66) возник из-за различия множи- 

телей /-/1”//? этих двух матричных элементов. Вычисления, ана- 

логичные предыдущим, приводят к следующим значениям интегралов 

Тот зи { (296 А) ЗИ, 

+ 1 G2 425643 4546) ov Ae) } (5.69) 

5 я 
P= an fowAe Cy), (5.70) 

Зная амплитуды re toa} и проделав те ке выклады, что и 

при выводе формулы (4.39), найдем сечение двухрфотонной иониза- 

ции ниже порога однофотониой ионизации для атомной оболочки с 

главным клантовым числом И [186]: 

  

й = 

6; Gy }= oh le [Co сти - Соб 9 ит 

Числа с, + С, и С, определяются интегралеми 

№8 =. Jar [ М,“ + МАМАМ | 
GS 

С, = a 

/ 

  

= for [ae Log 4M? as 2 +/Ч, М- (5.1. ›-В] | 

> ie 

С 2—— Ol 
-/ K l = O ‘ 15.97 is [72+ 2-2 Hf А, г, *2 "| (5.72
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Численное интегрирование приводит к следующим значениям этих 

констант: 

С.= 08058: @ =4,644, С» =4,499 (5.73) 
Последние два члена в сечении (5.71) есть найденные в этом 

параграфе поправки к сечению двухфотонной ионизации и, как вид- 

но, являются первыми членами разложения по малой величине CU % . 

5..3 Сравнение с квантовомеханическими 

расчетами и экспериментом 

Сравним теперь простые выражения для сечений многофотонной 

конизации (5.39) и (5.71) с соответствующими квантовомеханичес- 

кими расчетами. К сожалению, в настоящее время квантовомехани- 

ческие расчеты при больших / проведены только в случае двухфо- 

тонной ионизации. Ниже порога однофотонной ионизации имеется 

только единственный квантовомеханический расчет | 168 | по двух- 

фотонной ионизации атома водорода с оболочек И = 8,Эи 10. Ha 

рис. 5.1 сравниваются результаты этих расчетов с формулой (5.7Г) 

при И = 8. Как видно, уже один первый член формулы (5.7Г) дает 

удовлетворительное согласие с квантовомеханическими расчетами, 

исключая области мекрезонансного минимума, Учет последних двух 

членов в (5.7Т) приводит практически к полному согласию с кван- 

томеханическими расчетами. Такое ше согласие наблюдается и при 

И =Эи П. На рись 5.2 проводится аналогичное сравнение для 

основного состояния атома водорода. Даже в этом случае квази- 

классическая формула (5.71) дает удовлетворительные результаты. 

Выше порога однофотонной ионизации поправочные члены не учи- 

тываются и сечение двухзотонной ионизации, деленное на интенсив- 

ность излучения, принимает согласно (5.39) очень простой вид
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Рис. 5.1. Сечение (5(у/ двухфотонной ионизации атома водоро- 

да из оболочки И-5 ‚ деленное на интенсивность поля излучения 

Т ‚в зависимости от его ддины волны A ›‚ мкм. Сплошная кри- 

вая - нвантовомеханический расчет |168 | , штриховая кривая - 

расчет по формуле (5.7Т), штрихпунктриная кривая - расчет по 

формуле (5.7Г) без последних двух поправочных членов.



© (1)/Т см". Bro" 

ol 

  

    10°" 
        

| 10 8? С     10°" | | Д,А 
| |1 | 

1000 1200 14.00 1600 1800 

Рис. 5.2. Сечение 6, // ) двухфотонной ионизации основного 

состояния атома водорода, деленное на интенсивность поля из- 

дучения / › в зависимости от его ддины волны Л . Сплошная 

кривая - квантовомеханический расчет |95] , штриховая кривая - 
- расчет по формуле (5.7Г).
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[163,184 ] 

6, (и) /7 = 0, 681.10° 2 4 (73 ря (5.74) 

Здесь ловая часть выражена в сл“ 87“ „ а длина волны Д- 

в Д.В таблице 5.2 представлено отношение квантовомеханическо- 

го сечения двухфотонной ионизации выше порога однофотонной иони- 

зации к квазиклассическому выражению (5.74) в зависимости от 

энергии вылетевшего электрона. Как видно, точность квазикласси- 

ки порядка нескольких процентов в этой области энергии вылетев- 

шего электрона. Хотя выражения (5.39), (5.71) и (5.74), также 

как и полученная при тех же предположениях формула Крамерса 

(5.49), справедливы в случае ионизации высоковозбужденных сос- 

тояний, они оказываются достаточно точными и при небольших д . 

Это свойство формулы Крамерса обсуждалось в книге |236 |. 

Таблица 9.2. 

Изменение отношения квантовомеханического |195 | 

и квазиклассического (формула (5.74)) сечений 

двухфотонной ионизации атома водорода в зависи- 

мости от энергии вылетевшего электрона 

  

Foley) и-2 и= 5 h=4 

4 0,968 0,975 0,981 
6 0,965 0,984 0,997 
8 0,971 0,995 1,01 

10 0,979 1,01 1,02 
12 0,987 1,01 1,03 
14 0,999 1,03 1,04 
16 1,01 1,04 1,05 

20 1,03 1,05 1,06



 
 

8т*о 
т0*Т 

20*Т 
10°T 

10*1 
ZO°T 

£0°T 
006 

3#*0 
10°T 

I0°T 
10°T 

20*1 
20*1 

20*1 
e0°T 

008 

ee*o 
TO*T 

10*1 
Zo*T 

Zo*T 
Z0*T 

eo*T 
70*Т 

004 

| 
0
 

201 
20“Т 

20*1 
20*1 

20“Т 
€0°! 

g0°T 
009 

nF 
29°0 

Zo*t 
2o*T 

20*1Т 
20*Т 

20*1 
$0*1Т 

€0°T 
00¢ 

~; 
64°0 

20°T 
20*1 

20“Т 
20°Т 

20*Т 
20*Т 

т0*Т 
00 

| 
€6°0 

Z0°T 
г0*Т 

20*Т 
10*T 

10°! 
10°T 

66°0 
008 

00*Т 
10°T 

т0*Т 
10°T 

00°T 
00*T 

96°0 
c6°0 

002 

00°T 
00°T 

66°0 
66°0 

96°09 
96°0 

26°0 
48°0 

OOT 

66°0 
96°0 

46°0 
96°0 

76°0 
16°0 

£0°0 
09°0 

06 

56*°0 
e6°0 

26°0 
68*o 

19°0 
58°0 

64°0 
b4°0 

02 

6
+
 

g
y
 

4 
= 

9=4/ 
g 

=// 
y=) 

e=4 
224 

oho 
 
 * 

Y 
XBWOWh 

XMGOLHEEN 
XBHGeET 

u 
BuHOnATreH 

wrou 
| H

o
g
 
xeHmit 

xnHnureed udu 
vifodotfoa 

emote mutreeuHoM 
yoHHosodxAal 

циневео [
6
х
]
 

хихоевинехетючовнеая 
и 

((р/°с) 
экАмдоф) 

хияоовиоозкииеечя 
эинешоньо 

*с*с 
епикоз],



 
 

e
r
r
 

Z2*T 
e2°T 

L2*T 
(21 

(2°Т 
og*T 

—~148 —  
 

006 

Ie*t 
(“т 

9=*1 
92°I 

o2*T 
ce*T 

“т 
“т 

008 

65“ Т 
9=*Т 

ce*T 
ce*T 

ve*! 
vet 

ee*T 
0=*т 

004 

9e°T 
ve*t 

ve*l 
pe*T 

“т 
221 

0=*т 
L1°T 

009 

2“Т 
5=*1 

5=“Т 
“т 

12°T 
o2*T 

QT*T 
vI'! 

008 

12“ 
2=“Т 

12°! 
o2*T 

61°T 
41°T 

cI*! 
or°T 

OOP 

oo°T 
og*T 

61°T 
9т“т 

9Т*1 
26 

УР 
20*Т 

008 

91*1 
LI°T 

9r°T 
cI°I 

er*t 
or’ 

90°T 
46°0 

002 

УТ" 1 
2т1 

II‘? 
60°T 

90°T 
Zo*T 

96° 
18°0 

OOI 

60°T 
40°T 

co*T 
2o*T 

66°0 
76°0 

18*0 
64°0 

06 

10°! 
96°0 

96°0 
26°0 

89°0 
58°0 

42° 0 
21‘ 0 

0 

6*Y 
8=4 

L=l 
9 

=4 
g 

= 
у =/ 

6 
=4 

z
=
 
F
e
y
 

 
 

°* 
14 

х
е
ж
о
и
ь
 
х
м
е
о
з
н
е
в
я
 
х
ч
н
е
з
к
а
 

и 
в
и
н
о
в
А
у
с
и
 
к
к
о
п
 

y 
Hiroe 

X@HHEY 
xMHAMreed 

udu 
woLedo 

ичнневосийбкгоп 
онценик 

и 
онбьклядип 

vifodolfor 
змозе 

иипееинои 

gouHoLodx Aer 
[652] 

циневео 
х
и
х
о
е
в
и
н
е
х
е
м
о
в
о
в
и
е
в
я
 

/^),7б) 
//и)_2о 

э
и
н
е
ш
о
н
ы
 

*р*с 
п
и
к
о
в
 

 



—139 — 

В таблице 5.3 проведено сравнение выражения (5.74) с недав- 

‚ ними квантовомеханическими расчетами |239] при И=1,...,9. 

Как видно из таблицы 5.3, согласие формулы (5.74) с квантовоме- 

. ханическими расчетами Каруле [239 | приблизительно такое же, как 

и в таблице 5.2 с расчетами Кларсфелда и Маквете |195[ . Следу- 

ет сказать, что абсолютные значения сечений в этой области час- 

тот меняется на много порядков. 

В таблице 5.4 приведены результаты квантовомеханических рас- 

четов [239] отношения 05°(и)/С\(и) сечений двухфотонной иониза- 

ции атома водорода циркулярно и линейно поляризованным светом. 

Как следует из таблицы 5.1, в квазиклассическом приближении это 

отношение равно 1,25 um не зависит от длины волны поля и главно- 

го квантового числа. Таблица 5.4 показывает, что квантовомеха- 

нический расчет тоже приводит к величине, близкой к 1,26 вбли- 

зи порога однофотонной ионизации. При больших частотах квази- 

классическая формула менее точна в случае циркулярно поляризо- 

ванного поля, чем в случае линейно поляризованного поля. Не- 

сколько непонятное в настоящее время различие квантовомехани- 

ческих и квазиклассических сечений наблюдается вблизи порога 

однофотонной ионизации при /= 9, которое имеет тенденцию рос- 

та с увеличением Л. 

Следует отметить, что квантовомеханический расчет сечений 

0%(и) выше порога однофотонной ионизации вызывает значительные 

математические трудности: в работах [195,196 [ привлекался ме- 

тод Педе» в работе | 239 ] деже после улучшения сходимости соот 

ветствующих рядов расчет потребовал значительное маминное вре- 

мя. 

Конечно, можно ожижать, что для дифференциальных сечений 

(5.39) или парциальных сечений (5.36) будет наблюдаться боль-
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шее отличие от соответсвующих квантовомеханических сечений, чем 

для сечений OY cu) ‚ для которых более тонкие квантовомеханичес- 

кие эффекты могут исчезнуть в результате усреднения (5.37). Но 

для выяснения этого вопроса необходимы более детальные кванто- 

вомеханические расчеты. 

Не установлена точность формулы (5.39) в случае //>2 , так 

как в настоящее время отсутствуют квантовомеханические расчеты 

сечений & (1) при //>2 и больших д . Для основного состоя- 

ния атома водорода имеются расчеты [95] сечений (,‹./ ниже поро- 

га //-[-фотонной ионизации для //=1,..., 16, и расчеты |198] 

сечений надпороговой ионизации Ох, при //= 6,8,10,12 и <= 

= О, „..» 9, НО В ЭТОМ случае Формула (5.39) недостаточно точна 

без поправочных членов в области межрезонансных минимумов. эти 

поправочные члены при //>2 ene не найдены. | 

Сечения (5.39) и (5.71), строго говоря, относятся только к 

атому водорода. Хотя высоковозбужденные состояния сложных ато- 

мов водородоподобны, из проведенного выше вывода сечений (5.39) 

следует, что вероятность многофотонной ионизации высоковозбуж- 

денных состояний атомов в основном определяется небольшими рас- 

стояниями 2 и состояниями с небольшим С , т.е. как раз теми 

7 и @ ‚, при которых отличие волновых функций сложных атомов 

от водородных наиболее сильное. Метод квантового дефекта [107], 

по-видимому, Является наиболее подходящим методом для учета 

этого отличия в ремках квезикласвического приближения. 

В связи с недавними экспериментами [202-206 | по надпорого- 

вой ионизации атомов представляет интерес сравнение результа- 

тов этих экспериментов с предсказаниями развиваемой в этой 

главе квазиклассической теорией. Так как сечения (5.39) от- 

носятся к атому водорода, а эксперименты проведены на атомах
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благородных газов, То такое сравнение имеет только оценочный 

характер. 

ECHM для ионизации атома требуется поглощение не менее // 

фотонов, то отношение сечения //+5 -фотоиной ионизации к сече- 

нию /’-фотонной ионизации согласно (5.39) равно 

Ome  БЯ® (MIP Tyas ин | 
би . be ES ) (wes)! [* Ty, IR “a (S78), 

где резонансный множитель К, определен рекурентным соотноше- 

нием (5.33), а для ©,„, в этом случае имеется аналогичное 

соотношение 

aed W4S 

Кито Ce We Re (5.76), 

Формулы (5.48) дают явны” вид множителей С\,.‹ при //=2 из. 

На основе квазиклассического приближения отношение (Oy,,, //Cy, 
было оценено также в работах [240,241 ] . Полученная там оценка 
имеет ту же функциональную зависимость от Го и с, , чи 

(5.75) при 5-21 , но не содержит резонансных множителей и 

имеет другой числово" множитель. 

Если интересоваться только оценкой отношения 0/„‹ /с’, , 

т0 можно не учитывать резонансных множителей, которые для от- 

личного от водорода атома имеют другой вид. Тогда выражение 

(5.75) становится очень простым. Из него следует, что 91/0), 

пропорционально интенсивности поля и обратно пропорционально 

cu'/S . При тех интенсивностях и частотах, при которых прово- 
дился эксперимент | 205] формула (5.75) дает для отношения 

зеличину порядка 10-3. Такую же приблизительно величину дает 

квантовомеханический расчет |196 |. На эксперименте же получа- 

ется значение, близкое к 0,5. Следует сказать, что эксперимен- 
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тальные результаты | 202-206 ] тоже сильно расходятся между со- 

бой. Трудно представить, что столь большое различие между тео- 

рие? и экспериментом может быть объяснено тем, что теория отно- 

сится к атому водорода, а эксперимент проведен на атоме ксено- 

на. Правда, недавние эксперименты |151,152 | по многофотонной 

ионизации высоковозбужденных состояний атомов микроволновым по- 

лем показывают большое различие между вероятностями ионизации 

атома водорода и более сложных атомов. 

5.3. Точное решение основных уравнений квазиклассики. 

Проблема удовлетворения граничных условий 

Оказывается, что для основных уравнений квазиклассики( 5.18) 

может быть найдено точное аналитическое решение. Причиной это- 

му то, что матричные элементы в уравнениях (5.18) зависят толь- 

ко от разности индексов //- ЛГ и /^-м!. А такие системы, как 

было показано в работе [242] имеют точные аналитические решения. 

Де’ствительно, если ввести производящую функцию 

(К. y,t)= D>_ CA pdx tie yd Opn (t) (5.77), 

NM, M2-?? 

то система (5.18) сводится к одному уравнению 

“OG 2)\4 | 

которое имеет решение 
sw 

: Cc 

G= exp Jif, (1- 4?) 2 ге ip Jets (xt cei ye ytcl)$ (8.79). 

После разложения функции С` в ряд Фурье |214] xX ис 

найдем, что амплитуда С„„. выражается через произведение 

функций Бесселя
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Qus= IysCh-e)) Fe hell erpfiiw-s))-C)15)ace)} (8.80), 

mM=N-2s (5.81), 7 

ht (e)= [C#te) +3 (2) |, Ly j2@)= Ce @)/sGe] 8.82), 

C+(C)= 4 Lory. eC ft 200!) Cbs (st 4 HEY) (5.83), 

alt (2) - EU- Kye [ote' ee] cla 2'4 г) — (5.84). 

Так как функция С определена с точностью до множителя 

Вере г" ‚ где /”’ и lu! = произвольные целье 

числа, то общее решение системы (5.18) имеет вид 
—O 

yet) = 2. Ae nite Dhar ней (7-Е „(р 
hi (sl--s 

exp г (М-№(- зас ИС 2/6 217 (5.85), 

где фата - произвольные постоянные. В том, что функции (5.85) 

удовлетворяют системе (5.18), можно убедиться и непосредствен- 

Ho? подстановко’. Произвольные постоянные блики должны быть 

выбраны так, чтобы удовлетворялись граничные условия (5.8) - 

(5.10). 

Сначала рассмотрим случа’ переходов в дискретном спектре и 

ионизацию. Если частота поля излучения с, меньше или порядка 

расстояния между уровнями, то при не очень большой силе поля 

поглощение и излучение фотонов происходит в небольшой? области 

спектра и поэтому с хорошей точностью движение электрона в ку- 

лоновском поле описывается эллипсом (5.16). При росте частоты 

или силы поля будут наблюдаться переходы в высоковозбужденную
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область спектра и даже ионизация. Набирая при этом энергию элек- 

трон выг’дет из области эллиптичности своего движения. Однако, 

если вероятность ионизации за один период мала по сравнению с 

единицей, то волновая функция электрона в основном определяет- 

ся областью эллиптического движения, а ее часть, связанная с 

ионизацией, мела и слабо влияет на основную часть волновой фун- 

кции. Для грубой оценки вероятности ионизации можно принять, 

что движение электрона описывается эллипсом во всей области 

спектра . Если частота со больше расстояния между уровнями, 

то хорошим приближением является параболическое приближение 

(5.15), которое применимо как в области дискретного, так и не- 

прерывного спектра. В этом случае параболическое приближение 

должно хорошо описывать ионизацию. 

В случае эллиптического движения переменная /( связана с 2 

соотношением (5.16) и меняется в пределах от -/ до 7 . Вы 

брав (., в (5.83) и (5.84) равным -7 ,‚ найдем, что /.С7/-0 

Но так как Функции Бесселя от нулевого аргумента отличны от? ну- 

ля только при нулевом индексе, то 

Ans Ci) = бис. (5.86). 

Для открытых каналов согласно граничному условию (5.9) все 

Йа (-ii) должны равняться нулю. Поэтому 

бб из= oO, >. (5.87). 

Подставив общее решение (5.85) в граничное условие (5.10), 

учитывая (5.12), (5.87) и то, что + (7)/=0O › подучим 

следующую однородную систему алгебраических уравнений для оп- 

ределения постоянных @//< и энергии Е :



ware 

-2i07 Е. 
bus © ae ss. >. : a ae Эйве. а 

Wir. $2 

° Fer (Cn) tnis! , NEMA, „- 2, (5.88), 

где //, есть целая часть от —2./2., . Случай параболического 

движения получается из эллиптического, если в интеграле (5.83), 

определяющем С. (7/, перейти к асимитотическому пределу при 

больших CUCZ/F/)>2 , 

Заметим, что система (5.88) может быть существенно упроще- 

на, если ввести периодические функции 

bits )e 22“ ба ФИ 20)-00) (8-89). 

Бели использовать теорему сложения для функций Бесселя / 214 |, 

то вместо (5.88) будем иметь 

’ >И, We iat ae АСИ 
by, С? = я С и. C00) by}, (5.90) 

Ave >> 

CC. Msluy= W sing, 

MW = [2*li)4 CM) ROWCajcey J! (8.91). 

Geogr функцию г. 

Ay (y)= bal °C, (5.92), 
получим вместо (5.30) следующую систему 

ol, ~ Li Ny _ Е 

ие =D Iu lan! (5.93). 
Mic - °° 

Величина у входит в (5.93) в качестве параметра и изменяет- 

ся в пределах от —1| до 7 .
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Если, далее, ввести функцию 

ЕС = eC by, EGA) = Eby) (6.98) 

и использовать интегральное представление |214 | для функции 

Бесселя, то система (5.93) может быть сведена к однородному 

анны ‚ини 

2 Fi) АСУ. Ле". 2 т 

Иу2-2е 

которое должис удовлетворяться при любом ф . 

Уравнения (5.88), (5.93) или (5.355) представляют собой урав- 

нения на собственные значения. Так как они учитывают то, что в 

открытых каналах отсутствуют сходящиеся волны (комплексное гра- 

ничное условие (5.9)), то энергия тоже получится комплексной. 

Из уравнения (5.95) следует, что энергия Л зависит от + a / 

как параметров, Т.е. каждый уровень в присутствии поля превра- 

щается в полосу . Это связано с тем, что при наличии поля вол- 

новая функция есть смесь бесконечного числа состояний! с различ- 

ными орбительними моментами и различным числом поглощенных (ис- 

пущенных) фотонов. 

В случае задачи рассеяния вместо граничного условия (5.9) 

имеем условие (5.8). При больших энергиях электрона £ его 

движение происходит по гиперболе, а при малых - по параболе. 

Переменная |4 в обоих случаях меняется от -2о ДО -> ‚„ Так- 

же как и в случае ионизации, все („< при Е,>о равны ну- 

лю, кроме одного, а именно {ох ›‚ который равен единице. Ана- 

логично выводу уравнений (5.08) в этом случае можно при прийти 

к системе 

^ (5.95),
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_ Ry, м: | а ко 4 

( 

my 2 we pel ~whsest(C- (5) 56. «СЫ буи (5.95). 
М -98 S>- 

Число //› есть целая часть от -2/.), и так как энергия Е 

В этом случае положительна, то //’о отрицательно. 

вводя, как и выше, функции an (4) ‚ получим неоднородную 

систему 
NG 

Any gre = 2. $ wi Wap! + © “AL (wu) (5.97), Ди/= ->5 

аналогичную системе (5.93). Если ввести функцию 

и —, ыы 
Liy)=e" iy “eM yy | E (p42) =F ¢) (5.98), 

Sys oe) 

то получим, что оно должно удовлетворять неоднородному интег - 

ральному уравнению 
Ио ; J 

ion Ot < FMC 2 РМ or eR, 

т 

_ в =о 

(5.99). 

Выражение (5.55) определяет амплитуды Gas) ‚ которые 

т. 

Ane Cor) = Я ини, lO (>) Foe (C1 (-9)) 4 

Mo => ; 

+) > бе Fy ИИ ape Е ee S-S/ lle wns, 100). 
А/= ==> те» 

Еели энергия электрона Г’ ‚ частота Су и напряженность поля 

Ге таковы, что можно пренебречь влиянием переходов в дискре- 

тном спектре на рассеяние, то все бис можно положить равными
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нулю, и амплитуда C/yc(~ определится одним первым членом 

(5.100). Учет влияния дискретного спектра приводит к резонансам 

в сечениях рассеяния, аналогично тому, как это наблюдалось в 

случае рассеяния на С’- потенциале (параграф 3.2.2). 

Таким образом, в отличие от большинства задач квантовой меха- 

ники, для которых основную трудность составляет нахождение ре- 

шений соответствующих уравнений, а не удовлетворение граничных 

условий, в данном случае основная трудность та же, что и в тра- 

диционных задачах математической физики, когда легко написать 

общее решение соответствующих уравнений и вся трудность связана 

с удовлетворением граничных условий. Отметим, что алгебраичес- 

кие уравнения с разностными коэффициентами, аналогичные уравне- 

ниям (5.93) и (5.97), встречаются в теории уравнений Винера- 

Хопфа [243,244 | ‚ По сравнению с уравнениями Винера Хопфа здесь 

возникают дополнительные трудности при нахождении решений урав- 

нений (5.93) и (5.97), что связано с экспоненциальными множите- 

лями в их левых частях. Уравнения Винера-Хонфа возникают при 

решении задач математической физики на полуплоскости. Здесь 

разделение на две разные области происходит в пространстве энер- 

гий: асимптотическое поведение волновой функции различно в дис- 

кретном и непрерывном спектрах. 

5,4. Приближение эквидистентности уровней 

5.4.1. Волновая функция электрона в кулоновском поле 

в присутствии сильного низкочастотного поля 

излучения 

Найдем теперь приближенное решение уравнения (5.95). это ре- 

щение будет применимо, когда частота со меньше или порядка
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расстояния между уровнями, т.е. СолЗ-/. Шри таких частотах 

приближенно 

(9.101) 

и верхний предел //, для суммы в (5.95) можно устремить к бес- 

конечности, Так как в случае осциллятора с его эквидистантным 

спектром /,, имеет вид (5.101), то назовем это приближение при- 

ближением эквидистантности. Сумма по //’ в (5.95) сводится в 

этом случае к д’= функции и само уравнение из интегрального 

переходит в функциональное 

— . . -2i py, 3 AWA a 

[fy _ a7 2 } 2 "=f lp) P и 
(fp - 2iwy,?/ € (¢) ¢ (5,102) 

Функцию ГГУ/ будем искать в виде 

E(¥)= 2 12/0)? 

Тогда -// Я должна удовлетворять функциональному уравнению 

(5.103) 

tl f- Aa at?) =p) Ис +24 5-1) , (5.104) 

где  - целое число. Уравиение (5.104) имеет следующее решение 

  

  

[245 ] 
‚1. И=% AW Cbs (f+ В) 

f(t) “wy f+ uae о (5.105) 

Из условия периодичности (5.94) функции //У/ следует, что 

9= И4 0%”, (5.106) 
где К = также целое число. Так как К” мало по сравнению 

c hes» TO 

Е 2-14, + la , (5.107)
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т.е. разные к соответствуют просто различным квазиэнергическим 

уровням, отстоящим от рассматриваемого на Кс, . Выбрав К=0, 

получим, что 

yah (5,108) 
й квазиэнергия электрона /Ш совпадает с энергией невозмущенно- 

го состояния. Впредь будем рассматривать только состояния с К= 

= О, которые при выключении поля переходят в невозмущенное сос- 

тояние. Тогда 

орлы ae 
К 5+4и ии (5.109) 
  

Самой интересной особенностью выражения (5.109) является то, 

что оно проявляет резонансную структуру. Резонансы будут наблю- 

даться при частотах со, кратных /-З ‚ как и должно быть в 

случае эквидистантного спектра. 

Цри рассматриваемых частотах излучения и поглощение фотонов 

вызывают переходы в небольшой области спектра около его невоз- 

мущенного значения, и для описания движения электрона в куло- 

HOBCKOM поле следует пользоваться эллиптической траекторией 

(5.16). Подставив (5.16) в (5.83) и (5.84) найдем, что послед 

чи 

Ct Cu) = £2 -2 (1-4 aye [otu'(2- 7!) 
—7/ 

| (case’. - ECE awy?(y!- WE Sinul)  e2Siny'sinwyYul. “ели (5, 110) 

Я + (4) БТ (1-1 T* fe ош 
i 

[© ня чи У ия estuu!) 4 ор Cen Vy | Se, ии 8. Lil)
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где 7 есть некое среднее для всех каналов значение главного 

квантового числа. Часто мы будем заменять › на главное кван- 

товое число невозмущенного состояния ДА. 

Если разложить /Г(/] в ряды Фурье по уи д и учесть опре- 

деления (5.59), (5.92) и (5.94), то найдем, что 

бис = Fuse (9) 7; (G, ) Cxpl iw lira cn) 4 (Si) (5,112) 

Ja > Ce) /2 Suds (5,113) 
Подставив (5.12) в (5.85) и используя теорему сложения для 

функций Бесселя, получим следующее выражение для амплитуд 

Ос (и] 

Дсси = R Teg (W200) Free Cela) | 

rp] nl ye (a) (и ее се) уси" 

Пиз Си) = [йа Са), *- раба) fy Coal au) -neurd) ]% Ot) 

Gs Siu (ft (u)-Te n3) =Ws чи (и) (5,116) 

rge K = нормировочная постоянная. Можно показать, что она со- 

виедеет с невозмущенным значением 
Е = In 

= (2/т/з)/ < 
= 2/трз/ ® (5.117) 

‚ Выражения (4.2), (5.Г) и (5.114) определяют искомую квази- 

классическую волновую функцию высоковозбужденного состояния с 

большими квантовыми числами ий, д и /М в поле излучения. 

Ona представляет собой двойной ряд: ряд по квазиэнергетическим 

гармочикам`. (т.е. ряд Фурье по полю излучения) и ряд по сфери- 

ческим функциям. Хотя энергия в присутствии поля не сохраняет-
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ся, квазиэнергия совпадает с энергией невозмущенного состояния. 

Уровень с главным квантовым числом И в присутствии поля не сдви- 

гается и не расщепляется в нашем приближенном рассмотрении. Цо- 

являются только квазиэнергетические гармоники, отстоящие от 

данного уровня на cv. Tawa me образом поле вызывает примесь 

к данному состоянию состояний с другими орбитальными квантовыми 

числами. Величина примеси квазиэнергетических гармоник и состо- 

яний с другими орбитальными квантовыми числами существенно за- 

висит от интенсивности поля излучения. То, что в нашем рассмот- 

рении уровень не сдвигается и не расщепляется, является следст- 

вием приближения эквидистантности уровней. 

Вывод найденной выше фолновой функции основан на предполо- 

жении, что частота поля („/ меньше или порядка расстояния между 

уровнями. Как видно из (5.109) или (5.113), при частотах с. ,› 

кратных /-> ‚, т.е. при резонансе, пользоваться полученной вол- 

новой функцией, по-видимому, нельзя, так как происходит быст- 

рое возбуждение атома и система выходит из области эквидистант- 

ности уровней. В результате недостаточно ограничиться прибли- 

жением эквидистантности уровней, используемым при выводе урев- 

нения (5.102), а необходимо учитывать следующие члены разложе- 

ния Ум, в ряд 10 Vc’. Фактически имеется и некоторое ограниче- 

ние на силу поля сверху, которое, однако, трудно определить, 

так как оно зависит от близости к резонансу. Практически это 

ограничение можно сформулировать в виде следующего требования: 

необходимо, чтобы те эффективные бурь которые дают существен- 

ный вкдад в волновую функцию (4.2), были текими, чтобы сор 

оставалось в области эквидистантности уровней. Чем ближе час- 

тота с находится к резонансу, тем при меньших полях наруша- 

ется это требование.
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Поиск волновой функции атома водорода в сильном низкочастоты 

ном поле был впервые предпринят Блохинцевым |139 |. Он нашел, 
что основное действие низкочастотного поля на вырожденные водо- 

родные состояния сводится к изменению временной части волновой 

функции и что сема функция принимает вид 

Че) Sin CE) exp et fair ¢ Se nt) 5 yest 
(5.118) 

где ‘/ии›(#/ = координатнея часть волновой функции атома во- 

дорода в параболических координатах |119 |, и, и, ‚ и, = пара- 

болические квантовые числа. Как видно, единственное отличие от 

невозмущенной волновой функции состоит в появлении слагаемого 

в экспоненте, содержащего синус, в качестве множителя перед ко- 

торым стоит отношение штарковской энергии к энергии фотона. 

Волновая функция (5.118) получена в базисе волновых функций од- 

ной оболочки, поэтому ею можно пользоваться при частотах Со , 

значительно меньших расстояния между уровнями. Учет влияния на 

волновую функцию состояний других оболочек учитывается в этом 

методе по теории возмущений. 

Волновая функция (5.118) была использована в работе [141 J 

для расчета вероятностей радиационных переходов между состоя- 

ни@ми, описываемыми этой волновой функцией, под действием вто- 

рого поля с частотой 92. Характерно, что вероятность таких ра- 

диационных переходов с поглощением одного фотона с частотой 92 

и к фотонов с частотой с) пропорциональна 5/^. Аргумент 

функции Бесселя равен множителю перед синусом в функции (5.118), 

В работе [141 | был исследован, однако, только переход с основ- 

ного на первый возбужденный уровень. Болновая функция вида 

(5.118). рассматривалась также при нахождении спектра низкорас-
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положенных состояний атома водорода [135,136 | и вероятностей 

их туннельной ионизации |246 | в низкочастотном поле. 

Функция Бяохинцева применима при частотах су ‚ значительно 

меньших расстояния между уровнями, равного /`З. Найденная выше 

квазиклассическая волновая функция применима и при частотах по- 

рядка /`” ‚, т.е. в более широком интервале. В ней проявляется 

характерная для этих частот резонансная структура. Отметим, что 

квазиклассическая волновая функция не переходит прямо в функцию 

(5.118), так как она в отличие от (5.118), получена в сферичес- 

кой системе координат и з квазиклассическом приближении. 

5.4.2. Расчет вероятностей радиационных переходов 

между высоковозбужденными состояниями атомов 

в присутствии сильного низкочастотного поля 

Полученная в предыдущем параграфе волновая функция описы- 

вает высоковозбужденное состояние электрона в сильном низкочас- 

тотном поле. Вычислим [187,188 | теперь вероятность радиацион- 

ных переходов между двумя такими состояниями под действием 

слабого поля с частотой С2 и единичным вектором поляризации 
—_ 

© ‚ направление которого по отиошению к оси 2 (направле- 

ние поляризации поля с частотой 2› ) задается полярными угла- 

ми Van /2 ‚ Вероятность такого перехода опредедяется мат- 

ричным элементом [1 19 | 

= РЕЖЕМ 5$/© Ake 
] = Е Jot LV4, /(e? E Oe ase: 

oO 

и 

(5.19) 

где индексы с и / относятся соответственно к начальному и 

конечному состояниям. Если подставить (4.2) в (5.19), про- 

вести простое интегрирование по угловым переменным | 162 ] и
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воспользоваться зависящей от времени теорией зозмущений, то най- 

дем, что просуммированная по MM, вероятность перехода в единицу 

времени равна 
coo 

AwW= > 

Wee = nk Tae 44 (Вей -1) | Roby Re [24 

t S$ ии ((Ret [24 (REPS (5.121) 

a i | 
КЕ = — {ore Ee, Фе Фи: е: (5.122) 

где /о- интенсивность поля с частотой 52 , С - постоянная 

тонкой структуры, ((42 - телесный угол. Так как ly u Le мало 

отличаются от соответствующих // и Д:, в то время как сами 

эти величины велики, то всюду в (5.121) и (5.122) множитель 

(4 - 47] заменен на / -//:^//Л. Выражение (5.120) имеет струк- 

туру, типичную ддя многофотонных процессов. Наличие с’-Фуниции 

в (5.120) означает, что переходы происходят при частотах 42, 

равных разности энергий конечного и начального состояний атома 

плюс Ес. Поэтому в спектре поглощения наряду с основным резо- 

нансом, соответствующим переходу от л; к My ‚ будет наблюдать- 

ся большое число резонансов - сателлитов, соответствующих по- 

глощению фотона с частотой 52 и одновременно поглощению (ис- 

пусканию) К фотонов с частотой су. 

Вычислим теперь радиальные интегралы (5.122). В общем слу- 

чае их вычисление затруднительно, так как амплитуды Ол/р oT 

которых зависят функции //› › являются сложными функциями от 

переменной (/ . Последняя связана с 2 пареметрически посредс- 

твом (5.16). Вычислим радиальные интегралы для случая, соот 

ветствующего эксперименту [153 |, в котором исследуются реди- 

O (tang- Lanp- $2. +€ es) Wed , (5.120) 
>>
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ационные переходы между далеко отстоящими по энергии состояния 

ми (/:= и ^, порядке 50). Дальнейшее рассмотрение поэтому бу- 

дет проведено при следующем ограничении на частоту 52. : 

>> иг” (5.123) 
При выполнении этого условия вычисление радиальных интегра- 

лов существенно упрощается, так как заметный вклад в вероятность 

перехода между далеко отстоящими по энергии состояниями дают 

только состояния ec 1 <</ (€-1) и область изменения 7 около 

ближайшей к ядру точки поворота (параграф 5.2.1). Поэтому при 

вычислении интеграла (5,122) можно пользоваться параболическим 

приближением. С учетом (5.1) и (5.13) тогда будем иметь 

ке , | 
Re = 7 _ [ot 2) Ong, UO) OR se, 041 (W). 

Ору Ес ие Л (5.124) 
где ̂, 2 и ‹/ связаны согласно (5.15) через переменную (4 . 

Цоследиюю здесь обозначим через |. В эмплитудах С,, тоже нуж- 

но перейти к параболическому приближению. Для этого необходимо 

заменить ¢ Ha /-/*/2,%, от эллиптической переменной („ перей- 

ти к пераболической \иУ- и л://' . считая [| и До/и; малыми и 

оставляя первые члены разложения всех функций по этим величинам. 

Тогда интегралы (5.110) и (5.ПГ) при (и-о принимают вид 

  

7 ~~ 3H Aone 2, ~ > С+(М, wuz 2/5 7 (1 - С #/ 1 и] (5.125) 

ео Бр 2] sae
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Отсюда следует, что в квадратных скобках этих функций можно пре- 

небречь всеми членами, кроме единицы, как при малых, так и боль- 

ших значениях параметра /2 (42и3>>//), которым определяется 

величина интеграла (5.124). Поэтому функции С+//си-0/ и 

0+ (М 420] з а следовательно, и амплитуды иг в интеграле 

(5.124) можно считать постоянными и заменить их значениями при 

и-О. Ири отличных от нуля (о такую оценку сделать труднее, но 

можно показать, что если (оп? меньше или порядка единицы, то 

все еще в интегреде (5.124) можно пренебречь зависимостью амп- 

литуд от |”. Если учесть, что 

+1), + (1)=№ , Су (= 26410), 

C(o)=C_(o], 0,00) 4-00) , bs le) = 4. tp) 
= \4¢ lo) = 1 (©/, (5.127) 

TO амплитуды A nyc) принимают вид 

Anis (0) = B/N) Fry sg, боры) рт cays). 

Cap le len рб, (126 
W; = CO; ety ij on; > — at; (5.129) 

Crh ae J aM (1 - бр СИ u-Stny ) (5.130) 
7 

a; = А И;° } ctu (1 - Cee, ‚= 51-544 4/ (5.131) 
о 

ty ter Ci fol, Six f= ИД (5.132) 

Согласно вышеизложенному, эксцентриситет в (5.130) и (5.131) 

положен равным единице. Интегралы (5.130) и (5.13Г) могут 

быть выражены через функции Ангера-Вебера |214] как это 
было сделано в работе [164 |.



    

Аналогичные выражения имеют место для амплитуд д.6) * 

Вынося в (5.124) амплитуды С. (о) и `4/,‹.(6) перед интегра- 
лом, оставшийся интеграл может быть выражен через функцию Эйри 

и ее производную. Используя еще теорему сложения, окончательно 

найдем в рассматриваемом приближении следующее представление 

для радиальных интегралов: 

Е] м 
в Е, Зри (боев). №№ (К св]. 

СКК (= + 16274, (5.135) 

Ka | Wz? +Uj?- Lote Wy C042 Cy; 45] (5.136) 

WW: SuLalyrty)= X Huy (5.137) 

A, =(n; (2742 57% /- Ач) Аи], 62-188) 

x2 Uhi-ly-eadfa, 9=(R1 A) 
| (5.139) 

Радиальный интеграл К, получается из (5.135) заменой 27 на 

2-/ и О на@ . Величина Х принимает только целые значения. 

После подстановки ©: в (5.121) необходимо провести ряя 

усреднений и суммирований. Во-первых, необходимо провести сум- 

мирование по всем моментам /, конечного состояния, что сво- 

дится к суммированию по всем целым =” . Предположим, далее, 

что все начальные состояния заселены равновероятно. Усреднение
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полученного выражения ио /м; можно заменить интегрированием по 

? в пределах of -72 go 72 , & ycpeyHenue no Д. -интегриро- 

ванием по (/ › такие как при выводе сечений (5.36) и (5.39). 

Взятие интегралов от квадратов функции vipa uv ее производной 

не представляет трудностей, так что в результате получим следу- 

ющее выражение для вероятности радиационного перехода в единицу 

времени с поглощением одного фотона с частотой 42 и К фотонов 

с частотой ©: 

а М, а | 

Ме = оао 29%, САРы) бей Cela} 
” (5.140) 

py 
ne ve al У У 5 se frye, BG) a 2. BON Liye (Lig ~ Le, /2); (5,141) 

г, 4 

Grx)> 2 [ tBewp (te (5.142) 
—Йй 

Uk > FuselZ coup) Te (Lees). (143) 
Найдем более простые представления для функций 2. А/ и ©.) 

‚ Рассмотрим снамала функцию G_/7). Если использовать 

следующее интегральное представление для квадрата функций Бес- 

селя [214 | 7 

w/z) = 5 LOY ян) соли зы 

и теорему сложения, то нетрудно найти, что 

В. 4 Е Ни) ЗЕ bv, Ce) = 7 JP сор. ау 2 ева ии — 

Входящий в (5.145) квадрат функции Бесселя можно еще раз предс- 

тавить в виде интеграла (5.144) от переменной fe Вродя потом 

вместо нее новую переменную => ="), получим



-160- 

U о 

Sou 

_/ а To (axsivy] (си - 22-4 

. (5.146) 
Здесь вместо переменной /5 введена „-1/-/» Перемена порядка 

интегрирования в двойном интеграле по ‚ их приводит к легко 

вычисляемому интегралу по. В результате использования формулы 

(5.144) придем к следующему окончательному выражению 
f 

Ctx) = 2/42 (и) 
О (5.147) 

Аналогично может быть найдено, что 
Х 
a > : и 

pe)a [244429 Fl). 
Fed J (A . (5.148) 

При малых х удобно вычислять функции С,/^) и Д/с помощью 

ряда, полученного разложением квадрата функции Бесселя в ряд и 

последующим инрринини, Эти ряды имеют вид 

6,4) = 2 27 пака)! ка 

| Ces)! 1% (2 bpm)! (Les ditt) , 

(5,149) 

  

Kin)= > © И“ каш] fel fet 1 al 
— Wf Team) 72 Bes wn) LP Bk 20) т etd 

(5,150) 

При больших х для С.) и Р.Х) можно найти асимптоти- 

ческие представления. Для этого введем вместо > переменную 

К=ХЕ И а интеграл (5. о следующим образом: 

Oly 5“ 
к ме“ 2 fe OG) (5,151) 
Бенин множитель введен здесь для обеспечения сходи- 

мости интегралов. Первый интеграл в (5.Т5ТГ) вычисляется в яв-
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ном виде |214 |, а во втором вместо функции Бесселя можно под- 

ставить ее асимптотическое выражение при больших ((. цоследую- 

wee интегрирование и устремление р) К нулю приводит к следую- 

щему асимитотическому выражению для С,(‹/» справедливому при 
больших Хх (Х>>/Е//: 

к т» ots ! (5.152) 
где (=) = CH= функция [214 [ . Аналогичный вид имеет функция 

Г.) при больших х : 

Хх { ae , | yp Df =a Ск Ё == | У (1! (+48 )+3% Et) 
/ 

  

CE DK L\/ 22 
= oe Oy | a wean 

1юведение функций [, ^/ следующее. Во-первых, они симметричны 

относительно изменения знака К их ‚ как это следует из 

(5.148). На основании представления (5.150) можно заключить, 

что при малых Хх и [6|> о функции С.(/ возрастают пропорционально 

Х*"". При некотором Х„„,() они достигают мексимума, затем спа- 

деют. Асимптотическое представление (5.153) показывает, что при 

больших Х этот спад становится очень медленным. Чем больше (к|, 

тем дальше от нуля отстоит максимум соответствующей функции 

-/ . Численный расчет показывает, что [.(х) достигают своего 

максимума при Х,.,,(Е]» равном 2,38; 3,9; 5,1; 6,3; 7,5; 8,7; 

9,9 соответственно при К = [,2 ..0, 7. Хотя за максимумом 

функции Г.) осциллируют, как это видно и из (5.153), эти ос- 

цилляции сравнительно невелики. Аналогично ведут себя функции 

5 С) 

Функции Г.(‹) и С, (х) зависят от напряженности и частоты 

низкочастотного поля и главных квантовых чисел и; и My только 

через одну безразмерную величину \. Эта величина пропорцио- 

нальна непряженности поля {_, но, как следует из (5.136) и



—~162- 

(5.129) - (5.131), ее зависимость от 4) ‚И; ил, довольно 

сложная. Если hes y:%_ то приближенно 

Kee CTY feo ny? HY (5.154) 

где с, и ©, определены интегралами (5.130) и (5.131) или Bupa} 

ae (5,133) uw (5.134). 

Вели Cvhy°c</, tO wHverpams (5,130) u (5,131) zero syumc- 

ляются, и приближенно 

; ZF (ne ane) 2, 6. 
= 3° / 

: Zon Lt HE] (5,155) 
Как видно, перед квадратной скобкой в этом выражении стоит раз- 

ность отношений энергий крайних штарковских компонент для конеч- 

ного и начального состояний к энергии фотона. Второй член в 

квадратных скобках есть первая поправка NO Cd /7”. 

В этом предельном случае малых Cd M,? можно установить связь 

с теорией Блохинцева. Как отмечалось, вычисления с помощью функ- 

ции (5.118) приводят к интенсивности К-тТого сателлита, пропор- 

цмональной квадрату функции Бесселя с индексом к и аргумен- 

том, равным разности отношений штарковских энергий начального 

и конечиого состояний к энергии фотона. Взяв сумму по всем зна- 

чениям И,-/,», которую при больших И можно заменить интегралом 

по 2 =|И-и|/и от нуля до единицы, придем к выражению типа 

(5.148). Для нахождения множителя перед квадратом функции Бес- 

селя необходимо, однако, вычислить дипольные матричные элемен- 

ты от параболических волновых функций в квезиклассическом при- 

ближении для далеко отстоящих по энергии состояний. В случае 

сферических косрдииет они выражаются через Функции ойри и ее 

производную и зычислены при выводе (5.135) и (5.25), а также 

в работах | 165,166 | . Такая квазиклассическая оценка дипольных 

матричных элементов в параболических координатах пока не сде- 
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лана. Если не выполняется условие 4//,22/, то волновой функци- 

ей Блохинцева и также приближенным выражением (5.155) пользовать 

ся нельзя, а необходимо величину Х вычислять из (5.136) и 

(5.129) - (5.130), 

Сравним теперь предсказания вымеизложенной теории с экспери- 

ментом. В эксперименте [153 | /:= 10 и И, около 50, т.е. на- 

чальное и конечное состояния далеко отстоя? друг ст друга. 10- 

этому оправданы те приближения, на которых основывались вычис- 

ления радиальных матричных элементов, Так как в эксперименте 

a Wy” не превызает одной пятой, то для величины х можно поль- 

зоваться выражением (5.155) и даже пренебречь в нем поправкой 

в квадратных скобках. В эксперименте поляризации обоих полей 

линейные и их направления совпедают, т.е. 22 = 0. В таком слу- 

чае из (5.140) следует, что интенсивность К-того сателлита 

пропорциональна функции С, (x). 

Представление (5,148) для Функции Г. (‹] получено в предполо- 

жений, что начальные состояния заселены равновероятно. Как от- 

мечено авторами работь [153] , это предположение в их экспери- 

менте, по-видимому, не выполняется. Интенсивность К-того са- 

теллитов можно рассчитать по вышеизложенной схеме и при другом 

распредалении, отличном от равновероятного. Но так как истин- 

ное распределение не известно, то все же имеет смысл сравнить 

полученное в этом предположении Г.(х} с экспериментально из- 

меренлыми интенсивностями перехода. 

Прежде всего заметим, что из (5.148) следует одинаковая ин- 

тенсивность сателлитов с поглощением и излучением к фотонов, 

что и наблюдается на эксперименте. В работе |153] кривые при- 

‘водены не в зависимости от Г, , а в зависимости от мощности 

микроволнозого источника. При этом отмечается, что мощности 

0,12 Вт соответствует пиковая напряженность поля около 6 в/см.
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Хотя удовлетворительное согласие с экспериментом наблюдается и 

при этом соотношении, несколько лучшее согласие получеется, ес- 

ли последнее число выбрать немного меньшим. Мы выберем его в 

дельнейшем равным 5,23 в/ем. 

На рис. 5.3 сравнивается экспериментельно измеренная интен- 

сивность резонанса при К=-Ти д, = 44 с функцией Рх), нор- 

мированиой на экспериментальную кривую з мексимуме. Прежде все- 

го следует отметить, что максимум Функции РБ) находится приб- 

лизительно при тех же мощноятях Г, что и в эксперименте. Спад 

интенсивности резонанса по обе стороны от максимума достаточно 

хорошо описывается функцией Г, (д). При больших мощносшях экспе- 

риментальная и теоретическая кривые расходятся, так как на экс- 

перименте наблюдается замедление спада интенсивности с ростом 

Р , а свыше 7,5 ВФ даже ее рост. Пока не ясно, чем обусловлено 

это расхождение. Хотя теоретическая кривая проявляет осцилляции 

за мэксимумоы, она все-таки не воспроизводит найденные на экс- 

перименте мелкие осцилляции интенсивностей резонансов с измене“ 

нием Г). Асимптотическое выражение (5.153) является достаточно 

точным уже сразу за максимумом функции {7 (x) . 
Зная Х„,„,(Е) можно найти ту мощность /...,(е/» которая соот- 

ветствует максимуму вероятности возбуждения К-того сателлита: 

Век (Е) = 41,1440 0% Х Е) И HeP* (5.156) 
Здесь О выражено в Бт, а (о в Ггц. На основе (5.156) и приве- 

денных выше значений /„.‚,(«) построены кривые на рис. 5.4. Как 

видно, сни хорошо воспроизводят экспериментальную зависимость 

[ке ок, hy uw , Исключение, может быть, составляет 

зависимость (,.„ (от (/, так как эксперимент указывает на то, 

что (,,,({) препорциональна (075 ‚;ане со?" , как следует
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Рис. 5.3. Относительная интенсивность 7 сателлита при К= <1 

и / ‚= 44 как функция мощности микроволнового источника, частота 

которого = 7,829 Ггц. Вставка показывает эту зависимость при 

малых мощностях. Точки и сплошная кризая - эксперимент [153 |; 

зетриховая кривая = функция (5.148), нормированная на экспери- 

ментальную кривую в максимуме; итрихлунктирная кривая = асимпы 

тотика (5.153) для функции (5.148) при болыних мощностях микро- 

волнового источника.
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Pax (K), Вт Prax(1), Bm 

1.0 

    

0.100 
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Рис. 5.4. а} Хощность микроволнового источника ик (Е) ‘ 

соответствующая максимуму возбукдения К -того сатоллита, как 

функция К . 6) Зависимость Гу, (1 ] эт главного квантового 

числа И,. в) Зависимость бек) ст частоты микроволнового 

источника. Точки = эксперимент [153 | , сплошные кривие = форму- 

ga (5.156).
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из (5.156). Хотя найденная выше поправка по (›/,? и может увели- 

чить степень с) для зависимости (/,.(/) от с. ‚ в данном экспе- 

рименте эта поправка сличком мела, чтобы ее нало было учитывать. 

При увеличении частоты зависимость [,..(/ от с/ уже не будет 

квадратичной, а станет более сложной, как это enenver ua (5,154), 

(5.133) и (5.134). Несомненный интерес поедставили бы экспери- 

ментальные исследования при частотах Cc’, приближающихся к резо- 

нансу. 

Из проведенного сравнения функции Г. (х/ с экспериментально 

измеренными интенсивностями сателлитов. по--вилимому, следует, 

что в эксперименте |153 ] скорее реализуется предположение о ра- 

вновершятности заселения начальных состояний, чем прелположение 

о заселении одного изолированного уровия. При последнем предло- 

ложении интенсивность К-того сателлита пропорциональна | 247 ] 

Fe BR И (,- Ng) res) и, следовательно, сильно осциллирует 

с изменением интенсивности поля, тогда как в эксперименте на- 

блюдается всего один пик, за которым следует плето. 

5.4.3. Оценка вероятности многофотонной ионизации 

высоковозбужденных состояний атомов 

низкочастотным полем 

Как отмечалось в параграфе 9.4.1, найденная там квазикласси- 

ческая волновая функция электрона, движущегося в куаоновском 

поле и поле излучения, будет достаточне точна при сил? / , 

когда излучение и поглощение фотонов вызывает переходы в не- 

большой области спектра около невозмущенного состояния. Так как 

при зыводе волновой функции использовалось приближение эквидис- 

таитности уровней, то квазиэнергия оказалась действительной и 

совпадающей с незозмущенным значением. Строго говоря, вероят-
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ность ионизации в этом приближении равна нулю, По из найденной 

волновой функции можно получить грубую оценку для вероятности 

ионизации на основе следующих соображений. Волновая функция пре 

доставляет ряд по квазиэнергетическим компонентам, т.е. по числу 

поглощенных (испущенных) фотонов. Основная часть волновой функ- 

ции расположена в области эквидистантности спектра, и она долж 

на достаточно точно воспроизводиться рассматриваемым приближе- 

нием. Далекие члены ряда по квазиэнергетическим компонентам рас- 

положены вне области эквидистантности уровней и в рассматривае- 

мом приближении, видимо, будут отличаться от их точных значений. 

Мы все же используем эти члены для грубой оценки вероятности 

ионизации, 

Найденные в параграфе 5.4.1 амплитуды (0,.(4/ имеют смысл 

амплитуд вероятности поглощения электроном // фотонов и перехода 

его в состояние с орбитэельным моментом С под действием поля из- 

лучения при движении электрона по эллипсу в яулоновском подле. 

Переменная [4 списывает движение по эллипсу и связана с 2 сооб- 

ношением (5.16). Квадрат модуля СЁ») при ((2/ дает вероят- 

ность возбуждения данного состояния за ощин период. Поделив его 

на период обращения по орбите 7=07И? и просуммировав по всем 

состояниям, расположенным выше порога ионизации, получим вероят- 

ность ионизации в единицу времени [189 | 

oS ‘eid а 

52. > > [Ans Ca] 2 Ns 
2h? г aeed ) (5.157) 

Ала (Фи), 6=(6-4-М]/ (5,158) 
Здесь / -орбитальное квантовое число невозмущенного состояния. 

Из (5.113) - (5.116) и (5.82) - (5,84) следует, что
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hit (a)- Crt) , f2 (ha) = Ma, 

s(n) 2 ia-Won?, Ws M=Gs 

  

(5.159) 

и амплитудн Cy.(71/ принимают вид 

nus (i) = a, CENA А 
Икс (ртр Total) Fs к. 

и еп (4-13) + 37$, (5.160) 
= _ У 4 

С+()= Ги м PY fora (t- -E C07 «1 ) . 

=i 

| (cesu-8 cnet 7 VFerSiha Siu? J, (5.161) 

a У2>(и-# Sina) у e = (fx Lih2)2 (5,162) 

где Л(-магнитиое квантсвое число, ) -некое среднее значение 

главного квантового числа ддя всех каналов. Интегралы (5.161) 

могут быть выражены через функции Ангера-бебера [ 214 | 

=] Ш fo ¥*- 244 F 2 | C+ i] = ce (f- г | = (ge) + a = 

д i ae , 

os te _ (5.164) 
При 2-1 (5.163) переходит с точиостью до множителя 7-/и772 

в (5.133). 

При (uy?<<7/ 

С? а > ПРЕ и_ м? Zz 

ири ty y? >> f и L Zia



- {FO 

. Bee -, pt ler a fle nSdASel 
Сч (1/2: a(t ке и Wey Ala) 

  

(5,166) 
2 

A= (wl?) Ys 
(5.167) 

и (С0@| только нномителем 2, отлачается от выражения (5.25). 

Отметим, что С+(@/] вовсе не зависят от главного квантового числа, 

т.е. энергии электрона. 

Так ках в энопораментах 146-151] 6/и%// ‚, то для оценки 

будем впредь пользоваться выражением (5.162), в котором заменим 

У на ^ . Ограничимся рассмотрением состояний с /(-/-0). вели 

подставить (5.150) в (5.157), представить квадрат функции Бессе- 

ля в виле инчегрела (5.144), использовать теорему сложения и 

формулу [232 | 
eo = 

FS SI (2) ыы jot Fy КЕ CE), 

Е =И+1 (5.168) 

то после интегрирования по частям по переменной и представления 

(5.144) получим следующее выражение для вероятности ионизации 

Wr 
Wa, fal Psu! Fry, (x Cob) Figen (cep) ng / (5.169) 

yn 6 a 
Zi (5.170) 

  

цараметр X есть отношение максимальной итарковской энергии к 

энергии фотона. 

Ь экспериментах [148-151] минимальное число необходимых для 

и@визации фотонов // достигает даже нескольких сотен. Так как 

индекс функции Бесселя в интегреле (5.169) является большой ве- 

личиной, то вероятность ионизации \\/ будет заметной только при
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аргументе функции Бесселя, приблизительно равном индексу. Учиты» 

вая это и представив произведение функций Бесселя в виде интег- 

рала, изИдом 
# 

_ Kk. faaz7 ый! = тер J Ме! [2x 2)) (5,171) 

Используя асимитотическое представление /252[ gan фуикции 

Бесселя в влучае большого аргумента, близкоро индексу, найдем 

окончательно [189]: 
ZO 

М = (472274) 4 S022 Aclarz) = 

= (47h? Ne “JY - Af (4) ~ a few A, м] (5,172) 

~ 2CMo-xX) 
= M8 > eh (- BH4fe ) (5.173) 

Дяя произволной и интегреле от Функции Эйри имеются таблицы 

[232] . При а >41 
: я)- 2,3, 

= (87% WNBA) exp - Fa a) (5.174) 
Если возмущение действует не атом в течение времени г, то 

вероятность его ионизации 

Ret= f - explwt). (5.175) 
Сравним предсказания формул (5.172) = (5.175) с эксперимен- 

том. Так как //› в эксперименте достигает мескольхих сотен, то 

величина (Х очень бользая и вероятность ионизации Й/ мала, ес- 

ли только поле [. не приближается к величине 1/347 ‚, при кото- 

рой должно наблюдаться резкое возрастание вероятности ионизации. 

В работе [151] для атома водорода таког резкое возрастание И/ 

(порог) наблюдается при полях Г, в 2,6 раза меньших величины
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L/ant зав работе | 150 - 33,5 = 4,5 раза менфаих этой вели 

чины. То, что на эксперименте порог ионизации наблюдается при 

полях в несколько раз меньтях, чем следует из (5.Г73), отчасти 

ясно, потому что в формуле (5.165) мы заменили среднее кванто- 

вое Число У меньшей велизиной и. Фактически в зыраженим (5.173) 

вместо /” должно быть Уд ‚ где 7 можно найти из определения 

средней энергии 

(— Hanes Ey JiR = - 40% (5.176) 
Так как конечное состояние расположено оноло порога ионизации, 

то соответствующую ому знергию Е можно положить равной нулю. 

Тогда 7=2%и и в выражении (5.173) множитель 3 заменится на 

2.2% /7 

На рис. 5.5. сравниваются экспериментальные результаты по ио- 

низации атома водорода из уровня И = 99 с расчетами по формулам 

(5.172) = (5.175). Как видно, эчспериментельная кривая располо- 

жена межцу теоретическими кривыми, дли которых срепнее значение 

главного ивантавого числа 7 равно и и 29И, Выражение. (5.172) 

предсказыгает приблизительно в 10 раз более быстрый роет? И/ от 

Го в области порога, чом наблюдаотся в случае эксперимента 

[151] ‚ Сглаживанию роста И/ от Г, на эксперименте способствует 

неоднородность поля и, особенно, присутствие пелого нябора на» 

чальных состояний с разными Ди М ‚ ция которых попоги различ 

ны. Для состояний с отличными от нуля значениями / им перед 

л4 в формуле (5.173) появизся множитель [(/-2772/(1 - 02] “ 

меньший единицы. Счень резкий, почти вертикальный рост кривой 

ии от 4мГ в области порога наблюдался в работе [247] в случае 

ионизации атомов КР и Хе интенвивным полем СФ лазера. В их 

эксперименте //›>/00. 

Следует сказать, что выражение (5.172) получено при таких ин-
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Рис. 5.5. Вероятность ионизации атома водорода из уровня 

И= 29 в зависимости от напряженности микроволнового источника. 

Сплошная кривая - эксперимент [151| . Пунктирные кривые - рас- 

чет по формулам (5,172) = (5.175), Числа у кривых - среднее 

значение главного кзантового числа.
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тенсивностях поля, когда вероятность ионизации становится замет- 

ной. при меньших интенсивностях нужно использовать выражение 

(5.169) и учесть только первый член разложения Функции Бесселя 

в ряд. Тогда придем к характерной для многофотонных процессов 

зависимости \\/ от напряженности поля 

Ww О] (5.177) 

Цолученное выше выражение (5.Г72} представляет собой грубую 

оценку вероятности длонизации высоковозбужденных состояний атома 

водорода сильным полем, честота которого меныше кеплеровой час- 

зоты /-?. Обсудим теперь те приближения, на основе которых по- 

лучено выражение (2.Г72), В применимости квазикласеики едва ли 

можно сомневаться, так вех нечальное, промзжуточные и конечные 

состояния ресположемы при знергиях, значительно меньших по аб- 

солютной вехличике онергии не первой боровской орбите. Цервая 

неточность з нашем рассмотрении появляется при выделении общего 

классического движения эхектрона 20 всех каналах, т.е. при пе- 

рехопе от уравнений (5.5) п уразненияы (5.10). Тек как последние 

имеют точные решения, то для вывода уравнений (5.93) или (5.95) 

не требуются накаких дополнительных прибаиаений. в случае иони- 

зации уравнения (5.18), (5,93) « (5.95) дояжны быть достаточно 

точными пом частотах с/, больтих 17-3, когда во всех каналах = 

закрытых и открытых = имеется общес классическое движение элек- 

трона пс пэрэболе. В случае С/=И“таким классическим движением 

является ирижение по эллипсу, Но набирая энергию в процессе 

ионизации электрон в конце концов выйдет из области эллиптич» 

ности сзоеговдвижения и перейлот в область параболического дви 

жения. 

Но основная неточность, коченио, связаче с использованием 

приближения эквидистантности уровней при нахождении решения
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уравнения (5.95). Полученное выше реление (5.114) в случае 

0=и-> должно хорошо воспроизводить основную часть волновой фун- 

кции, сосредоточенную в области эквидистантности спектра и эл- 

липтичности движения эдектрона. Но далекий "хвост" волновой фун- 

кции при //>./ ‚, которым и определяется вероятность ионизации, 

расположен уже вне области эквидистантности спектра и в рассмат- 

риваемом приближении не может корректно воспроизводиться. приб- 

лижение, связанное с использованием выражения (5.165) вместо 

(5.161) и разложением резонансного множителя в аргументе функ- 

ции Бесселя для амплитуд (5.160), не является принципиальным и 

использовано только в целях простоты. 

Точное решение уравнений (5.93) или (5.95) должно проявлять 

резонансы при частотах с, характерных для водородного спектра, 

а не при со, кратных /-°, как это имеет место в приближении 

эквидистантности уровеей. Резовансная структура должна проявить- 

ся и в вероятности ионизации, что и было экспериментально обна- 

рущено в работе [149 | . 

Согласно (5.[72) и (5.173) зависимость (у от Го в области 

порога определяется квантовой величиной //’,, в то время как по- 

ложение порога зависит от классической величины И”. Хотя бо- 

лее точное решение уравнений (5.93) или (5.95) может привести к 

другой зависимости \/ от Г. в области порога, все же полученное 

выше выражение (5.172) ддя вероятности ионизации высоковозбуж- 

денных состояний атомов низкочастотным полем указывает на то, 

что этот процесс не может быть полностью описан только на осно 

ве классической механики. Нужны, по крайней мере, дополнительные 

исследования для выяснения области применимости классической 

механики для этой задачи.
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5.5. Расчет сечений свободно-свободных переходов 

в квазиклассическом приближении 

Как было установлено в параграфе 5.3, задача о рассеянии 

электрона на кулоновском потенциале в присутствии сильной элект 

ромагнитной волны сводится в квазиклассическом приближении к ре- 

шению уравнений (5.97) или (5.99). Движение электрона в кулонов- 

ском поле следует описывать гиперболой, а при малых энергиях — 

параболой. Уравнения (5.97) и (5.99) учитывают влияние дискрет- 

ного спектра на рассеаниесм должны приводить к резонансем в се- 

чениях рассеяния, SCAM энергия электрона, частота и напряжен- 

ность поля таковы, что можно пренебречь влиянием дискретного 

спектра на рассеяние, то амплитуды (7,‹(=/ определяются одиим 

первым членом в (5.100). В этом приближении проще, однако, ис- 

ходить не из уравнений (5.18), а из соответствующих уравнений 

параметра удара, которые мы сейчас и получим. 

Применив квазиклассическое приближение к системе (4.10), 

придем к уравнениям, аналогичным (5.18) 

: AQ, (et) ca) 2 )2 = 

ар = 179-12 Сырье 

ре (ии Е 26 (to LC) | (9,178) 

Если ввести функции = 
A A bh 

C,, C0)= г. ny A) OOF (5.179) 
и определить угол 7^ ма плоскости траектории к оси > с0- 

гласно уравнению 5›и-/// ‚ то для С, (г/ можно получить следую- 

щую систему 
AC, (2) a) 
ae = 4 COSY Зее (АЛ и/ - 

7 Gri CF ite ) Cxpla (ии ме] (5,180) 
nf
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Величину ‘р? можно отождествить с начальным углом отсчета Sve) 

й положить равным нулю. Учитывая (4.11) и то, что ось 2 совпа- 

дает с направлением поляризации поля, уравнения (5.180) предста- 

вим в виде 
<ACn CO) . lene Грир) yn : “ = annie 6 (RY (Ere) [N Cyt) orp rest] 

  

= (ust) *8 Сич (Л АРС rae) J (5.181) 

где © - единичный вектор поляризации поля. Уравнения (5.181) 

совпадеют с уравнениями параметра удара. В данном случее C7) 

есть коэффициенты разложения волновой функции поля монохромати- 

ческой волны по ее собственным состояниям, т.е. по состояниям 

осциллятора /h>, оти состояния возбуждаются честицей, пролетаю- 

щей по некоторой траектории в поле (/2/. 

ели ввести функцию 

XK @)= 2. Cn CEs IRS 
(5.182) 

то легко ere что она удовлетворяет уравнению 

. ge =- (Fla) tC) X, (5.183) 
где оператор напряженности электромагнитного поля 

= < 2. С 2% =i иг £610 
j- 2 al pe) 2 (here pipet} (5.184) 

а 0'и С = операторы рождения и уничтожения. 

Решение уравнения (5.183) есть задача о возбуждении состояний 

осциляятора. то хорошо известная задача / 70 [и ее решение имеет 

вид 

Х= @хр]г6 7] ве”) 4 (5,165) 
Я



р 
4m En, ЕК 

У] =х ( ee) Qf ACE EH) CET. 
Ce - 

6“ 

= (2—0 / На fot (еее) ©“ 
м р, (5.186) 

где \’2)= скорость электрона, а функция 72/не содержит опера- 

торов < и С" и несущественная для дальнейшего. 

Зная Х ‚ можно найти амплитуду вероятности возбуждения 4/,, 

состояния поля !г> в момент Г, если в момент 7, оно находилось 

в состоянии /5>. 9те амплитуда выражается через полиномы Лагер- 

ра |707: 

и Е 142 = 

=( yy (i J yA ihe 4) pd 2 " Gf, 526 (5.187) 

При ‹=@ в выражении (5.187) $5 и следует поменять местами. 

Нас интересует такое поле излучения, когда в начальном и ко 

нечном состояниях присутствуют много фотонов. Введем число 

=5-@ „ равное числу поглощенных (>20) и испущенных (//хо/ фо 

тонов, и используем асимптотическое представление /214 | для по- 

линомов Лагерра при ‹,27/. Тогда | 248 [ 

Ay = In (Vasrrt/ pled t'npes aN), 1442e%P 

Следовательно, вероятность поглощения \/ фотонов равна 

Wye Зи СВО, — 
ge 

= [ot lh vay ее 
Cs 

(5.188) 

(5,190) 

sans * Ay 
a On a5 § Я А 7. = (£744 Ии/! : (5,191)
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При <, У-> -з, но постоянном их отношении A, переходит в клас- 

сическую амплитуду напряженности электромагнитной волны. 

Ёсли число фотонов д в поле излучения велико, то к класси- 

ческому пределу можно переходить уже в уравнении (5.18Г), кото- 

рое примет вид 

nas 4 AG Ce! д eI c ‚(ее ct Cr, OO] 
Ct © - (5.192) 

Осцилляторные функции /и> в ряду (5.162) gorge можно заменить 

более простыми функциями ряда Фурье Фхр(/и// , где. изменяется 

от © до 24 . Функция ХСох/ в этом случае равна 

Х 2, к] = Xp fe [om EF) sin lute) (5,193) 
Pesmome Xz) 8 pan Syppe mo < , найдем, что амплитуда пе- 

рехода от состояния 2х.) к состоянию ©\>(/&/ с поглощением // 

фотонов (^/=(-(/ равна тому же выражению (5.189). 

Отметим, что хотя поле излучения в уравнениях (5.192) рассма- 

тривается классически и движение электрона в поле \»›/) тоже опи- 

сывается классически, сам процесс излучения и поглощения фотонов 

электроном является квантовым, так как соответствует переходу 

между близко лежащими высоковозбужденными осцилляторными состоя- 

ниями. Функция вида (5.193) (по,конечно, с другим потенциалом 

взаимодействия) встречалась в квазиклассической теории, предло- 

женной для расчета вероятностей переходов между высоковозбуж- 

денными состояниями атомов при рассеянии на них электронов 

[190,19Т] и возбуждении вращательных и колебательных состояний 

молекул электронами [192]. В этих работах использовалось приб- 

лижение эквидистантности для высоковозбужденных уровней атомов 

и молекул. В нашем случае наблюдаются переходы между эквидис-- 

Фантными состояниями поля излучения.
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Вели вероятность (5.159) помножим на классическое дифференци- 

альное сечение рассеяния электрона в кулоновском поле, т.е. ре- 

зерфордовское сечение, то получим дифференциальное сечение с 

поглощением // фотонов 

AG = Fy (18))ACg (5,194) 
Hop = 2" (yee) AP 

end (5.195) 
2= 5и-1 74 

(5.196) 

rie 7 = скорость падающего электрона, 2” = угол рассеяния. 

Траектория электрона задается параметрически уравнениями (5.17). 

Зеличина (4 определяется интегралом (5.190) с верхним и нижним 

пределами, равными соответственно => и- >>. этот интеграл тог- 

да равен классическому интегралу, опроделяющему компоненту Фурье 

с частотой (о для дипольного излучения при столкновениях | 235 |. 

В случае прямолинейного равномерного движения интеграл (5.190) 

равен нулю. Наибольший вклад в интеграл (5.190) дает область 

траектории электрона, где его скорость меняется наиболее сильно. 

Цели электрон до и после рассояичя, происходащего в момент 

[20 » был свободен и двигался со скоростями соответственно 47: и 

в ‚ то легко найти, что 

B= & LG E)-(Ge/l/u* (5.197) 
Выразив / из квантовомеханического закона сохранения энергии 

Г = Че + ИМ 
tae г (5.198) 

который не следует из классического рассмотрения, придем к та- 

кому же аргументу функции Бесселя, как и в случае борновского 

приближения [114 ].
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При рассеянии электрона на кулоновском потенциале вычисление 

интеграла (5,190) полностью аналогично вычислению интегралов в 

случае спонтанного тормозного излучения при рассеянии в кулонов- 

ском поле [235] или в случае дипольного кулоновского возбужде- 

ния ядер [249]. В результате получим 

6 =}5 (5.199) 

We Yr Q a 
Sake eA ot ki Ge) + Gd) Kg $ =) 2 (5.2003 

yah fe , Sa wsvs (5,201) 

Здесь Кс -функция Макдональда мнимого индекса, а штрих означа- 
ет производную по аргументу. Сх и ©, равны проекциям ©’ на 
фокальные оси координат. Для дальнейшего удобно выразить ©, и 

C, через проекции <” на направления падеющего и рассеянного 

электрона. Для этого введем систему координат, в которой 2°и 

единичные векторы Й`и My в направлении падающего и рассеянно- 

го эдектрона имеют следующие координаты: 

OC = (Sind, 0, сек“), Ис-(@ 6,1 7 

My = (стил Ч, ии р, ons?) ь (5.202) 

Тогда 

(И; ©) = сэ , (ty CO) > COLL Cis ?+ Sind MWC f 

Ce (Ai C)- ye) 5 WE) (И, 6) 

a | 2 Yor ; : 

nes 9 oe (5.203) 
    

Учитывая (5.194) и (5.199) - (5.203), получим окончательно сле- 

дующее вырежение для дизференциельного сечения //фотонного по- 

глощения ; 
| < Я би _ =” x Vs) | AQ * Yor (5.204)
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> Lp Я Г oe op Ek, oe, ape > ae 
D=¢€e [2° 67-16) Kee (58/4 (1:6) (2) Keg (=) 

(5.205) 

В случае рассеяния в поле отталкивания имеем те же выражения 

(5.204) и (5.205), но знак показателя экспоненты в (5.205) отри- 

цателен. 

Сечения (5.204) содержат два безразмерных параметра д" $. 

Пареметр у связан с интенсивностью перемееного поля, а ; опре- 

деляет степень адиабатичности процесса, поскольку <; есть отно- 

шение времени столкновения к периоду колебания поля. Параметр 

специфичен для кулоновского поля и борновском приближении равен 

нулю. Действительно, при малых г и7-/ ‚ так чтобы ‘2 =<2/, 

функцию Сс; в вырежении (5.205) можем приближенно заменить на 

=)", а функцию Сс, приравнять нулю [214 |. В результате для 

величины С получим борновское значение, равное (/:2)-//,5). При 

малых углах рассеяния, когда © >>/, такой перевод невозможен 

43-82 дельнодействующего характера кулоновского поля. Отметим, 

что при больших значениях <’ сечения для поля притяжения и от- 

талкивания булут существенно различны (в борновском приближении 

они совпаляют), Бели $ велик, то для поля отталкивания с будет 

энспонентияльно мало и Фактически никакого излучения и поглоще- 

ния че происхолит. 

Из выражения (5.204) следует, что в рассматриваемом прибли- 

жении сечения симметричны относительно знака // , т.е. сечения 

поглощения и испускания // фотонов ревны. ото есть отражение то- 

го фекта, что в классическом рассмотрении пренебрегается влия- 

нием потерь энергии на движение падающей частицы. В первом при- 

ближении эти потери можно учесть следующим феноменологическим 

образом. Естественно в выражении (5.205) перед вектором /7, 

ввести множитель 1./. » THE (7 определяется из закона со-
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хранения энергии (5.198), а также симметризовать 7” и у описан» 

ным в |249 ] способом. Расчеты показали, что в случае кулоновс- 

кого возбуждения ядер симметризованные сечения заметно лучше 

несимметризованных. Одйако в нашем случае неупругих каналов мно- 

го и процедура симметризации становится не вполне однозначной, 

Для проверки ее эффективности нужны квантовомеханические раесче- 

ты. цоскольку таких расчетов в настоящее время не имеется, то 

будем пользоваться просто выражениями (5.204) и (5. 205) без 

феноменологических поправок. | 

Далее исследуем подробнее случай слабого поля кадучения, 

когда /-= / и можно ограничиться первым членом разложения функ- 

ции Бесселя в ряд. Тек как сечения излучения и поглощения равны, 

то для краткости будем говорить только об излучении. Используя 

вышеотмеченное разложение и интегрируя по угловым переменным 

рассеянного электррна, можно представить сечение //-фотонного 

Oe. are fn, 27 

бе = 2" fox 22 [сек (7-1) 
a (f= 4 

‚вто К ie ЕЕ [вых бчикови А ке’ = 

Рассмотрим сначала подробнее однофотонное излучение. В этом 

случае интеграл по 2 может быть вычислен в явном виде на основе 

формул для неопределенных интегралов от произведения двух моди- 

фицированных функций Бесселя [214 |. В результате 

Glu) = Dh о И ©, сс 2 (Зем 1) (5.207) 
or ыы 

Ky a a? =] К ‘( 28/1 (1-2) К (ge)]=- (5.208) fp. /
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Qe fotee Киа) ее) 

jf a mee ih he Je ЕЕ ИР ‘ое Эм Ча 
Отметим, что имеется прямое соответствие между сечением 

  

(5.207) и классическим сечением тормозного излучения при рассея- 

нии частицы в кулоновском поле. Если в вырежении (5.207) вместо 

классической величины ( подставить (5.191) с5=/ ‚ соответст- 

вующей спонтанному излучению, умножить (5.207) на число состоя- 

ний электромагнитного поля Vo/e (27)-2 и проинтегрировать по 

угловым переменным испущенного фотона, то придем к классическо- 

му сечению тормозного излучения | 235,249 |. 

В случае малых частот Cu из поведения функции Макдональда 

[214] при ‘g<1 следует, что сечение 0; содержит клессический лога- 

рифы: 
yas nee чи С Аим (8 5С - 6; ()= ane wk de (5 Jy) + 3 cea “J (5.210) 

где |)’= 1,781... 

цри больших частотах <>! можно использовать асимптотичес- 

кие разложения / 214,232 | для функций Макдональда. В результате 

  

AE _ 2-Й? 
Ре 2 (5.211) 

и сечение (С) также приобретает простой вид 

, вар.” : 

Gls ааа, Св ьа) (5.212) 
Сечение 076) при совпадающих направлениях падающего электрона 

и поляризации поля в четыре раза больше сечения 0,(7/2) при их 

перпендикулярных направлениях. 

  

ее" 4 tg 22 C
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Рассмотрим теперь сечения 0’, излучения // фотонов (<! ) в 

предельных случаях малых и больших частот. При малых частотах 

функции Макдональда К (ее и @ = (мот Юю заменить на ko fee) 

и </2я). Далее в интеграле по х сделаем замену переменных 

2-== и разобьем интеграл по z oT = ДО => на два интегра- 

ла: от < до единицы и от единицы до бесконечности. цчоследний 

интеграл есть полином по =“. В первом интеграле функции К 'с2) 

и К.@) можно представить в виде ряда /214] . Нетрудно видеть, 

что основной вклад в этот интеграл дает член Z-~ ряда для 

функции К“). Сохраняя только его, найдем, что (5.206) прини- 

маст вид 

OE ет, ‚ое а fog geen - 

aE SEES Hed Ome TT (5.213) 
Интегралы по > и / лекко вычислить, если подинтегральный 

полином представить в виде суммы. Сохраняя только главный по 

® член, получим, что при малых частотах 

_ tbe нем 
Oy (dk) = Ane a ln Ce) (5.214) 

где (7, Kk ) есть полином и выражается через гипергеометрическую 

функцию ме — 

(ay) = 

[2 (6) =1/2/-1} , 14, (0A) = £/24 (pret) (5.216) 
Как видно, сам параметр адиабатичности $” вовсе отсутствует в 

(5.214), а сечение пропорционально 2.-7^/ . Сечение 0’, /„/] зв 

метно больше при ‹/-о ‚ чем при <’-1/2 ‚ особенно для больших // 

  

           by» dav 2 
ee ee и) (5.215)
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Yoh Hafira ceuenua 67 в пределе больших частот, заметим, 

что в интегральной пуриени функции Макдональда [214`) 
eo "Ee King (ge)= <2 Sow oxplige shv-egu) (5,217) 

при больших . существенналобласть малых ( . заменив поэтому 

Shy wa иу-+ 2% и используя интегральное представление /`232 ) 

функций Эйри, найдем: 

Ков ($5) =1@ и РАСА 4), › 65.218) 

Ко (ЕЕ) ПО ЕН ето) 
Фактически переход от функций Макдональда к функциям Эйри сооты 

зетствует переходу от гиперболических траекторий к параболичес- 

ким. 

вели подставить (5,216) и (5.219) в (5,206), ввести вместо 

переменной © переменную х-2*% © 7%(2-/) и всюду в (5.206) 

сохранить только главный член асимптотического разложения по 

обратным стеленям > + то получим следующее выражение для 

в пределе больгих частот 

бе) би 

    

  

(An )* v2 ps ((0N+42)/2, ; (5.289) 

CG, A)= 7?*2 ед Дек [и [АЕ (x) C230 4 
2 

x Arle) sin cay JM (5,221) 
Интеграл по У’ может быть представлен в виде гилергеометричес- 

Кой функции, и поэтому имеется большое сходство в китегральном 

представлении полиномов С/,(Х/ и чисел 76% 7, в случае 

многофотоиной ионизации, задаваемых выражениями (5.40) и 

(5.41 ).
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Сечения (5.220) слабо (пропорционально Р-” и одинаково при 

всех // зависит от энергии электрона. Зависимость сеьений от 

частоты очень сильная, хотя и несколько слабее, чем в случае 

малых частот. В таблице 5.5 представлены значения полинома 

С, при «>С и 0 . Из таблицы видно, что такле каки в ра- 

нее исследованных случаях сечения 0/в случае поляризации 

поля вдоль падающего пучка заметно превосходят, особенно при 

больших //, соответствующие сечения при поляризации поля, пер- 

пендикулярной падающему пучку. Это связано с тем, что излуче- 

ние максимально при рассеянии назад, когла частица ближе всего 

подходит к рассеивеющему центру. Если ректор Г направлен 

здоль педоющего пучка, то при рассеянии назад траёитория час- 

тицы все время параллельна вектору Р ‚ По как следует из 

(5.190), именно произведение F Vz) oupeyenser ceuenne Oud) , 

Выражение (5.7220) аналогично классической Формуле Крамерса 

для спонтанного излучения [236 [. В последнем случае клаеси- 

ческая теория, и в частности простая формула Крамерса, дала 

хорошие результаты в очень широком интервале частот | 236 |. 

Дяя проверки точности формулы (5.220), как и более общего вы- 

ражения (5.206), необходимо провести соответствующие квантовом 

механические расчеты. Таких расчетов пока нет. Нет пока и экс- 

периментов по определению сечений 0’, (<) при рассеянии электрона 

на кулоновском центре в присутствии сильной электромагнитной 

волны, хотя в случае рассеяния электрона на нейтральных атомах 

аналогичные сечения измерены в ряле недавних экспериментов 

[116-ив ] . Они находятся в хорошем согласии с теоретическими 

сечениями, полученными в борновском приближении |114 iv
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Таблица 5.5. 

Знамения полиномов С,„(х)» опраделяющих 

сечения (5.220), при “=O uN 12% 

  CTIA DIT BR MIT Dats RA LETS 

  

I 7,59 1,998 
2 8,53 0,675 
3 1,3 0,307 
4 16,1 0,156 
5 23,8 0,084 
5 35,9 0,047 
7 55,1 0,027 

8 85,4 0,019 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В диссертации исследовано взаимодействие свободного и свя- 

занного в атоме электрона с сильным полем излучения. Для ряда 

многофотонных задач найдены их точные решения, а в случае вза- 

имодействия атомного электрона с полем электромагнитной волны 

развита квазиклассическая теория. 

Получены следующие основные результаты: 

I, Разработаны основы квазиклассическо! теории многофотон- 

ных процессов в высоковоэбужденных атомах. Эта теория имеет 

следующие положительные стороны: 

а) как показывает сравнение с имеющимися квантовомеханиче- 

скими расчетами по теорни возмущений, она обладает высокой то- 

чностью для ридберговских состояний атомов, а в случае водоро- 

да достаточно точна даже ддя основного состояния; 

6) она проста, так как ее основные уравнения имеют точные 

аналитические решения и расчет различных многофотонных процес- 

сов сводится к решению сравнительно простых алгебраических 

уравнений или интегрального уравнения, следующих из проблемы 

удовлетворения граничных условии" для волновой функции; 

в) она достаточно универсальна, поскольку с ее помощью мож- 

но решать как задачи на собственные значения, так и рассмат- 

ривать ионизацию, переходы в дискретном спектре и рассеяние в 

присутствии поля излучения; 

г) она учитывает дискретны" спектр атома; 

д) она не основана на теории возмущений и поэтому позволя- 

ет выйти за рамки последней.
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г. На основе квазиклассической теории рассчитаны следую- 

щие многофотонные процессы. 

Получено простое и достаточно точное (как следует из срав- 

нения с квантовомеханическими расчетами) выражение для сечений 

^/ -фотонной ионизации высоковозбужденных состояний атомов. Это 

выражение пригодно и для описания надпороговой ионизации, При 

Н-=Т полученное сечение совпадает с формулой Крамерса. для обыч- 

ного фотозфекта. 

На основе приближения эквидистантности уровней найдена ква- 

зиклассическая волновая функция высоковозбужденных состояний 

атомов в присутствии сильного низкочастотного поля. С помощью 

зе вычислены вероятности радиационных переходов между высоко- 

возбужденными состояниями атомов в присутствии микроволнового 

поля. В таком процессе возникают сателлиты в спектре поглоще- 

ния. Рессчитаны интенсивности сателлитов в зависимости от ча- 

CTOTH и напряженности поля, глазного квантового числа атома и 

номера сателлита. Они находятся в хорошем согласии с экспери- 

ментально измеренными интенсивностями. 

Оценена вероятность ионизации высоковозбужденных состояний 

атома водорода микроволновым полем, которая удовлетворительно 

воспроизводит экспериментально измеренную зависимость вероят- 

ности ионизации от напряженности поля. 

Найдены вне рамок теории возмущений сечения свободно-сво - 

бодных переходов при рассеянии электрона на кулоновском потен- 

циале в присутствии сильной зэдектромагнитной волны. Показано, 

что известные сечения борновского приближения соотвествуют 

предположению, что процесс рассеяния являетсл мгновенным.
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3. Найдено решение уравнения Дирака для электрона в кван- 

тованном поле монохроматической волны, плоской волны, двух 

волн и монохроматической волны плюс постоянное магнитное поле, 

направленное вдоль распространения волны. Показано, что реше- 

ния Волкова и Редмонда, описывающие электрон в классических 

полях, следуют из специальных комбинаций полученных решений в 

пределе больших чисел фотонов. 

4. Цайдено точное решение задачи об ионизации системы, 

связанной короткоде“ствующими силами, под действием циркуляр- 

но поляризованно" электромагнитной волны. Исследована зависи- 

мость сдвига и ширины уровня от напряженности и частоты поля 

волны, 

Получены точные выражения для сечений рассеяния частицы на 

короткодействующем потенциале в присутствии пиркулярно поляри- 

зованной электромагнитной волны. Найдено, что в сечениях рас- 

сеяния появляется серия резонансов, расстояние между которыми 

равно энергии фотона. Высота и ширина резонансов сильно зави- 

си? от напряженности поля. В борновском приближении резонансы 

отсутствуют. 

Кроме того, в работе получены ещё следующие частные резуль- 

таты: 

I. Выведены уравнения метода сильной связи для описания мно- 

гофотонных процессов в атомах как в неподвижной, так и в коле- 

блющейся системе координат. Проведен анализ проблемы удовлет- 

ворения граничных условий. 

2. Обобщено понятие квазиэнергии на задачи ионизации пере- 

менным полем и рассеяния в присутствии такого поля.
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3. Поставлена и решена задача об отражении электрона от 

стенки в присутствии SHO KT POMBE HATH волны. найдены особен- 

ности в вероятностях поглощения (испускания) фотонов, которые 

возникают на пороге открывающегося нового канала. 

4. Построены полиномиальные решения вырожденных уравнени! 

Гойна, описывающих взаимоде’ствие электрона с полем двух моно- 

хроматических волн. 

5. Найдено обобщение рядов Неймана для специальных функций 

Бесселя, встречающихся при теоретическом исследовании много - 

фотонных процессов. 

В диссертапии выведены основные уравнения и разработаны ос- 

новные положения квазиклассической теории многофотонных про- 

цессов в атомах, а также решен ряд ее задам. Автору представ- 

ляется, что решенные задачи охватывают только часть проблем, 

которые можно решить методом квазиклассики. Паиболее важными 

с практической точки зрения представляются следующие пока не- 

решенные задачи: 

а) нахождение более точных (аналитических или численных) ‚чем 

в приближении эквидистантности уровие’, решений уравнений 

(5.93) или (9.95) с целью исследования влияния спектра ато- 

ма на вероятность многофотонной ионизации; 

6) использование метода квантового дефекта для выяснения от- 

личий протекания многофотонных процессов в сложных атомах и в 

атоме водородв, 

в) расчет динамической поляризуемости высоковоэбужденных уро- 

вней атомов.
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